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Цель данных методических указаний -  доказать некоторые фун­
даментальные результаты теории меры, необходимые для дальней­
шей работы по этой тематике. Основное содержание отражено в на­
званиях параграфов. Лучше освоить материал поможет самостоя­
тельная работа над упражнениями. Предполагается, что читатель 
знаком с мерой Лебега на прямой и плоскости и интегралом Лебега. 
Этот материал можно найти в книге [3].

Нумерация двойная: так, 1.7 -  это сообщение 7 из параграфа 1.

§1. а -  алгебры

В дальнейшем Т  -  некоторое непустое множество, £  -  некоторый 
непустой класс его подмножеств.

Определение 1.1. Последовательность попарно не пересекающих­
ся множеств где Д  С Т, будем называть спектром.

Определение 1.2. Пусть Е  С Т. Введем обозначение Е  П £  =  
{EF , F  £ В }.

Определение 1.3. Класс множеств £  называется а  -  алгеброй, 
если он удовлетворяет следующим условиям:

1) если Й 6  Е, то Т \ Е  0. Е (замкнутость класса S  относительно 
образования дополнений);

2) если {Д } £ Д  С £ , то (J Еп 6 Е (замкнутость класса Е отно-
п=1

сительно образования счетных объединений).
Упражнение 1.4. Пусть Е — а -  алгебра. Доказать:
1) 0 £ Е, Т  G Е;

00
2) если { Д , } ^  С Е, то П Еп £ £ ;

7 1 = 1

3) пусть Е  С Т, тогда Е  П Е — о  -  алгебра подмножеств Е. 
Упражнение 1.5. Класс множеств Е является а -  алгеброй тогда

и только тогда, когда он замкнут относительно образования допол­
нений и счетных пересечений.

Приведем некоторые примеры а -  алгебр:
Пусть М  С Т, Е =  {Е  С Т  : М  С Е  или M E  — 0} .  Легко 

доказать, что Е — а -  алгебра. Если М  =  Т, то Е =  { 0 ,Т } .  Если 
М  — 0 , то Е является множеством всех подмножеств Т.

Упражнение 1.6. Пусть Т  =  N  -  множество натуральных чисел. 
Будет ли и -  алгеброй класс множеств Т, — {Е  С N  : Е -  конечное или 
N  \ Е  -  конечное}? Здесь пустое множество считаем конечным.

Определение 1.7. Пусть £ - некоторый класс подмножеств Т.
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Класс множеств £  называется а -  алгеброй, порожденной £, обо­
значается сг(£), если выполняются следующие условия:

1 ) £ С Е ;
2) £  — а  -  алгебра;
3) если £ ' -  некоторая а -  алгебра подмножеств Т  и £  С £\ то 

£  С £ ',
Другими словами, сг(£) есть наименьшая о  -  алгебра, содержа-, 

щая (5. Из определения 1.7. очевидно, что если о\£) существует, то 
она единственна.

Теперь докажем существование сг(£). Заметим, что найдется хо­
тя бы одна а -  алгебра, содержащая £, например, а -  алгебра всех 
подмножеств Т. Рассмотрим пересечение всех а -  алгебр, содержа­
щих £. В качестве упражнения предлагаем читателю доказать, что 
этот  класс множеств есть о{£).

Пример 1.8. Пусть Т  =  R  -  множество действительных чисел, 
£  =  { ( а ,Ь),где — оо <  а < b <  + оо }. Тогда а(£)  называют борелев- 
ской о -  алгеброй на прям,ой.

Множество А  С R  назовем ноль -  множеством, если для лю­
бого числа е >  0 существует такая. последовательность интервалов 
{ (a n,bn)}n=v чт0 U [ап,Ьп) и £ (£ > „ -  ап) <  г.

71=1 71=1

Пусть £  =  {Е  С Т : Е  — F A A , где F  — борелевское, А -  ноль -  
множество} . Предоставляем читателю проверить, что £  — а -  алгеб­
ра. Её называют а -  алгеброй измеримых по Лебегу подмножеств 
прямой.

§2. М ер ы . О сновны е св ой ств а

Всюду в дальнейшем класс множеств £  является о -  алгеброй, 
под X  понимается либо линейное нормированное пространство над R 
(сокращённо лнп), либо (—оо,+оо].

Определение 2.1. Функция множества ц : £  -О X  называется 
конечно-аддитивной, если для любых множеств Е, F  (Е £ , где E F  =  
0, выполняется

p ( E U F ) = p ( E ) + f a(F).

Определение 2.2. Функция множества р : £  -1 X  называется ме­
рой , если она счетно-аддитивна, то есть для любого спектра { Еп}  С 
£  выполняется ОО ОО

Я  U  Еп)  =  Е  М -Е „ ) .
71 =  1 71 =  1
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Мера со значениями в (—ос, +оо] называется скалярной. Заме­
тим, что —оо исключена из множества значений, чтобы избежать си­
туации (—оо) +  (+ оо). Будем предполагать, что скалярная мера при­
нимает хотя бы одно конечное значение. Скалярная мера р : Е —» 
[О, +  оо] называется положительной.

Примером положительной меры является мера Лебега А : Е —> 
[О, +оо], где Е — сг -  алгебра измеримых по Лебегу подмножеств пря­
мой.

Пример 2.3. Пусть А : Е —> [0, +оо] -  мера Лебега на прямой 
/  : (—оо, + оо) —» [—оо, +оо] -  интегрируемая по Лебегу функция. Из­
вестно, что неопределенный интеграл р(Е ) =  f  /  d\, Е  € Е, является

hi
мерой р : Е -> (—оо, +  оо).

Упражнение 2-4- Пусть {Е п}  С Е -  спектр, р : S  -> X  -  мера, 
причем в скалярном случае р(  U Еп) ф оо. Тогда:

П=1

а) для любого £ >  0 существует конечное множество I С А  такое, 
что если /  С J С N,  то

00
и м и  Д О  -  Е М Д О И  <  е ;

П=1 n £ j

ООб) в скалярном случае ряд Е Р(Еп) сходится абсолютно.
П=1

Определение 2.5. Говорят, что функция множества р : Е —> JA/ 00 \
исчерпывается, если из того, что {Е п}  -  спектр из Е и р{̂  U Еп) ф 
оо, следует

lim р{Еп) =  0.
п->оо ^ v '

Определение 2.6. Говорят, что р непрерывна снизу, если из того, 
что {i?n} -  возрастающая последовательность из Е, следует

ОО

г Й & М Д » )  =  М  U  Е п ) -
п= 1

Определение 2.7. Говорят, что р непрерывна сверху, если из того, 
что { Еп} -  убывающая последовательность из Е и, в случае скалярной 
меры, существует п0 £ N,  для которого р{ЕПо) ф оо, следует

00
п ^ М Д * )  =  М П  Е п ) -

п= 1

Определение 2.8. Говорят, что р непрерывна сверху на пустом 
множестве, если из того, что {Е п}  убывающая последовательность



00 п
из S, П Еп — 0 и, в случае скалярной меры, существует щ  € N , для

П=1
которого ^{Ещ) ф оо, следует

И т ц{Еп) =  0.

Теорема 2.9. Мера ц : Е —> X  обладает свойствами:
1) ц{9) = 0;
2) /и конечно-аддитивна;
3) р исчерпывается;
4) pL непрерывна снизу;
5) ц непрерывна сверху;
6) положительная мера является монотонной, то есть если E , F  £ 

Е, Е  С F,  то р(Е)  <  /i(F );
7) положительная мера счетно-полуаддитивна, то есть для лю­

бой последовательности {F n}  С Е имеем U Еп) <  Е р(Еп).
Jt — l П= 1

Доказательство.
1) Докажем п.1 для скалярной меры. По определению существует 

Е  € Е такое, что р(Е) ф оо. В силу счетной аддитивности р(Е)  =  
ц(Е) +  /и(0) -f р(0) +  .... Так как ряд справа сходится, то его общий 
член стремится к нулю. Следовательно, р(д) =  0.

2) Из п.1 и счетной аддитивности р следует п.2.
ОО

3) Пусть { Еп} -  спектр из Е и, в скалярном случае, U Еп) ф оо.
п—1

Тогда /т( U Еп) =  Е р{Еп). Так как ряд справа сходится, то ц{Еп) -»
П—1 п=1

О при п оо.
4) Пусть {Е п}  С Е -  возрастающая последовательность. Поло-

т
жим Fn =  Еп \ Еп- 1, п £ N, Eq =  0. Тогда {Т п} -  спектр в Е, U Fn =П—1
Ет, и Fn =  и Ет. Имеем U Ет) =  ц{ U Fn) -  lim Е fJ.(Fn) =

n=l т- 1 т=1 п=1
771

lim tt( U F„) =  Ит р(Ет).
т - > o o ^ vn ^ i  т.—ю с '  '

5) Пусть {Д п}  С Е -  убывающая последовательность. В скаляр­
ном случае будем считать pi(Ei) Ф со. Тогда на о -  алгебре F iflE  мера 
р принимает конечные значения. Обозначим Fn — Е\\Еп, п 6 N. {F n}

ОО

-  возрастающая последовательность из Е . Очевидно, П Еп =  E i\
П—1



6) Пусть E . F  £ Е, Е С F . Тогда F  =  Е  U (F  \ Е). Имеем p (F )  =  
р(Д ) +  \ Д). Так как д(Д  \ Е) >  0, то р(Е) <  p (F ).

7) Пусть { Еп}  С Е. Положим Fn — Еп \ U n € TV, До — 0.
т.=0

Тогда {Д „} -  спектр из Е, U Fn =  U Д„, м(Дп) <  р {Е п)- Получаем
П = 1  п = 1

0 0  ОО ОС 0 0

р(  U Еп) = / j ( U f » ) =  Е м(Дп) < £  д(Д п)-
п = ]  П =  1 11 — 1 п = 1

Замечание. Как показывает следующий пример, без условия ко­
нечности в определениях исчерпываемости и непрерывности сверху 
п.З и п.5 не справедливы.

Пусть Л : Е —> [0, +оо] -  мера Лебега на прямой. Рассмотрим 
спектр {Е п}  С Е, где Еп — (п. п +  1]. и убывающую последователь­
ность {F n}  С Е, где Fn — [п, +оо). Очевидно А(Еп) =  1 0, п —»■

ОО

оо, А( П Fn) — А(0) ~  0, в то время как lim A(Fn) =  +оо.
П = 1  П —>(50 '

Упражнение 2.10. Пусть Е — а -  алгебра измеримых по Лебе­
гу подмножеств отрезка [0,1], X  -  банахово пространство действи­
тельных ограниченных на отрезке [0 ,1] функций с нормой ||х|| =  
sup{|x(f)|, t £ [0 ,1]}. Определим р : Е - »  X ,  положив р(Е )  =  Xg, Е  £ 
Е. Здесь Х е -  характеристическая функция множества Е. Проверить, 
что р конечно -  аддитивна. Будет ли р мерой ?

Теорема 2.11. Пусть р. : Е —> X  -  конечно - аддитивная функция 
множества, X  -  лнп. Следующие условия эквивалентны:

1) р  счетно -  аддитивна;
2) р  непрерывна снизу;
3) р  непрерывна сверху;
4) р  непрерывна сверху на пустом множестве.
Доказательство. Импликации 1) 2), 2) 3) доказаны в те­

ореме 2.9. Очевидно, 3) => 4). Докажем, что 4) 1). Пусть { Еп}
ОС

-  спектр из Е. Положим Fm =  и Еп т  £ N. {Дт } -  убывающая
п—тп-г!

последовательность из Е. П Fm — 0. р( U Еп) — р{ U Еп) + p{Fm).
7 7 2 = 1  П  —  1 77 =  1

m  m  ОС

Имеем Z И\Еп) -  м( U Еп) =  ц( U En)~(i{Fm). Так как fi{Fm)
71— 1 71— 1 71— 1

тп ос
О при m -> оо, то lim £  (Д„) — р{ U Д„).т->ж п-} п-1

Замечание. Пусть Е —о  -  алгебра всех подмножеств N . Для Е  £ Е 
положим

_  ( 0, если Е  конечно
[ +оо, если Е  бесконечно 

р  конечно -  аддитивна, непрерывна сверх}' на пустом множестве, но



не является счетно -  аддитивной. Следовательно, импликация 4) =*> 1) 
не верна, когда для д допускаются бесконечные значения.

Пример 2.12. Пусть д  : Е -ч-Др [0,1], 1 < р <  +оо, где £  — а  -  
алгебра измеримых по Лебегу подмножеств [0,1], р{Е )  =  Хе , Е £ Е. 
Покажем, что д является мерой. Конечная аддитивность д  очевидна: 
если E ,F  £ Е, U i7 =  0, то д (Е и Х ) =  A’buf =  Хр +  Хр =  д (E)+/j,(F). 
Для любого Е £ Е имеем ||д(Х)|| =  (j Xsd\)p — [А(К)р. где А -  мера 
Лебега на Е. Пусть теперь {£ ',1} ГХ 1 -  забывающая последовательность 
множеств из Е й  П Еп =  0. Так как ||д(£п)]| =  {\(Еп)}>> и А (Еп) —ч 0

7 1 = 1

при п -ч оо, то ц(Еп) —ч 0 при п -ч оо. Значит, д непрерывная сверху 
на пустом множестве. В силу теоремы 2.11 д счетно - аддитивна.

Упражнение 2.13. Пусть д : Е -ч X  -  мера, Д : X  -ч Y -  ли­
нейный непрерывный оператор, X , Y  -  лнп. Доказать, что р{Е ) — 
В(рк(Е)), Е £  Е, является мерой.

Теорема 2.Ц. Пусть д : Е —> X  -  мера, X  -  лнп. Тогда се образ 
д(Е) является ограниченным подмножеством X .

Доказательство. Предположим, что д(Е) не ограничено. Обо­
значим Т\ =  Т. Существует Xj 6 TjCE такое, что ||д(2?1) || >  |jд(ТТ) |j +  
1. Обозначим Fi =  Т\ \ Е\. Так как ||д(2?1) || <  ||д(Т\)|| +  |^(Fi)j|, то 
!,д(^)|| >  1. Итак, ||д(£а)!| >  1. Jj/t(Fi)|j >  1. При этом хотя бы одно 
из множеств р{Е\ П Е), д(Т\ П Е) не ограничено, в противном случае 
было бы ограничено множество д(7\ П Е). Обозначим через Т2 то из 
множеств E\,Fi, для которого р\Т> П Е) не ограничено, а другое -  
через А].

Получим, что jj/i(Ai)|j >  1 и д(ТгПЕ) не ограничено. Рассмотрим 
З2 вместо Т\ и т.д. Продолжив процесс до бесконечности, получим 
спектр { А п} С Е, для которого ||д(Ап)|| > 1, п £ N. что противоречит 
исчерпываемости д.

§3. С упрем ац ия, вариация и полувариация м еры

Определение 3.1. Пусть д : Е -ч X  -  некоторая функция множес­
тва. Функцию множества д : Е -ч [0, +оо], где

р(Е )  =  sup{ Цд(Х’) ||. F  £ЕГ\  Е }, Е е  Е,

называют супремацией функции д.
Теорема 3.2. Пусть д : Е -ч X  -  мера. Ее супремация д обладает 

свойствами:

S



1) 0 <  ||p(E)|| <  Д(Е) < +оо, Е  £ Е.
2) Если р. -  положительная мера, то  р =  Д.
3) Д(0) =  0.
4) Пусть £  € Е, Д(Е) =  0 тогда и только тогда, когда p (F ) — 0 

для любого F  € Е  Л Е.
5) Если X  -  лнп, то Д принимает только конечные значения. В 

случае скалярной меры Д принимает конечные значения на множест­
вах конечной меры.

6) Д монотонна.
7) Д счетно-полуаддитивна.
8) Д исчерпывается.
9) Если X  ~ лнп, то для любой монотонной последовательности 

{Е п}  С S  имеем Д(ЕпА Е т) -> 0, п. т  -> ос.
10) Д непрерывна сверху на пустом множестве.
11) Д непрерывна сверху и снизу.
Доказательство. П.5. Пусть £  £ S  и. в случае скалярной меры, 

р(Е’) ф оо. По теореме 2.14 мера р. ограничена на а -  алгебре Е  П Е. 
Значит, sup{||p(F)|[, F  £ Е п  Е } < оо.

П .7. Пусть {£ п } -  спектр из Е. Положим Е =  . (J Еп. Возьмем
7 7 = 1

F  £ Е  П Е. Тогда F  =  i.J F E n. Имеем ||p(F)j| =  || Е Д Е Е п) jj <
71=- 1 7 1 = 1

Е ||p(FE„)j| <  Е Д(Е„). Перейдем в левой части к sup по всем
7 1 = 1  П = 1 / ОС ОС
Е £ F  Р, Е. Получим Д( U En) <  Е Д(Е„). Пусть теперь {F „ }  -  про-

7 1 = 1  7 1 = 1

извольная последовательность из Е. Рассмотрим спектр Fn — Е., \

(U  ЕЛ, п е  N, В0 =  0. Очевидно, U Еп =  и Еп, Е„ С Е„. Тогда
1 = 0  77 =  1 7 1 = 1

ОС' ос оо ос-
Д( и Е'п) -  д( и Е„) S Е Д(ЕГ|) < Е Д(Ьп).

7 1 = 1  71 =  1 7 1 = 1  7 1 = 1

Д.Е В скалярном случае, без ограничения общности, можно счи­
тать Д Т )  ф оо. Предположим, что Д не исчерпывается. Тогда су­
щ ествуют е > 0 и спектр {Е,-,} С Е такие, что Д(Еп) > е. п £ А: . По 
определению супремации для любого п £ Аг существует Еп £ Еп П Е 
такое, что p (F n) > '£. Для спектра {Е „ }  из Е имеем p (F n) 0, гг —> оо, 
что противоречит исчерпываемости р.

Д. Д. Пусть {Е п} -  убывающая последовательность из Е. Предпо­
ложим, что Д(Е„ДЕ,л) До 0, п .т  —» оо. Тогда сущ ествуют е > 0 и 
последовательность номеров {п*} такие, что Д(ЕГЧ\ETî 1) >  £. к £ А .
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Получаем спектр {Е Пк \ Enk+l} f =1 С Е, для которого Д(£„* \ ЕПк+1) ф> 
О, к —> оо, что противоречит исчерпываемости Д.

ОС
П. 10. Пусть {Еп} -  убывающая последовательность из Е, П =

п=1
0, в скалярном случае, без ограничения общности, можно считать 
р{Е\) Ф оо. Возьмем е >  0. По предыдущему пункту существу­
ет номер по такой, что Д (£„ \ Ет) <  е при т >  п >  щ. Пусть 
п >  no, Е £ Еп П Е. Последовательность {£ £ * ,}£ !„  убывает к пус­
тому множеству. Так как р  непрерывна, то р (Е Е к) —> 0, к —* оо. 
Тогда существует номер ко такой, что \\р(ЕЕк;))\\ < е.

Имеем,

||м(£)|| <  \\р(Е \ Еко)\| +  ||м(££*0)|| <  МЕп \ Е ко) +  ЫЕЕъ)\\ <  2е.

Перейдем в левой части к sup по Е £ £ пПЕ. Получим р (Е п) < 2 £, п > 
По-

П.11. Пусть {Е , ,}  -  убывающая последовательность из Е, в ска-
• 0 0  олярном случае будем считать fi(Ei) ■/- со. Обозначим Е  =  П £V,. ВП—1

силу монотонности Д (£) <  р(Е п). п £ АА Тогда Д (£) <  Jim Д (£п). 
Положим £ п =  Еп\Е. Тогда {Fn} -  убывающая к пустому множеству 
последовательность из Е (в скалярном случае p(Fi). ф оо). Так как 
Д непрерывна сверху на пустом множестве, то p(Fn) 0, п —> оо. 
Имеем р{Е п)  < Д(£„•) +  Д (£ ), п 6 А'. Перейдя к пределу, получим

£ (£ * ) <  Д (£).
Итак,

Д (£ ) =  lim Д (£>,)•

Пусть теперь {Е п} -  возрастающая последовательность из Е, Е — 
U Еп. В силу монотонности Д(Е) >  р (Е п), п € АА Тогда Д (£) >

П —1
lim р(Еп). Возьмем £  6 £  П Е. Так как р непрерывна снизу, то 
НМЛ II =  71Ц т ||д(Т£„)|| <  Jim Д(£п). Тогда Д(Б) <  Jim Д (£Г1). В 
итоге, Д (£) =  Jim Д (£п).

Упражнение 3.3. Обратимся к примеру 2.3. Положим .4 =  { х  £ 
R ■ f{%) >  0 }. В =  {х  £ R : f ( x )  <  0}. Доказать, что Д(Е) =  
т а  х[р(ЕА). —р[ЕВ)].

Определение 3-4■ Пусть р. : Е -4 X  ~ некоторая функция множес­
тва. Для любого Е  £ Е положим

J1(E) =  sup £  НМД) II >
?“ 1
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где sup берется по всевозможным разбиениям {£ ,:}''=1 множества Е. п
-  любое натуральное число. Функция р  : Е —> [О, +оо] называется 
вариацией функции р..

Замечание. Пусть Е  £ Е. Разбиением множества Е  называем 
любой конечный набор множеств {Д } " =1 С Е, для которого E,Ej =  0

П
при г j, U £i =  Е.

г—1

Теорема. 3.5. Пусть р : Е —> X  -  мера. Ее вариация р обладает 
свойствами:

1) Д (£) <  р (£ ф  £  £ Е.
2) Если р -  скалярная мера, то

Д ( £ )  <  р ( £ )  <  2 / } . (£ ) .  £  £  S .

Отсюда следует, что на множествах конечной меры р  вместе с Д при­
нимает конечные значения.

3) Если р -  положительная мера, то р =  р.
4) р (0 ) =  0.
5) р  монотонна.
6) р счетно-аддитивна.
Доказательство. II.2. Докажем неравенство р (£ )  <  2 р (£ ). Пусть

{ £ , } р :] -  разбиение £ . Обозначим ./ =  {? £ Г, я : р (£ /)  > 0}. J — {/. £
ITT) : р (Ej) < 0}. Тогда

Е № )1 = Е i/0'E): Е !р(£.)1 = Е Е Е ) -  Е /<(ьт) -
i = l  i t /  i€ J  . !С /  i CJ

=  p (U  Ei) -  p ( u  £ ,)  =  sp(U Е ) !  +  |p(U bV)l <  2 p (£ ) .
г € /  iCJ t€J

П.6. Пусть { £ „ }  -  спектр из E. Положим F  =  U Fn. Пусть { E J ’Tj
?J —1

-  разбиение £ . Тогда

E  i U ' ( E ) i l  =  E  i ! p (  0  E £ , ) l !  T E E  ! ! p ( £ , E ) ! I  -
j = l  i=r. 1 n = l  i = l n = l

=  E  E  i ! E E E ) i !  <  E  Д ( Е ) .
n - 1 i = l  n = l

Итак, E !‘p(£,)i| < E p (£ n}- Перейдя в левой части неравенства
1 =  1 "  ' п  =  1

ОС ■'

к sup по всем разбиениям F, получим р (£ )  <  Е р (£»)- Докажем про-
7? =  1

тивоположное неравенство. Если р (£ )  =  ос. то оно очевидно. Пусть



p(F ) Ф оо. Тогда в силу монотонности вариации p{Fn)  Ф оо, п £ N. 
Зафиксируем к Е N. Возьмем е > 0. Для любого п £ Т к существует

р
разбиение {Е П1}^31 множества Fn такое, что Е |jp(£nj|j >  JH{Fn) -  f.

i — 1

к  Р п к
Справедливы неравенства Е Jl(Fn) - e  < Е Е |(р(Д„,,)|| <  р ( U Fn) <

п ~ \  п ~ 1 г = 1  п — 3

Я П к __
Итак, для любого к Е N  и для любого е > О Е р(Тп) ~~ 6 — )•

П = 1

Тогда Е F{Fn) <  ~P(F).
П - 1

Прим.ер 3.6. Обратимся к примеру 2.12 при условии, что 1 < р < 
+оо. Пусть р  : Е —> TpfO.l], S -  а -  алгебра измеримых по Лебегу 
подмножеств [0,1], А- мера Лебега на Е, р(Е ) =  Хе , Е  Е Е. Ранее 
доказано, что р является мерой. Вычислим её вариацию.

Пусть Е Е Е, А(Е) > 0. Зафиксируем п £ N. По свойствам меры 
Лебега существует разбиение {Е ф тфл множества Е  такое, что А(Ь,) =  

, г Е l .n . Тогда
71 7

£  ы т  = h i m *  -  £  [— ] ' -!=1 ! = 1 ) = 1 1 П J

Так как гг1-? —> оо при п -> оо, то /Z(2?) =  сю.
Определение 3 .7. Пусть р : Е -> Аг -  некоторая функция мно­

жества, X  -  лнп (заметим, что здесь случай X  — ( — оо, -fooj не рас­
сматривается). Для любого Е е Е положим

\\р\\{Е) ----- sup | j  £  а {р,{Е,)\\,
2 =  1

где sup берется по всевозможным разбиениям множества Е  и
наборам чисел (а,•}"_!, где |а,| <  1. Функция множества \\р\\ называ­
ется полувариацией р.

Теорема 3.8. Пусть р : S -> X  -  мера. Ее полувариапия ||/z|| 
обладает свойствами:

1 )  М ( 0 )  =  о.
2) \\р\\ монотонна.
3) д <  ||р)! < р.
4) Если р -  скалярная мера, то \\р\\ =  р: если р -  положительная 

мера, то р — р =  ll/ilj =  р.
5) \\р\\{Е) =  sup Jp(F)- Е Е Е. где X* -  пространство ли-

/е*-:ЦЛ|<1
нейных непрерывных функционалов на X ,  /р  -  вариация скалярной 
меры {р .
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6) Д < IHI <  2ц.
7) ||/i|| принимает конечные значения.
8) |j/i|l счетно-полуаддитивна.
9) М  исчерпывается, непрерывна сверху и снизу. 
Доказательство. П.2. Пусть E . F  S Е, Е  С Я. Возьмем {Я,;}"=1

-  разбиение Я, {<аг}?=1 ~ набор чисел, где |а-Д <  1.

|| ±  аг1а(Ег)|| =  || Ё  < *д (Д ) +  0 • /л(Я \ [J Е{) || <  |Н|(Я).
г=1 г=1 г=1

Перейдя слева к sup по всем разбиениям множества Е  и наборам чисел 
{а ;}?=1, где |а,| <  1, получим ||м||(£) <  IH K E -

П.З. Покажем, что Д <  ||/z|j. Пусть Е  € S. Возьмем Я t  Е  П У. 
Тогда ||д(Я)|| =  ||д(Я) +  0 - д (Я  \ Я)|| <  ||д||(Я). Перейдем слева к sup 
по всем F  £ Е  П Е.

Покажем, что ЦдЦ <  р. Возьмем {Я,-}’Е  -  разбиение Я, {а,;}"=1 -  
набор чисел, где |а,| < 1.

IIЁ  * Л Е ,)\ I < Ё  tail • !1д(Е)1! <  Ё  Н ЕЕ)!! < П Е ).
i= 1 г=1 i=l

Перейдя слева к sup , получим \\р\\(Е) < Д(Я).
Я ./. Пусть £  € В, ~ разбиение Е. Обозначим F — {г :

fj.(Ei) >  0 } ,  h  - -  { г  : Е Е )  <  0 } .

Ё 1ЕЕ)| -  Е 1ЕЕ)| -г Е M E ,)| = Е ЕЕ) -  Е .ЕЕ) < IIEKE-
г=1 г'6/i г€/г ?€/i г€/г

Перейдем слева к sup по всем разбиениям Е  , получим Ji(E) < ||д||(Я). 
Учитывая п.З, для скалярной меры получим ~р =  ||д||.

Я. 5. Напомним, что для любого элемента х, принадлежащего лнп 
X , E li =  sup.{|/(х)| : /  € A*’ , ll/ll <  1}. Возьмем {Е }? =  i “  разбиение
множества Я, {а,-}”=1 -  набор чисел, где |a,:| <  1. Имеем

II Ё  а,и(Е,)\\ = su p {||/Ё  у Е Е ) | |  : /  е А'*, ||/|| < 1} -
t=i i=i

sup{ || Ё ^ / (м (Е ) )Ц  : /  € A*, H/II < 1} <
* = 1

sn p {E  11/(ЕЕ))|| : f  б Х \  ||/|| < 1 } <
i=I
s u p { /p (£ )  : /  £ A'*, II/H < 1}.
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Перейдя слева к sup по всем разбиениям Е  и наборам чисел {а ,}"=1, 
jo.'il < 1, получим

1Н1(£) <  su p {/p (E ) : /  е  Х \  II/H <  1}.

Пусть -  разбиение Е, f  £ А'*, ||/|| <  1. Обозначим Е  =  {г :
fn (E i)  > 0}, h  =  {г : /р (Д ')  < 0}. Имеем

Е  |м е { ) \  =  Е  / м № )  -  Е  / м № )  -
1=1 i € i i  гб / г

Л  Е  ~  Е  м № )) <  11/11 ■ II Е  № )  -  Е  м№)11 <  Ы\(Е)-
г ^ / г  * € / i гб / г

Перейдя слева к sup по всем разбиениям Е, получим ~f п{Е) <  
!Н 1(£)- Тогда

sup { M E ) :  f £ X \  И/И < 1} < M ( S ) .

П.6. Пусть /  G X * , Ц/ll < 1.Известно, что fn {E )  <  2 Jn(E). Легко
показать, что f  ji{E) <  n{E). Поэтому f n  <  2fl(E). Перейдя слева к
sup по всем /  G  X*, | j / | j  < 1, получим ||р||(£) <  2jl(E).

П.7. Так как п(Е) ф оо, то \\п\\(Е) Ф ос, Е  £ Е.
П.8. Пусть С Е, /  £ X ' ,  ||/|| <  1. Так как f n  счетно-

  оо ОС _____  __
полуаддитивна, то /р (  U Ef) <  Е /р (£ ,) .  Так как fn (E i)  <  ||̂ ||(£'г-),

г - 1  г=1  ос ос
г £ N. то f п{ U Е{) <  Е \\п\\(Е]). Перейдя слева к sup по всем /  £

X*, ||/|| <  1, получим
СО 0 0

1 М 1 (и Д )< Е 1 Ы 1 № )-
i ~ l  1=1

i7..9. Так как j|/i|j < 2Д, Д исчерпывается и непрерывна сверху 
на пустом множестве, то ||/Д| также обладает этими свойствами. Не­
прерывность сверху и снизу для jj/jjj доказывается так же, как для 
супремаиии Д (см.теорему 3.2, пункт 11).

Пример 3.9. Обратимся к примеру 2.12. Возьмем Е  £ Е, {£*}"_ ! -
71

разбиение Е, {af]^=l -  набор чисел, где |аД <  1. Имеем || Е atin{Ei)\\p —
7 — 1

/| Ё aiXEi{t)\pdX < } x Ed\ =  А(£). 
о *=1 о

Итак.

II ! > < / * (  ДО И <  [ А (£ ) ]р .
7 — 1
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Тогда ||/i||(F) < [А(^)]»>. С другой стороны, |(/i(F)|| =  [A(F)jp. Значит,

Ы\{Е) =  Д(Я) =  ||M(F)|| =  [A(F)]£

§4 Разложение Хана и Ж ордана

Определение 4-Т Пусть д : £  ->• (—00, + 00] -  мера. Множество 
Е  6 £  называется положительным (отрицательным) относительно д, 
если для любого F  € Е  П £  имеем д (В ) >  0 (д (В ) <  0).

Теорема 4-&- Пусть д : £  (—со, +со] -  мера. Сущ ествуют
положительное относительно д множество Л £ £  и отрицательное 
.В £ £  такие, что А В  =  0, Л и  В  =  Т. Это разложение множества Т 
называется разложением Хана относительно д.

Доказательство. Обозначим через V  класс отрицательных мно­
жеств из £ . Покажем, что V  обладает следующими свойствами:

1) если Е  G £ , F  G V, Е  С F , то Е  G В;
СО

2) если {Fn}SSti С В, то U Fn 6 В.
П =  1

ГС— 1 ^
Первое очевидно. Докажем второе. Обозначим Fn — F n\ U В,-, n —

7 1 = 1
.  .  O O O O

2,3 ,..., Fx =  F i. Получим спектр {F n}^Lj С V, где U Fn =  U F„.
П = 1  n = lCXJ 00

Пусть E  G £ , F  С U Fn- Тогда F  =  (J F F n, где E Fn £ ? .  Получаем
7 1 = 1  П — 1

00 , . 00
д(В ) =  £  p (F F „) <  0. Это означает, что IJ F n G B.

7 1 = 1  П =  1

Положим a  =  in f {p (E ) ,  E  G В }. Существует последователь-
00

ность {E n}  С В  такая, что Jirn д (В „) — а. Обозначим В =  U Еп.

Так как В G В , то  д (В ) >  а. С другой стороны, -д | ВпЕ являет­
ся положительной мерой. Поэтому в силу монотонности —д (В ) > 
-д (В „ ) ,  п е  N. Тогда д (В ) <  д (В п), п G N. Переходя к пределу, 
получаем д (В ) <  Jim д (В п) — а. Значит, д (В ) =  а. Отсюда, в част­
ности, следует, что а ф — оо.

Обозначим А  — Т  \ В. Покажем, что множество А  положитель­
ное. Предположим противное. Тогда существует С\ G Л П £  такое, 
что р{С\) <  0. Заметим, что С\ $  В. Иначе было бы В U С\ G В и 
д (В  U С 1) =  д (В ) +  m(C'i) =  а +  /i(C i) <  Q, что противоречит опреде­
лению а. Таким образом, С\ содержит множества из £ , на которых 
д принимает положительные значения. Обозначим через к\ наимень­
шее натуральное число, обладающее тем свойством, что существует 
Е\ G С\ П £ , для которого р(Е\) > J-.
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Положим С2 — Ci \ Ei. Имеем

у { С 2) =  1л(Сг) -  у ( Е }) <  у(С>) -  ~  <  0.
к\

Вместо С\ рассмотрим С2. Повторим аналогичные рассуждения. Обо­
значим через к2 наименьшее натуральное число, обладающее тем 
свойством, что существует Е2 £ С2 П Е, для которого у (Е 2) >

Продолжив процесс до бесконечности, получим спектр { Е п } ^  С
ОС

Е, для которого у (Е п) >  Е , п € N. Заметим, что у (  U Еп) ф оо, так
п  П = 1

как U Е„  С С 1, где у(Сф ф со. В силу исчерпываемости /х(Еп) -»
П ~  1

0, п - »  оо. Тогда £— > 0 и —» 00 при п —> оо.

Положим Е — U Е„. Имеем у(Е )  =  Е у (Е п) >  0. Тогда /x(Ci \
71— 1 7 1 = 1

Е) <  0. Существует F  £ (CS \ Е) Л Е такое, что y (F )  >  0. С дру­
гой стороны, y {F )  <  ptij для достаточно больших чисел п (чтобы 
кп >  1), так как F  С Сп, п £ N. Поскольку кп —» оо, то y (F )  <  0. 
Полученное противоречие показывает, что предположение не верно. 
Значит, множество А положительное.

Замечание. Пусть у  : Е -■> X , Е  £ Е. у\Еп% означает сужение 
меры /с на а -  алгебру Е  П Е.

Упражнение фЗ. Пусть у  : Е —5- (—оо ,+ оо ] -  мера, множества 
Ai, Bi £ Е задают разложение Хана множества Т  относительно у, где 
Aj -  положительное, Bi -  отрицательное, г =  1,2. Тогда y ( A i A A 2) — 
yyBiABy)  — 0.

Упражнение 4-4- Пусть у  : Е —> (—со, +оо] -  мера, множест­
ва А, В  £ Е задают разложение Хана, где А  -  положительное, В -  
отрицательное.

Положим у +{Е) =  у(Е А ), у~{Е)  =  —у ( Е В ), Е  £ Е. Тогда вы­
полняется следующее:

1) /Е  : Е -> [0, + 00], у~ : Е -> [0, +оо) -  меры; если у  принимает 
только конечные значения, то /Е  и ограничены;

2) /Е (Е ) =  здр{ц(Е ), Е  £ Е П Е},

M- (E )  =  - i n f { M(E), Е £ Е  П Е};
3) у  =  у + -- у ~ , у  — у + +  уГ.
4) если : Е —)■ [0,+оо] -  мера, для которой у?(Е) <  у +{Е ) и 

<р{Е) <  у~(Е), Е  £ Е, то у {Е )  =  0.
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Упражнение J.5. П усть р : Е —» ( —оо ,+ оо ) -  мера, множест­
ва А, В  £ Е задают разложение Хана, где А  -  положительное, В -  
отрицательное.

Если p i ,p i  : Е —> [0, +схз) -  меры, для которых р — р\ — р 2 , Pi <  
Р+, № < М~3 т0 Pi =  р + и р 2 — р~. Таким образом, разложение 
р =  р + ~  р~ является ’’минимальным” в указанном смысле. Такое 
разложение р  называется разложением Жордана.

Доказательство. Имеем р  =  ру—р 2 , р  =  р +—р~. Т о гд а p + — pi =  
р~ — М2 ~  <р -  положительная мера, для которой <р < р +, ip <  р~. По 
упражнению 4.4. <р =  0.

§5. А б со л ю т н а я  н еп р ер ы в н ость , эк ви в а л ен тн ость .
Сингулярность мер

Определение 5.1. Пусть р  : Е -> X , у : Е -£ У -  меры. Здесь 
каждое из множеств X, Y  либо линейное нормированное пространст­
во, либо (—o o ,+ co j. Будем говорить, что мера р абсолютно непре­
рывна относительно и, обозначается р «  и, если из того, что Е е  Е 
и 6(E)  — 0, следует Д(Д) — 0.

Замечание 5.2. Для доказательства р V, очевидно, достаточно 
показать, что если Е £  Е и д(Д) =  0, то р(Е) =  0.

Определение 5.3. Будем говорить, что меры р и и эквивалентны, 
обозначается р  ~  г/, если одновременно р «  v и v <С р.

Упражнение 5-4- Пусть Е — о  -  алгебра измеримых по Лебегу 
подмножеств отрезка [0,1], и : Е -> [0,1] -  мера Лебега, хо _ некоторая 
фиксированная точка. Положим р{Е) — Х е (х 0), Е е  Е. Проверить, 
что м ~ мера. Будет ли р  <С v или v <с р!

Упражнение 5.5. Пусть Е — о -  алгебра измеримых по Лебегу 
подмножеств квадрата [0,1] х [0,1], v : Е —> [0,1] -  мера Лебега.

Пусть Е  С R2. Зафиксируем xq £ R. Обозначим ЕХо — {у  £ R  : 
(хо\у) £ Е } .  Множество ЕХо с  R  называют хо -  сечением множества 
Е.

Известно, что если Е  6 Е, х £ [0,1], то является измеримым 
по Лебегу подмножеством [0,1].

Пусть хо £ [0,1]. Для любого Е £ S положим р(Е )  -- \(ЕХв), где 
А -  мера Лебега на [0,1]. Проверить, что р  -  мера. Будет ли р С  v 
или и <У р !

Упражнение 5.6. Пусть Е,и, А из предыдущего упражнения. Из­
вестно, что для любого множества Е е  Е функция /д (х )  =  А(ДЖ), х £
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[0 ,1], является интегрируемой по Лебегу и v(E)  =  f  fsdX. Положим
10Д]

р(Е)  =  / е , Е  £ S . Доказать, что р : Е —> 1ч[0,1] -  мера и р  ~  и.
Теорема 5.7. Пусть р : Е —> X , и : Е —> У -  меры, X  -  лнп, У

-  либо лнп, либо (—оо,+ оо]. Для того, чтобы р и, необходимо и
достаточно, чтобы для любого е >  0 существовало 5 >  0 такое, что
если Е  £ Е и 5(E) < 5 , то Д(Д) <  £■

Доказательство. Заметим, что в силу теоремы 2.14 имеем р(Т)  4̂
оо. Достаточность очевидна. Докажем необходимость. Предположим
противное. Тогда существуют е >  0 и последовательность { £ * }  С S
такие, что z/(F„) <  Т  и р(Еп) >  е, п £ N.

00 00
Положим =  U Еп, F  =  П В силу монотонности и счетной 

полуаддитивности супремации получаем

H F )  < И Д ) < £  ~  =  Д у .  * 6 N.
n = k  L  z

Тогда £ (F ) =  0. Так как супремация непрерывна сверху и Д(Т) ф 
+оо, то /1(F) =  lim fi(Fk). В силу монотонности супремации /l(Ffc) >

к ->+оо

ц(Ек) >  е, к £ N. Тогда /2(F) >  £.
Итак, существует F  £ Е, для которого £ (F ) — 0 и Д(Д) >  0. Это 

противоречит тому, что р <С v.
Следующий пример показывает, что условие ограниченности ме­

ры р является существенным для справедливости необходимости в 
предыдущей теореме.

Пример 5.8. Пусть Е — ст -  алгебра всех подмножеств множества 
натуральных чисел. Для Е £ Е положим р(Е) — Е 2п,и(Е) =  Е

п€Е п€Е
причем /i(0) =  v(jb) — 0. Очевидно р и v -  положительные меры,
причем р(Е )  =  +оо, если Е -  бесконечное множество, и выполняется
р и. Возьмем произвольное 5 >  0. Существует номер п$ £ N  такой,
что <  5. Рассмотрим множество Е  =  {п ;,п л + 1 ,п $ + 2 ,. . . } .  Имеем

V(E)  -  пЕщ 2" =   ̂ и м(-Е) — + ° ° -
Докажем известную теорему Лебега о разложении.
Теорема 5.9. Пусть р :  Е ч Х ,  v : Е -»■ У -  меры, где X  -  лнп, У 

либо лнп, либо ( -о о ,  +оо]. Тогда сущ ествуют множества Е, F  £  Е 
такие, что F F  =  0, Е  U F  =  Т, 5(E)  =  0 и д|рП£ Ирпе-

Доказательство. Обозначим Т\ — {А  £ Е : й(Л) =  Оид(Л) ф 0}. 
Заметим, что есть такие множества А £ Е, для которых 5(A) =  О, 
например, А  — 0.
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Если класс V\ пуст, то получим Е  =  0, F  =  Т. Доказательство 
закончено.

Иначе обозначим через к\ наименьшее натуральное число, для 
которого существует множество Е г £ Р г такое, что ||р(Д)|| > р .

Обозначим V2 =  {А  £ (Г  \ Е г) П Е : 9(A)  =  0 и р(И) ф 0}. 
Если класс V2 пуст, то полагаем Е  — Е\, F  =  Т \ Е .  Доказательство 
закончено.

Иначе обозначим через к2 наименьшее натуральное число, для 
которого сущ ествует множество Е 2 £ V2 такое, что ||р(Д2)|| > р -

Обозначим V-i — {А  £ (Т \ (Ег U Е2)) П Е : г/(А) =  0 и р(Л) ф 0} 
и т.д.

Если на некотором п -  шаге класс Vn окажется пустым, то поло­
жим Е =  Ei U . . .  U .Е„_ 1 ,  F  =  Т \ Е .  Тогда 0 < 9(E) <  Е 9(Еф —  0.

1 =  1

то есть 9(E)  =  0. П устота класса Тп означает, что рЛ пЕ <С v \FnTr 
Доказательство закончено.

Иначе получим последовательность классов {V n}^-i,  спектр { Е п}, 
последовательность натуральных чисел {/сп} Л 1 такие, что Еп £ 'Рп, 
||p(i?n)|| >  кп является наименьшим натуральным числом, для ко­
торого сущ ествуют множества А £ Vn, удовлетворяющие условию
Ы Щ  >  I -

В силу исчериываемости р имеем рь(Еп) —>■ 0, п —¥ оо. Тогда 
кп —> оо, п —)• оо.

ОС

Положим Е  — U 25n, F  — Т  \ Е. В силу счетной полуаддитив-
п — \

ности супремации имеем 0 <  9(E)  <  Е 9(Еп) =  0, то есть 9(E) — 0.
71 =  1

Пусть А  £ F  П Е и 9(A)  =  0. Предположим, что р(А)  Ф̂ 0. Тогда 
А £ Vn для любого п £ N.  Заметим, что существует щ  £ N  такое, 
что кп >  1 для п > щ. Тогда, в силу определения кп, ||р(И)|] < Л д  
для п >  щ .  Переходя к пределу при п -у оо. получаем, что |jp(.4)jj =  0, 
то есть ц{А) — 0.

Значит, предположение было неверно. Теорема доказана.
Определение 5.10. Пусть р : Е -»  X , и : Е -У Y  ~ меры. Будем 

говорить, что меры р. и д взаимно сингулярны, обозначается р 1  у. 
если сущ ествуют множества E , F  О Е такие, что E F  — 0, Е  U F  — 
Т, 9(E) =  0 и p (F ) =  0.

Теорема 5.11. Пусть р : Е — > X , v : S —> Y  -  меры, где X , Y  
как в теореме 5.9. Тогда существуют меры р5 : Е -»  X ,  ра : Е -> А' 
такие, что

р  =  P S  +  P q ,  P S  —  17 И  Р а  «  г / .  (1)
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Причем разложение (1) единственно.
Доказательство. Утверждение теоремы сразу следует из теоре­

мы 5.9, если положить

Hs(A) =  fj.{AE), ра(А) =  n{AF).

Докажем единственность. Пусть ip$, : Е X  -  меры такие, что

А* =  VS +  W , 7V -L v и <ра <С V.

Так как ips -L v, то существуют множества Ei,F\ 6 Е такие, что 
E xFi -  0 , El и Fi =  Т, v(E\) =  0 и (ps{F\) =  0. Положим В — Е  U  

Е\, С — Т \ (EUEx) — FF\. На о  -  алгебре ВНЕ имеем г> =  0, поэтому 
Мо =  Та “  0 и М “  Ms — <As- Ha <т -  алгебре С  П Е имеем цз — 4>s ■- О, 
поэтому fj, =  fj.a =  <ра. Пусть А € Е. Тогда А  =  АВ U АС.

Ма(А) =  Ца(АВ) +/1а(АС)  =  Ца(АС),
0

'Ра{А) = ip0(AB) +(p0(ACf) = ipa(AC).
~ 0

Так как ца{АС)  =  <pa(AC ), то /га(А) =  фа(Л-)' Аналогично, ps(A ) = 
ys(A ) для любого А  £ Е. Теорема доказана.
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