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В методических указаниях рассмотрены  вопросы, связанные с 
наличием атомов меры. Д оказана известная теорема А .А .Ляпунова 
о том, что образ неатомической меры со значениями в R n являет ­
ся выпуклым и компактным множеством. П редлагаемое доказатель­
ство отлично от обычно приводимого в литературе доказательства 
Линденш траусса [5] и опирается в основном на классические ф акты  
теории меры, изложенные в работе [6]. Д оказательство теоремы 2.7. 
взято из статьи  А рмстронга и П рикри [1 ], теоремы 3.4 -  из статьи  
А.А.Ляпунова [4].

§1. А том ы  м еры

Всюду в дальнейш ем X  -  линейное нормированное пространст­
во над R,  сокращенно лнп, Е -  некоторая а  - алгебра подмножеств 
непустого множества Т, р  : Е А  -  мера (заметим, что скалярная 
мера будет принимать только конечные значения).

Используемые в данной работе обозначения, определения и те­
оремы из теории меры можно найти в [6]. Напомним некоторые из 
них.

Последовательность попарно не пересекающихся множеств {ДП}((Е?. 
где Е п С Т,  называется спектром.

П усть Е  g Е. Используем обозначение

Е  Л Е =  {EF .  F  е  Е ).

Т ак как Е — а -  алгебра, то Е  П Е тоже будет а  -  алгеброй.
Разбиением  множества Е  G Е называем любой конечный набор

множеств С Е, где Е пЕ т — 0 при п ф т,  U Е„ =  Е.
?г=1

Мера р  : £  —> X  -  это счетно-аддитивная функция множества, 
то есть для любого спектра { Е п}' с̂=1 С Е выполняется

Д( U Е п ) = У  Р Е П).
71 — 1 71—1

М ера р : Е -о А' обладает следующими свойствами:
исчерпывается,  то есть для любого спектра {Д„}-Аi С Е

lim и ( Е п) — 0;
71 —> ОС 4  ’

непрерывна сверху, то есть для любой убывающей последователь- 
нести {Е п} у  1 С Е

lim р{ Еп) = р{ Г) Е Т):
72 — 3. 7
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непрерывна сверху на пустом множестве,  то есть для любой
ОС

убывающей последовательности { Е г,}^=1 С Е, для которой Л Е п — 0.

непрерывна снизу , то есть для любой возрастаю щ ей последова­
тельности { Д г } ^  С Е

Функция множ ества Д называется супремацией  меры р  и обладает 
следующими свойствами: Д : Е  —> [0,оо), Д(0) =  О, Д монотонна, ис­
черпывается, непрерывна сверх}- и снизу, счетно-полуаддитнвна. то 
есть для любой последовательности { Е п}^=1 С Е  вы полняется

где sup берется по всевозможным разбиениям множ ества Е.  Функция 
множ ества JL называется вариацией меры р  и сам а является положи­
тельной мерой, которая, вообще говоря, может приним ать значение 
+оо.

Если р  -  скалярная мера, принимающая только конечные значе­
ния, то  р  тоже принимает только конечные значения. В этом  случае 
справедливо неравенство

П усть р  : Е -»  A', v  : Е -» У, где X ,  Y  -  лнп, р, v  -  меры. 
Говорят, что  р абсолютно непрерывна относительно v, обозначается 
р  -С и, если из того, что Е  £ Е й  й(Е)  =  0, следует р{Е)  =  0.

Говорят, что р эквивалентна и, обозначается р  ~  гл если для 
Е е  Е  Д(Д) =  0 тогда и только тогда, когда Р(Е)  =  0.

ОС

jim М(£п) = м( U £«)•
7 1 = 1

Для произвольного Е е  Е определим

Д (£) =  sup{|!/x(F)||, F  € Д  П Е}.

ОС V о о

Для произвольного £  ё  Е  определим

77.

д ( Д ) = - 5и р £ | |р ( Д , ) | |

Д(Д) <  Д ( Д )  < 2р(Е) ,  Е  G Е.
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Д ля образа меры р  используем обозначение

р(Е ) -  { р (£ ) , Е  £ Е}.

Пусть Е  £ П. Через р [£п2 обозначаем сужение меры р на сг -  
алгебру 13 Л Е.

Определение 1.1. М ножество Е  £ Е назы вается атомом меры р. 
если р(23) ф 0 и для любого F  £ Д Л Е  либо p (F )  =  0, либо p ( E \ F )  =  
0.

Упражнение 1.2. П усть Е  £ Е , р (Д ) ф 0. М ножество 23 является 
атомом меры р  тогда и только тогда, когда для любого F  £ Е  П Е 
либо p (F )  =  0. либо р (Д ) =  р(23).

Определение 1.3. М ера р : Е —> X ,  не имеющая атомов, назы ва­
ется неатомической. Т аким  образом, неатомичность р  означает, что 
для любого множества Е  £  Е, для которого р(23) ф 0, сущ ествует 
подмножество 2? £ Е  П Е такое, что р (Т ) Ф 0 и p( F )  ф р (Е) .

Определение 1ф. М ера р : Е —> X  назы вается чисто атомичес­
кой, если сущ ествует спектр атомов меры р  (может быть,

О С -

конечный), для которого U А п = Т .
71— 1

Пример 1.5. П усть S  -  некоторая а - алгебра подмножеств 
множества Т, xq -  некоторая фиксированная точка в Т.  Положим 
р(23) = X e {xq). Е е  S . Очевидно, р( Е )  — 0, если xq 23, р{Е )  — 1, 
если то 6 Е.  Таким образом, любое множество Е  Е Е, содержащее яо, 
является атомом.

Пример 1.6. П усть Е — а  -  алгебра всех подмножеств множест­
ва натуральны х чисел. Положим р(23) — Е  Е  £ Е. (В дальней-

пеЕ
шем будем полагать по определению Е  х п — 0.) Очевидно, р  : Е  —>

пев
[0, 1] -  мера, любое одноточечное множество {п} является атомом, все 
остальные множ ества из Е не являю тся атомами.

В примерах 1.5 и 1.6 были рассмотрены чисто атомические меры. 
Приведем примеры неатомических мер.

Пример 1.7. Пусть Е — а  -  алгебра измеримых по Лебегу подмно­
ж еств отрезка [0,1]. М ера Лебега р  : Е —> [0,1] является неатомичес­
кой. Действительно, пусть Е е  Е й  р(23) >  0. Возьмем п  £  N  такое, 
что ^ <  р( Е) .  Разобьем  отрезок [0,1] на п  равных частей точками

О — ао <  ах <  <22 <  ... <  ап = 1. Очевидно, Е  — U Е  П [а,-_1,о |]. Т ак
1 = 1

как р(23) > 0, то сущ ествует ц  £ 1 ,п  такое, что р ( Е П  [oi0_i, а*0]) >  0. 
С другой стороны, р ( Е  П [o,0_i, а,0]) <  £ <  р(23).
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Пример 1.8. П усть Е — а  -  алгебра измеримых по Л ебегу под­
множеств отрезка [0,1], А : Е  —э [0.1] -  мера Лебега. Определим меру 
р : S  -¥ Ь\[0,1], полагая р ( Е )  — Xg, Е  G Е, где Xg  означает класс 
функций эквивалентных относительно меры Л ебега функции Xg.

Докажем неатомичность р.  П усть Е  G Е и р ( Е )  ф 0, то есть 
Х Е ф 0, что эквивалентно тому, что \ ( Е )  ф 0. В силу неатомичности 
меры Лебега сущ ествует множество F  G F O E  такое, что 0 <  Л(F) < 
А(Е).  Т огда 0 "ф X F ф Xg.

Пример 1.9. П усть £  — а  -  алгебра измеримых по Лебегу подмно­
жеств отрезка [0,1], р \  : Е  —> [0,1] -  мера Лебега, хо G [0,1], Р2 {Е)  — 
X g ( x о), E  g  Е. Положим р  — pi  + р 2 - Очевидно, атомом меры р  яв­
ляется любое множество E g  Е , для которого xq G Е  и р \{ Е )  =  0, все 
остальные множества из Е не являю тся атомами. М ера р  не является 
ни чисто атомической, ни неатомической.

Утьражнение 1.10. П усть р  : Е  —э X  -  мера.
1) П усть E g Е -  атом, F  G Е  П Е . Если p( F )  =  0, то p( F )  — 0. 

Если p(F)  Ф 0, то p( F )  — р {Е)  и F  -  атом.
2) П усть E , F  G Е -  атомы. Если р ( Е )  Ф p{F) ,  то р { Е  П F) — 0. 

Если р(Е)  =  p{F) .  то либо р( ЕГ\ Р)  — 0, либо p ( E O F )  =  /z(jE) =  р (Е ) 
и Е  П F  -  атом.

Доказательство.  Докажем п.1. П усть p( F )  — 0. Возьмем A  G 
F n E .  Предположим, что р(А)  ф 0. Т огда р{А)  = р(Е) .  С другой 
стороны, p ( F \ A )  — —р{А)  ф 0. Тогда p ( F \  А) ~  р{Е) .  И так, р(А)  — 
- р ( А ) -  р( Е) .  О тсю да 2р(А)  =  0. Т огда р{А)  =  0, противоречие. 
Итак, p( F )  = sup{||/i(H )j|, Д G F n E }  -  0. О стальные утверждения 
следуют непосредственно из определения атома.

Пусть р : Е  -> X .  Н а Е  введем отношение эквивалентности: 
будем говорить, что множество Е  G Е  эквивалентно множеству F  G Е 
относительно меры р,  обозначается Е  ~  F , если j i ( E A F )  =  0

Предлагаем читателю  проверить выполнение аксиом рефлексив­
ности, симметричности и транзитивности (см. [2], с. 19). Обозначим 
класс множеств, эквивалентных множеству Е.  через Е.  Легко пока­
зать, что если Е,  F  G Е  и Е  ~  F . то  Ё  -  F ,  если же Е  и F  не эк­
вивалентны, то Ё  П F  — 0. Таким  образом, Е разбивается на классы 
эквивалентности. Обозначим множество всех классов эквивалентнос­
ти через S , множество классов эквивалентности атомов -  через А.  
Очевидно, А  С Е-

Упражнение 1.11. П усть р  : Е —> X  -  мера.
1) Если Е  -  атом, F  € Ё,  то F  тоже атом.
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2) П усть Е,  F  G £  -  атомы. Е  ~  F  тогда  и только тогда, когда 
p ( E n F )  Ф 0. При этом E H F  будет атомом и p ( E r \ F )  = р ( Е )  — p(F) .

Теорема 1.12. П усть р : Е  —> X  -  мера. М ножество классов экви­
валентности атомов А  не более, чем счетно.

Доказательство.  Обозначим Ап  =  { Ё  £ А  : j |/i(£ ) || >  £}, п  g 
N .  Предположим, что семейство А п является бесконечным. П усть 
{£*}bLj ~ последовательность попарно различны х классов эквива­
лентности из Ап- Т огда { Е к}^=1 -  последовательность атомов из Е,

it—1
где p(EiEj )  -  0, г ф  j .  Положим Е х -  Е х, Fk = Е к \  U Е г, .... Т огда

г=1
{ Д } ь =1 -  спектр атомов из Е, где Ек ~  Е к и p ( F k) =  р ( Е к). Получаем, 
что ||/x(F*)|j >  к  G N .  что противоречит исчерпываемости меры р.

у  ОС

Значит, семейство Л п не более, чем конечное. Очевидно, Л  =  U Л -
71=1

Т аким  образом, множество Д. не более, чем счетное.
Вместо определения неатомичности 1.3 часто удобнее пользовать­

ся другим, эквивалентным ему определением.

Определение 1.13. Говорят, что мера р  : Е  —> X  обладает свой­
ством Сакса, если для любого е >  0 сущ ествует разбиение {£'„}n=i 
множества Т  такое, что р ( Е п) < с, п — 1, . . . .к.  О тсю да следует, что 
для любого множ ества F  G Е сущ ествует разбиение {Fn}Ij‘=1 множе­
ства F  такое, что p( Fn) < е, п — 1 ,...,тп.

Лемма 1.14. П усть р : Е —> X  -  неатомическая мера, Е  С Е, 
р(Е)  ф 0. Т огда для  любого е >  0 сущ ествует множество F  s T f i S  
такое, что 0 <  р{Е )  < е.

Доказательство.  Т ак  как р{Е) ф 0, то сущ ествует множество 
Е\  6  £ П Е , для  которого р ( Е х) ф 0. Поскольку Е\  не атом, то сущ ест­
вует Fx €  Е\  П Е такое, что 0 ф р ( Е х) ф р (Е\ ) .  Положим Е^ = Е х \  F x. 
Имеем р^Еф) Ф 0- Поскольку £ 2 не атом, то сущ ествует F 2 G Е% Q Е 
такое, что 0 ф р{Рф) ф р^ЕФ). Продолжив процесс неограниченно, 
получим спектр С Е  П Е, для которого p( Fn) ф 0. п €  N .

В силу исчерпываемости суцремации сущ ествует номер щ  такой, 
что p{Fno) < е. Положим F  = Fna.

Теорема 1.15. Д ля меры р  : Е  —> X  свойства неатомичности и 
Сакса эквивалентны.

Доказательство.  Покажем, что неатомичность влечет свойст­
во Сакса. Возьмем произвольное 0 < е < 1. По лемме сущ ествует 
множество F  G Е, для которого 0 < p(F )  < е. Обозначим через п г 
наименьшее натуральное число, для которого сущ ествует множество 
F  G Е такое, что F  < p( F )  < е. (Очевидно, щ  >  1). П усть F x g Е



таково, что Т  <  jj-(Fi) < е.
Если Д(Т \  Fi) < £, то доказательство закончено.
Если Д(Т \  F )  >  е, то по лемме 1.14 существует множество 

F  £ (Г  \  F i) П £ , для которого 0 < Д(Е) < е. Обозначим через пг 
наименьшее натуральное число, для которого существует множество 
F  £ [Т \  F\) П Е  такое, что Т  <  Д(Е) < е. Пусть F? £  ( Т \  Е\) П £  т а ­
ково, что Т  <  Д(Ег) <  £. Если Д(Т \  (Fi U F 2)) <  £, то доказательство 
закончено. Иначе продолжаем построение.

к
Либо на некотором к -ом шаге получим Д(Т \  U F n) <  е, тогда

п- 1

доказательство закончено, искомое разбиение { F i , ..., F t, Г  \  U F„}.
П=]

Либо процесс продолжается до бесконечности. Т огда получим 
спектр { F t} ^ !  С Е и последовательность натуральны х чисел {тт.*} 
такие, что

m )  > (1)щ

и для любого F  £ ( Т \  U Fn) П Е, для которого Д(Е) <  е, будет
7 1 = 1

ВЫПОЛНЯТЬСЯ

A(F) <  — fc е  N.  (2)
Tifc -  1

Т ак как р  исчерпывается, то A(F*) 0, fc -> 00. Тогда из (1) следует,
что п* —> оо при А: —*• оо.

Обозначим Е  — Т \  U F t. Предположим, что Д(Е) >  0. Т о гда  по
П=1__________________________________________________________ __

лемме 1.14 сущ ествует множество F  £ Е  П Е такое, что 0 <  <£. Из
(2) следует, что A(F) <  для любого к £ Аг. Так как гг* —)■ оо при 
/с -ч- оо, то Д(Е) — 0. Противоречие. Значит, Д(Е) =  0.

В силу непрерывности Д сверху на пустом множестве сущ ествует
ОС

ко £ N  такое, что  Д( U F t) <  е. Итак, в качестве искомого разбие-
k—kc+l

ния множества Т  можно взять разбиение { F i , ..., Е й ,  U Fk, Е } .
к—ко+1

Покажем, что свойство С акса влечёт неатомичность. П усть Е  £ 
Е и /i(F ) Ф 0. Возьмем 0 <  £ < ||д (Е )||. Сущ ествует разбиение 
{F n}£=1 множества Е  такое, что Д(Еп) < е, п  =  1 , . . . ,к .  Сущ ест­
вует по £  1 , к  такое, что Д(Ещ ) >  0. Иначе в силу полуаддитив- 
ности Д имели бы Д(Е) =  0. что  противоречит условию f i (E)  ф 0. 
И так, 0 <  Д(ЕПо) <  £- Т огда существует F  6  Е По П Е такое, что 
0 <  ||yx(F)|| <  £ <  j|n (F )|j. Значит. 0 ф p (F )  ф ц{Е).  Теорема доказа­
на.
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Упражнение 1.16. П усть р  : Е X ,  v  : Е  —¥ Y, X , Y  -  лнп, р. и 
~ меры, р «  v.

1) Если множество А  Е Е - атом меры г/, то либо р{А)  =  0, либо 
Л - атом меры р. .

2) Если мера v  чисто атомическая, то мера р  либо нулевая, либо 
чисто атомическая.

3) Если v  неатомическая, то р  тоже неатомическая.
Доказателъст-во.  Докажем п.З. Т ак как р  < <  г/, то по теореме

5.7 из [6] для любого е > 0 сущ ествует 5 >  0 такое, что если Е Е  Е й  
й (£ )  < <5, то р(Е )  < г.

В силу неатомичности v  сущ ествует разбиение { Е п}^1=1 множес­
тв а  Т  такое, что 0(Еп) < 6, п  Е 1, к.

Т огда р ( Е п) < е, п  6 1,к.  Это означает неатомичность р.
Упражнение 1.17. П усть р : Е ■-> X ,  v  : Е -a  Y, р , п  - меры, 

р  ~  п.
1) П усть Е  Е  У. Е  - атом /х тогда и только тогда, когда Е  - атом

V.
2) р  чисто атомическая (неатомическая) тогда и только тогда, 

когда v  чисто атомическая (соответственно, неатомическая).

Упражнение 1.18. П усть р : Е  —а X  -  неатомическая мера, В  : 
X  -о У  -  линейный непрерывный оператор. Т огда мера v — В р  тоже 
является неатомической.

Упражнение 1.19. Пусть р. и : Е —а А' -  меры.
1) Если мера р  неатомическая (чисто атомическая), а  ф 0 -  неко­

торое действительное число, то мера а р  тоже неатомическая (чисто 
атомическая).

2) Если мера р  и и неатомические, то мера р  +  v  тож е неатоми­
ческая.

3) Если меры р  и v  чисто атомические, то мера р- t-г/ либо нулевая, 
либо чисто атомическая.

Доказательство.  Докажем и.2. Возьмем е >  0. В силу неато­
мичности р  сущ ествует разбиение {£ ,}£ .j множ ества Т  такое, что 
p(Ej) <  г Е 1 ,п.  В силу неатомичности и  сущ ествует разбиение 
{Fj}y=1 множества Т  такое, что i>{Fj) < | ,  j  = 1 ,k.

Рассмотрим разбиение {EiFj}tCj ĵ yelT* множ ества Т.  Легко пока­
зать, что (р + v)(EiFj)  < p(EiFj)  -f v(EiFj)  < e, i E lpn,  j  E 1,7c. 
О тсю да следует неатомичность меры р  +  v.

Упражнение 1.20. Пусть р : Е —a R  -  скалярная мера. Напомним, 
что в [6] (упражнение 4.4) рассматривались меры р +, р ~, которые
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можно представить как р + =  \ {р  + р), р~ — \ ( р  — /с).
Следующие утверждения эквивалентны:
1 ) р  -  неатомическая;
2) р -  неатомическая;
3) р,+ , р~ -  неатомические.

Упражнение 1.21. П усть р.i , . . . ,p „  : Е —> Я -  скалярные меры. 
М ера р  : Е —> Д", где р(2Г) — ( p i ( E ) , .. . ,р п.(Е)), Е  £ П. является 
неатомической тогда и только тогда, когда каж дая из мер p i , . . . , p n 
неатомйческая. Здесь Д" -  действительное п  - мерное арифметическое

Гп
пространство с нормсхй ||х|| — л Е  x;f, где х =  (xj, . . . ,х п).

V г=1
Доказательство.  Справедливы следующие оценки. П усть Е  £  Е. 

Возьмем Д € Д  Л Е. Тогда

1ИЛ1! =  Ш /Л Л ]2 <  Е 1/ЛЛ1 < Е Ы Л  < Е Л  Л .
\г=1 i= l i=i !=1

Отсюда р(Л <  Е Д.{Е).  С помощью этого неравенства легко по- 
*~1

казать, что из неатомичности мер следует неатомичность
меры /л

Зафиксируем /с £ 1 ,п . Имеем

М Л 1  < \ Е М Л Р  -  11/4Л II <  Д (Л .
\ t=]

Отсюда. рк(Е)  < р(Е).  Очевидно, из неатомичности р  следует 
неатомичность p t, к £ 1, п.

Теорема 1.22. Пусть р : Т, -т X  ~ мера, имеющая атомы. Т огда 
существуют множ ества А. В  £ £ . Е В  =  0, .4 U В =  Т,  где Е  не со­
держ ит атомов, а В  есть объединение не более, чем счетного числа 
попарно не пересекающихся атомов меры р.

Доказательство.  Согласно теореме 1.12 множество классов эк­
вивалентности атомов А  не более, чем счетно. Пусть А  — {23n} E i  
-  последовательность попарно различных классов эквивалентности

п-1  г
атомов. Положим Л  — -Л  ••••Л  — Е п \  U E i , .... Т огда { iT j E i  ~

ОС
спектр атомов и Fn ~  Еп. п £ N.  Положим В  = U Fn, А  — Т  \  В.

П— 1
Покажем, что множество Е не содержит атомов. П усть Е  £ Е  П £  
и р(Е)  А  0- Если бы Е  было атомом, то Е  6 А  и сущ ествовал бы 
номер по такой, что J5 =  Ещ . Тогда Е  ~  Д„0. Так как ДПо ~  F„0, то 
Е  ~  Д„с. Т огда p{EFng) =  р ( Л 0) =  Л Л о )  Ф 0 (см. упражнение 1.11).
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Значит. E F no ф 0, что противоречит выбору Е.  И так, множество А  
не содержит атомов.

Следствие 1.23. П усть р  : Е -4  X  -  мера, имеющая атомы. Т огда 
справедливо разложение р  =  р , +  р 2, где Мъ А*2 : £  -4- X  -  меры, mi 
-  неатомическая, М2 ~ чисто атомическая, причем такое разложение 
единственно.,

Доказательство.  П усть множества А, В  £  £  те, о которых гово­
рится в теореме. Положим

Рг(Е)  = р ( Е А ), м2(Е ) =  м ( £ 5 ) ,  £  £ £ .

Очевидно, Mi — неатомическая мера, М2 ~ чисто атомическая мера и 
М =  Mi +  М2-

Докажем единственность. Предположим, что м =  +  Мг> где
Mt, г/2 : Е — X  -- меры, i'i -  неатомическая, мг -  чисто атомическая. 
Тогда /11 — i>i =  — М2- Предположим, что мера i/2 — М2 не является
нулевой, то гд а  она чисто атомическая (см.упражнение 1.19), значит, 
у неё есть атомы. С другой стороны, мера i/2 -  М2 является неатоми­
ческой как разность неатомических мер mi — Ml- Значит, i/2 — М2 =  0. 
Т огда р-i — v\ — 0. О тсю да /ц  =  М2 “ Ь'г-

Теорема 1.2ф П усть р  \ Т. -ь  X. -  чисто атомическая мера. Тогда 
её образ м ( £ )  является компактным множеством.

Доказательство.  Расм отрим  канторово множество

сс .Q
К  =  {a G [0,1] : а — X) Е о  где ап равно 0 или 2}. 

п— 1 *3

К ак известно, указанное представление числа единственно и К  явля­
ется компактным множеством (подробнее см. [2], с.63).

П усть -  спектр атомов меры /т,для которого U А п — Т.
П— 1

Определим функцию /  : К  —> X  следующим образом. П усть а —
о с  v

Е §£, где ап равно 0 или 2. Обозначим Ца)  =  {п € N  : ап — 2).
п— 1
Положим

/(«) = Е  м(АД
п€/(а)

Очевидно,
Д - Е  =  { Е  м И п ): где 7 С N } .

п€/

Легко показать, что множество сумм есть р(Е) .  Его включение в 
м (£) следует из того, что >Е р ( А п) — р{ U А п)  € p(L) .  Теперь пусть

пс/ ' п€/
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х  £ /ДЕ). Т огда сущ ествует множество Е  £  Е  такое, что  х  =  /л(Е).  
Представим Е  — LJ ТАп- Т огда ц(Е)  =  U ц ( Е А п). Т ак  как А„ -

71 =  1 П=1
атом, то f i ( E A n) равно 0 или р(А„). Поэтому /ДА) =  Е  ц { А п).

пщ(ЕАп)^0
Если же для любого п £  Лг /и(ЕАп) =  0, то /ДА) — 0.

И так, /(А ')  — /ДЕ). Известно, что образ компактного множест­
ва при непрерывном отображении является компактным множеством 
([2], с. 101). Д ля завершения доказательства осталось проверить не­
прерывность / .

ОО

Зам етим  следующее. П усть a,b G К ,  то есть а = £  Ь —
71=1

Е  -Ь, где каж дое из ап,Ьп равно 0 или 2. П усть номер к такой, что
п=1
ап = bn, п  =  1, к -  1. ак ф Ьк■ Тогда

I I.: I А; Д- Пп Ь„| .. |&& I Дп Е | .
1°  -  “ Ч*-  +  ^  Огг ^  ” 5*-------- — у Г "  ^О n=it+l о I О I n= i+ l о

> А  _  у  b  z A i  > 1  _  v  1  ~  1
“ 3« п=Г ы  3». - 3 *  n=t +1 3" 3*’

Возьмем е > 0. В силу непрерывности Д сверху на пустом мно-
’ос

жестве сущ ествует номер щ  £ N  такой, что Д( U Е п) < е. По-
71=710 +  1

ложим 6 =  Пусть а,Ь Е К  и \а — Ь\ < 5. Т огда ап — Ьп, п  =  
1, В противном случае существовал бы номер к £ 1 , щ  такой,
что an =  Ь„, n  =  1 , к ~  1, ак ф Ьк. Согласно замечанию  выше, было 
бы ja — Ь| >  р- >  зд0- — <5, что противоречит выбору чисел о и Ъ.

Обозначим I\ =  {п £ 1(a) : п > щ  +  1}, h  = {п £ 1(b) : п > 
no +  1}. Получаем

1!/(®) -  /(/;)!! =  I! Е  /Д Е )  -  Е  / Д Е Д  <
vf.Ii  ПС h

<  II Е  /Д Е ) ||  +  !i Е  /Д Е Д  <  2Д( и  Л ,)  <  2е.
nfl.\ n €/-2 П=По +  1

Значит, функция /  непрерывна. Теорема доказана.

§2. О в ы п у к л о с т и  о б р а з а  м е р ы  со з н а ч е н и я м и  в  А"

Напомним, что образ меры ц  : Е —>■ А", где Е  — a  -  алгебра, А  
-  лнп, является ограниченным подмножеством X  ([6], теорема 2..14).

]2



Если X  =  R n, то справедливы замечательные результаты  о выпук­
лости и зам кнутости образа меры, которые будут доказаны в §2 и
§3-

Определение 2.1. Подмножество М  С X  назы вается выпуклым, 
если из того, что х . у  £ М , Л £ [0,1], следует Хх  +  (1 — Х)у £ М .

Легко показать, что выпуклыми множествами в R  являю тся про­
межутки <  а,Ь > , и только они. Выпуклым множеством в лнп X  
является, например, любой ш ар В[хо,г] =  {х  £ А" : ||т  — а~о} А г }- 
Подробнее о вы пуклых множествах см. [2], с .128.

Определение 2.2. Говорят, что мера p  : Е —t X  обладает свойст­
вом Дарбу, если для любого множества Е  £ Е и для любого числа 
А £ [0,1] сущ ествует множество F  £ Е  Л Е такое, что p(F )  — Хр(Е).

Теорема 2.3 (Дарбу).  Неатомическая мера р. : Е —> [0 ,+оо) обла­
дает  свойством Дарбу.

Доказательство.  П усть Е  £ Е, 0 <  А <  1. Обозначим t — Ар(Е).  
Возьмем 0 < £'i <  m in (t, 1). Т ак как мера р  неатомическая, то она об­
ладает свойством Сакса. Поэтому сущ ествует разбиение Е)ц }
множества Е  такое, что р(Е})  <  £;, г £ 1,гц. Н айдется кЛ £ 1, щ  — 1 
такое, что

M U  Е}) < t и p { ‘\J Е( )  > t.
г=1 г=1

к\ _
Обозначим F\ — IJ Е) .  Тогда 

?‘ =  1

й ( Д )  < t < p(Fi  U E l + X) = p(F{)  +  p(E)C]̂ )  < p d ) )  + ei.

Сделаем следующий ш аг. Возьмем 0 < е% <  m in (t — р Д \ ) ,  | )  Су­
щ ествует разбиение { Е ( , .... Е% } множества E}.j+1 такое, что р( Е( )  < 
с2, г £ 1 ,п 2- Н айдется к2 € 1 ,п 2 -  1 такое, что

k(Fi  U U Д 2) < if и /Д Д  С U Е г) > в
1=1 г=1

к2 0
Обозначим F '2 =  U Д .  Имеем

г=1

p(Fi  U F 2) < t <  U F 2) +  е2.

Продолжив процесс до бесконечности, получим спектр {F-J^Aa С 
Е  П Е и последовательность положительных чисел { е Д Д п  £п —>■ О



при n  —> со, для которых

д (  и Fn) < t < J  U Fn) +  em, m  G -V. (1)
П=1 n=l

CX)

Положим F  — U Fn. В силу непрерывности д  имеем fJ.(F) —
n=l

lim j i l  U F „). Переходя к пределу в неравенстве (1) при т  —> оо,
т г ос V fj,= i /
получаем /x(F) <  t < pi(F). И так, F  €' Е  П Е , ^.(F) =  t. Теорема 
доказана.

Лемма 2-4- П усть мера д  Е —» X  обладает свойством Дарбу. 
Тогда её образ д (Е ) является выпуклым множеством.

Доказательство.  П усть E , F  G Е, Л G [0,1]. Так как д  обладает 
свойством Д арбу, то сущ ествую т множества В  G (Е  \  F)  П Е, С  G 
(F  \  Е)  П S  такие, что д (Д ) =  Ад(Д \  F) ,  д (С ) =  (1 — А)д(Д \  Е) .  
Т огда д ( 5  U F F  U С)  =  Ад(F ) +  (1 — А)д(Д).

Определение 2.5. Говорят, что  мера д  : Е X  обладает свойст­
вом половины, если для любого множества Е  € Е сущ ествует мно­
жество F  G Е  П Е  такое, что д (Д ) =  \ ц ( Е ) .

Лемма 2.6. П усть д  : Е  —> X  -  мера, обладаю щ ая свойством 
половины. Т огда для любого множества Е  6  Е сущ ествует семейство 
множеств {Е \ .  A G [0,1]} С Е  П Е, удовлетворяющее условиям:

1) Д0 =  0, Ei  = Е,
2) Е,\ С Е.у, если А <  А'.
3) д (Д Л) -  Ад(Е).
Доказательство.  П усть Е  G Е. По свойству половины сущ ест­

вует множество F  G Е  П Е  такое, что д (Д ) =  \ц {Е) .  Положим F 0 i =  
F, E i j  = E \ F .  Очевидно, мера д  на каждом из этих множ еств равна

\ т -
По свойству половины сущ ествую т множества F\  G E 0 i ПЕ, F2 G 

E i  ] П Е такие, что =  ^ д (Д ) ,  д(Дг) =  Положим F 0 ^  =
F b  Ei^ x  — F q i \  F j, F 4  ^  =  F 2, F ^ . i  F i  j  \  F 2. Очевидно, мера д 
на каждом из этих множеств равна ^ д (Е).

Продолжим процесс до бесконечности. На п - ом ш аге будем 
иметь разбиение множ ества Е  на 2" попарно непересекающихся мно­
жеств { E j _ ± ri j i lo *1 из Е с одинаковой мерой д  на каж дом из них, 
равной ^-д(Д ).

Положим До =  0, А  > =  Еп 1 U ... U Ei-i  > , i € 1 ,2". Очевидно,■ 2fl ysow" "огГ ?2rl
д(Д_1_) =  Д/а(Е).  Легко показать, что если Д  < Д .  то ,4цт с  Лд_.
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как объединение счетного числа множеств из Е.
Очевидно, условия 1 и 2 выполнены. Покажем, что Д КЕ\)  = Лц(Е) .  

Если А =  то это утверждение очевидно. П усть А Д Д .  Тогда

сущ ествует возрастаю щ ая последовательность чисел |унг}( такая, 

что Д  <  А, к €  N ,  h  -)■ А при к -б оо.
Легко показать, что {А  IgE, -  возрастаю щ ая последователь-2 к

ОС

ность множеств из Е и Е \  = Ц A it . В силу непрерывности меры
к= 1

ц  получаем

П усть Л с  [0,1]. Определим Е \  = U Aj_. Заметим , что Е\  б Е

Лемма доказана.
Прежде, чем перейти к теореме, напомним, что мера /з : Е —> В ” 

определяется набором скалярных мер p i , р,п : Е  -> R,  где Д Е )  =  
(/ii(E ), ...,д ,,(£ ')) , £ б Е .

Меру д  будем назы вать положительной, если /д : Е —> [0, со), г б
1 , п.

Теорема 2.7. Неатомическая мера, определенная на а -  алгебре и 
принимаю щая значения в PJ1, обладает свойством Дарбу.

Доказательство.  Часть I. Сначала докажем теорему для поло­
жительной неатомической меры. Д оказательство проводим индукци­
ей по п.

При п — 1 справедливость следует из теоремы Дарбу. Предполо­
жим, что теорема верна для гп б l . n ,  докажем её для п  +  1 .

П усть р : Е -б i?n+1 -  положительная неатомическая мера, Е — а
-  алгебра, ц  — (д ] , . . . , /1„ , +] ). Т огда / /  : Е -»• Д", Д  -  ( / б , ..., р п)
-  тоже положительная неатомическая мера (см. упражнение 1 .2 1 ). 
С начала предположим, что

Цп+1 « Д .  ( 1 ;

Пусть А  б Е. Т ак  как по предположению Д  обладает свойством 
Дарбу, то сущ ествует множество Е  б А Л Е  такое, что Д ( Е )  = \Д {А ) .  
Положим F  = А \ Е .  Т огда Д ( Т ) =  \ Д ( А ) .

П усть { Е \ Л  б [0,1]} и {Fxi А б [0,1]} -  семейства множеств, 
построенные для Д  и множеств Е  и F  в соответствии с леммой 2.6.
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Положим С\ - Е \  U Fi...x, А €  [0,1]. Имеем

/х'(СА) -  /х'(ДА) +  /х'(Еь _А) =  Ац '(Е)  + (1 -  A)m'(F) =

Определим функцию д(А) =  /xn+i(C A), А е  [0,1]. Докажем непре­
рывность д. П усть А, 7  6  [0,1].

Легко показать, что |<?(А) — д(у)| <  n n+i(C\ ACy ) .
Имеем М'(С АА  С7) =  /х'(ДА \  Я 7) +  \  Р \_ А) =  (А -  7 ) //(И ),

если А >  у. Т ак  как мера /х' положительная, то её супремация Д' (Р)  =  
|!/х(Р)!|, Р  € S. Т огда Д '(САД а )  =  |А -  7 | 1 И Л ) ||.

Если JA — 7 | —>■ 0, то Ц \ С \ А С у )  -> 0. Т ак  как /xn+i < <  /х', то по 
теореме 5.7 работы  [6] /xn+i(C'AA C 7) -> 0. Т огда |(?(А) -  5 (7 )) -> 0. 
Непрерывность д доказана.

Заметим, что р(0) =  /xn+j(P )  и <?(1 ) =  /хп+1(Р ). Имеем ц п + 1 (А) = 
Mn+i{Е) + Hn+i(F). Если nn+i(E)  >  \g,n+i(A) ,  то /х„+](Р ) <  f/xn+i(A) 
и 5 (0) <  А/х„+1 (Л) <  о(1). Если (j,n+i(E) < |/Хп+1 (И), то /хп+1(Р ) >
5Mn+i(^) и 5 (1 ) <  |/xn+i(H ) <  з ( 0).

В любом случае в рилу свойств непрерывной функции на отрезке 
сущ ествует число Ао £ [0 , 1] такое, что д(Хо) =  |/х,1+цИ ).

У читы вая, что /л'(С\0) — |/х '(А ), получаем /х(САо) =  \р,(А).
Теперь снимем предположение (1). Рассмотрим меру 1/ =  (/xj +  

[j,n+i , .... цп + ц п+\, fin+i). М ера v положительная неатомическая, для 
которой vn+{ < <  г/.

П усть А  Е Е. По доказанному выше с у щ е с т в у е т  множ ество-С б 
А  П Е  такое, что v{C)  =  l i ' (A) .  Т огда

Mi (С) + /in+i(o ') =  -[/ii (A) + /x n+i(A)], 

l~Ln{C) +  /xn+i((7j — — [/хп(Л) т  /XnT-i(H)],

Мп+].(У/ —

Отсюда /х(С) =  \ц{А) .
По лемме 2.6 мера /х обладает свойством Дарбу.
Часть II. П усть и : Е -4 R n, ц  — (fiy, -  неатомическая ме­

ра. Воспользуемся разложением щ  — /х,+ — /хД, г 6  1,гг, где /xf, ц~ бу­
дут положительными неатомическими мерами (см. упражнения 1 .20, 
1.21). Тогда v — (/хД,/хД,-...,/хД,дД) -  положительная неатомическая 
мера, г : Е — R 2n. Согласно части I мера v  обладает свойством Д ар­
бу.
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П усть А  £ Е, Л £  [0,1]. Сущ ествует С  £ А  Л Е  такое, что  v(C)  — 
Хи(А).  Д ля любого г £  1 , п

, 4 ( С )  =  АМД А ), иТ(С)  =  Хр~ (.4).

Т огда р г(С) =  /ii'(C ') -  Hi (С) = Xim(A).  
И так, р(С)  — Xр(А).
Т еорема доказана.
Из теоремы 2.7 и леммы 2.4 получаем
Следствие 2.8. П усть р  : Е —> R n -  неатомическая мера. Т огда 

её образ р (Е ) является выпуклым подмножеством R.

§3. О з а м к н у т о с т и  о б р а з а  м е р ы  со з н а ч е н и я м и  в R n

Лемма 3.1. П усть р■ : Е  —» R  -  мера, р  =  in fp (E ) . q — su p p (E ). 
Т огда p,q  £ р (Е ). Если мера р  является неатомической, то р (Е ) =

Ь.?1-
Доказательство.  Заметим, что p,q  ф оо, так  как  образ меры -  

ограниченное множество.
П усть множ ества А, В  £ Е задаю т разложение Х ана множ ества 

Т  (см. [6], теорема 4.2), А -  положительное, В  -  отрицательное мно­
ж ество относительно меры р. Так как на а -  алгебре А  П Е  м ера р  
положительная и принимает наибольшее значение р{А) ,  на а -  ал­
гебре В  П Е м ера р  отрицательная и принимает наименьшее значение 
р[В) ,  для любого Е  £  Е

/Д Б ) <  р{Е)  =  р ( Е А )  +  р { Е В )  < р(А) .

Т аким  образом, р ( В )  =  р, р (А)  =  q.
И так, р (Е ) С [р, g], р, g £  р(Е ).
Если р  -  неатомическая мера, то р (Е ) -  выпуклое множество 

(следствие 2.8). Т огда [р, g] =  р(Е).
Лемма 3.2. Пзгсть  р : Е  R  -  мера, число X £ R  таково, что 

р (Д ) <  А для любого Е  £ £  и p (F )  =  А для некоторого множества 
F  £ Е.

Если {Fk}fcLi С X и р ( Д )  -> А, то p( FkA F )  -ч 0, /с -* оо.
Доказательство.  В силу полуаддитивности р  достаточно пока­

зать, что p{F'k \  F)  —> 0 и p ( F  \  Д )  —» 0 , к —» оо.
Предположим, что Д (Д  \  F) -Д 0, к со. Т огда сущ ествую т 

число е > 0, подпоследовательность {&,•} С Аг и последовательность 
{£)} С £  такие, что Д  С Д  \  F  я  |р (Д ) | >  £, г € Д .
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Так как /j,(Fk) —> Л, к —> ос. то найдется номер го такой, что 
Л -  |  <  p(Tfcio) < Л +  §.

Если р(Д ц) > 0. то

ц(Ек  U F)  =  /г (£',„) +  ц(Д ) >  А,

Если же /г(Д,0) < 0, то —ц ( Е ^ )  > е. Т огда

м ^ ч ,  \  ^ о )  =  -  м ( д 0) > Л-

В любом случае получаем противоречие условию. Значит. ф(1Д\ 
F)  0, к —ь ос. Аналогично, Д (Д \Д ).) -о 0. /г-н- ос. Лемма доказана.

Из теории конечномерных пространств известно, что линейный 
функционал /  : Д" —> Д является непрерывным; сущ ествует единст­
венный вектор ( а ь  . . . ,ап) £ Д" такой, что /(ж) =  coxi + .. .  +  а„жп для 
любого х — (xi, . . . ,хп) £ R n; ядро Д е г /  =  {ж £ Д" : /(ж ) =  0} в слу­
чае ненулевого линейного функционала /  является линейным подпро­
странством  Дп размерности меньше п.  Без доказательства приведем 
следующую важную теорему ([3], с.25, теорема 3.2).

Лемма З.о. Пусть М  С R n -  выпуклое множество, точка а £ Д" 
принадлеж ит границе множества М .  Т огда существуют ненулевой 
линейный функционал /  : Дп -> Д  и число А £ Д, такие, что / ( а )  =  А 
ш f { x ) < X для любого ж £ М .

Теорема 3-4- Образ меры, определенной на а -  алгебре и прини­
мающей значения в R n, является замкнуты м подмножеством Дп.

Доказательство.  Часть I. Сначала докажем теорему для неато­
мической меры. Д оказательство проводим индукцией по п.  При п — 1 
справедливость следует из леммы 3.1. Предположив, что теорема вер­
на для всех rn £ I ,п  — 1 , докажем её для п.

П усть { E k}f:rj С Т. а £ R n и ||/х(£*) — о.|| 0 при к —» оо.
Покажем, что а £ /х(Е).

Справедливо хотя бы одно из двух утверждений:
1) а £ р (Е ); 2) а принадлеж ит границе множ ества /х(£). В первом 

случае доказательство завершено. Рассмотрим второй случай.
Заметим, что множество д(Е) выпуклое (следствие 2.8). По лем­

ме 3.3 сущ ествую т ненулевой линейный функционал f  : R n —» Д и 
число А £ Д  такие, что / ( а )  =  А и /(ж ) < А, если ж £ р(Е ).

Рассмотрим меру н(Д) =  / (ц (Е ) ) ,  н : Е  -о Д. В силу непрерыв­
ности /  получаем г/(Д;;) —> А. к -о оо. Т аким  образом, А =  su p r(E ) . 
По лемме 3.1 существует множество F  £ Е такое, что н(Д) — А.
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По теореме Л ебега о разложении ([6] , теорема 5.9) сущ ествую т 
множества Р  и Q из Е такие, что P Q  =  0, Р  U Q = Т ,

й{Р) =  0, (1)

м 1<эл£ < <  ИдпЕ ■ (^)

Имеем ц ( Е к) -  /а(ЕкР)  +  ^ ( E kQ), к £ N .  Т ак как д (Е ) -  ограни­
ченное подмножество R n, то из любой его последовательности можно
выделить сходящуюся подпоследовательность. П оэтому без ограни­
чения общности можно счи тать последовательности { f i(EkP)}kL\  и 
{l i(EkQ ) } f =l сходящимися.
Обозначим b =  lim М Е кР) ,  с = lim n ( E kQ).  Т огда а — b +  с.

к~* оо к—>со
В силу (1) для любого Е  £ Р  П £  имеем f ( n ( E ) )  =  0. Т аким  об­

разом, мера [i\Fnz  принимает значения из ядра / .  которое является 
линейным пространством  размерности меньше п.  По предположению 
множество ц ( Р П  Е) -  замкнутое подмножество ядра / .  Т огда сущ ест­
вует множество В  £ Р  П Е  такое, что ц(В )  == Ь.

Рассм отрим  меру Заметим, что для любого Е  £ Е имеем
и(Е)  = и ( Е Р )  +  v (E Q) .  Т ак  как v ( E P )  — 0, то v ( E )  — v (E Q ) .

Т аким  образом, v ( F Q )  — A, v(E)  < А для любого Е  £ Q П 
Е, v ( E kQ ) А при к —¥ ос. Переобозначим F' — F Q , Е'к =  £A-Q.
По лемме 3.2 й(Е'кА Е ' )  -£ 0, к -> оо. Т огда в силу (2) / j (EkA F r) —> 
О, к —> оо.

Имеем /г(Т ') =  p ( F ' \  Е'к) +  р (£* ) -  \  F ) ,  к £ N .  Устремив
к -£ оо, получаем

p (F ')  -  lim д ( 4 )  -  С.
Л—>00

И так,
ц( В  U F ')  =  д (В ) +  n(F')  — 6 +  с =  а.

Часть II. П усть д  : Е - )  й "  -  мера. Согласно теореме 1.22 су­
щ ествую т множ ества Т \ , Т 2 £ Е, Т ьТ г =  0, Т) U Ть =  Т , где Tj не 
содержит атомов, а 2*2 есть объединение не более, чем счетного числа 
попарно не пересекающихся атомов меры ц.

Т огда мера р |г  nS неатомическая, её образ -  замкнутое множе­
ство по части I; мера ц jy2nj: чисто атомическая, её образ -  замкнутое 
множество по теореме 1.24.

Обозначим через М , Mi ,  М 2 образы мер /г, 1 11\т2ns соответ­
ственно. Очевидно М  =  М] + М 2, где М\,  М 2 -  замкнуты е ограничен­
ные подмножества R n. Легко показать, что М  -  тож е замкнутое огра­
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ниченное множество (представляем это читателю  в качестве упраж ­
нения). Теорема доказана.

Теоремой А.А.Ляпунова обычно называется 
Теорема 3.5, Образ неатомической меры, определенной на а  -  

алгебре и принимающей значения в R n. является выпуклым ограни­
ченным замкнутым подмножеством R n.
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