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ВВЕДЕНИЕ 

Конвективные течения достаточно часто встречаются в про-

цессах, связанных с изменением температуры. Например, при под-

готовке космической ракеты к старту необходимо поддерживать 

постоянную температуру криогенного топлива, которая много ни-

же, чем температура окружающей среды. Авиационный двигатель 

после полета наоборот имеет достаточно высокую температуру и 

при остывании передает тепло окружающему воздуху формируя 

конвекционное течение, которое переносит тепло на крыло (если 

двигатель расположен под ним). Термические потоки заметно 

усложняют полеты малой и сверхмалой авиации. Так же конвек-

ционные течения характерны при нагреве, как отдельных радиоде-

талей, так и комплексных микросхем, поскольку размеры источ-

ников тепла зачастую много меньше области движения воздуха. 

Конвекционные течения напрямую связаны с переносом тепла [1]. 

Наличие на поверхности обтекаемого тела водяной пленки суще-

ственно влияет на скорость отдачи тепла, за счет движения жидко-

сти в пленке [3, 5, 7] и испарения жидкости при пленочном тече-

нии [4]. При обычных условиях тепло и массоперенос происходит 

в сравнительно тонком пограничном слое около стенки [6]. Если 

движение жидкости около стенки происходит только под действи-

ем перепада плотности, то такая конвекция называется свободной 

или естественной. Если же к разности температур между жидко-

стью и стенкой добавляется сила от перепада давления, то говорят 

о вынужденной конвекции [9], которая более эффективна с точки 

зрения теплообмена, но требует дополнительной энергии на пере-

мещение жидкости вдоль стенки. При перегреве охлаждающей 
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жидкости возникает явление кипения, при котором жидкость пе-

реходит в пар, что существенно меняет картину конвекционного 

теплообмена [10]. 

В данном работе рассматривается моделирование процессов 

свободной конвекции при отсутствии фазовых переходов для ба-

зовых границ течения теплопереносящей среды – плоская стенка и 

цилиндрическая поверхность. Рассматриваются решения задач с 

заданной температурой стенки или заданным тепловым потоком. 

Для решения задач конвекции в данном пособии используются 

интегральные методы. Интегральные методы являются прибли-

женными методами решения задач гидродинамики и теплообмена. 

Они хорошо развиты в теории пограничного слоя и дают прием-

лемые, с точки зрения точности, результаты. Привлекательность 

интегральных методов заключается в том, что при интегрировании 

слагаемых дифференциального уравнения, в некоторой фиксиро-

ванной области, количество переменных задачи уменьшается на 

единицу. Развитие численных методов решения определяющих 

уравнений и появление специализированных пакетов прикладных 

программ значительно сокращает трудоемкость вычислительного 

процесса и открывает новые возможности в практическом приме-

нении интегральных методов. В качестве примера применения па-

кетов прикладных программ рассматривается задача о конвекци-

онном обтекании турбореактивного авиационного двигателя. 
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Глава 1. ОСНОВНЫЕ СООТНОШЕНИЯ  

ДЛЯ ПРОЦЕССОВ КОНВЕКЦИИ 

Естественно-конвекционное течение возникает из-за разности 

температур между нагретой стенкой и окружающей средой. Со-

прикасаясь со стенкой, воздух нагревается и расширяется, его 

плотность уменьшается и начинается восходящее течение. Рас-

смотрим процесс естественной конвекции около нагретой верти-

кальной плоской стенки. У стенки возникают гидродинамический 

  и тепловой   пограничные слои [6] (рис. 1.1–1.2). 

 

 
 

 
 

Рис. 1.1. Профиль продольной 

скорости 

Рис. 1.2. Профиль температуры 
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Обозначения на рисунках: x, y – координаты, u – продольная ско-

рость, T – температура, индекс 0 – окружающая среда, w – стенка, 

δ – толщина гидродинамического пограничного слоя, Δ – толщина 

теплового пограничного слоя. 

Гидродинамическим пограничным слоем при естественной 

конвекции называется тонкий слой жидкости около стенки, где 

продольная компонента скорости изменяется от нуля на стенке до 

нуля на внешней границе пограничного слоя. Соответственно, 

тепловым пограничным слоем называется тонкий слой около стен-

ки, где температура изменяется от температуры стенки до темпе-

ратуры окружающей среды на внешней границе пограничного 

слоя. 

1.1. Постановка гидродинамической и тепловой задачи  

для установившейся естественной конвекции  

около вертикальной стенки 

Запишем уравнение движения пограничного слоя [1] (движе-

ние идет вдоль оси х) 

𝜌 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = −𝜌𝑔 −

𝜕𝑝

𝜕𝑥
+ 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2, (1.1) 

где u  – продольная скорость,  – поперечная скорость,  – плот-

ность, кинематическая вязкость, g – ускорение свободного па-

дения, p – давление. 

Градиент давления определяется весом столба невозмущен-

ной жидкости 

0
0

ghp
g

x h





   


, (1.2) 

где h – высота столба жидкости. Подставим (1.2) в уравнение (1.1) 
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𝜌 (𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
) = 𝑔(𝜌0 − 𝜌) + 𝜇

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 . (1.3) 

Введем в рассмотрение коэффициент объемного расширения и 

запишем его в конечных разностях 

0 0

0

1 1

T T T

   
     

    
, (1.4) 

где  0T T    избыточная температура. Объединяя (1.4) с (1.3), 

получим уравнение движения для естественной конвекции около 

нагретой вертикальной стенки 

𝑢
𝜕𝑢

𝜕𝑥
+ 𝑣

𝜕𝑢

𝜕𝑦
=

𝜈

𝜌

𝜕2𝑢

𝜕𝑦2 + 𝑔𝛽𝜗, (1.5) 

где первое слагаемое в правой части уравнения характеризует си-

лы трения, а второе слагаемое определяет подъемную силу, возни-

кающую из-за разности температур стенки и окружающей среды. 

Добавим уравнение неразрывности для несжимаемой жидкости 

0
u v

x y

 
 

 
, (1.6) 

и граничные условия задачи. На стенке запишем условие прилипа-

ния 

0 , 0 ,y u    (1.7) 

на внешней границе пограничного слоя задается нулевая скорость 

и нулевая производная продольной скорости по поперечной коор-

динате 

y  , 0 0
u

u ,
y


 


. (1.8) 

Математическая постановка тепловой задачи имеет следую-

щий вид [2] 
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2

2
u a

x y y

   
  

  
, (1.9) 

граничное условие на стенке 

0 wy , T T  или
wq

y


 


. (1.10) 

На внешней границе теплового пограничного слоя задается 

нулевая избыточная температура и нулевая производная темпера-

туры по поперечной координате 

y   , 0 0,
y


  


, (1.11) 

где α – коэффициент температуропроводности, λ – коэффициент 

теплопроводности, wq  – тепловой поток на стенке. 

1.2. Связь между толщинами гидродинамического  

и теплового пограничного слоя 

Найдем связь между толщинами гидродинамического и теп-

лового пограничных слоев, для чего введем безразмерные пере-

менные [8] 

0 0 0 w

x y u
x , y , u , ,

L u

 
      

  
, (1.12) 

где характерные величины 
0 0 0, , , wu    подлежат определению. Из 

уравнения неразрывности (1.6) найдем 

0 0

0

0
u u

L x y

 



 
 

 
, 

и получим уравнение связи 
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0 0

0

u

L


  . (1.13) 

Определяющую температуру найдем из выражения для тепло-

вого потока (1.10) 

0

w

wq
y


 



 



, 

откуда получим выражение для избыточной температуры на стенке 

0w

w

q






. (1.14) 

Приравняем подъемную силу силам трения в уравнении (1.1) 

и запишем для стенки 

2

0

22

0

w

u u
g

y







 


. 

Выразим масштаб продольной скорости из последней формулы 

2

0
0 .wg

u
 


  (1.15) 

Из теории пограничного слоя известно, что 

0

0

L

u
 


  . (1.16) 

Таким образом, имеем 4 уравнения (1.13) – (1.16) для опре-

деления неизвестных масштабов. Выполним безразмерные пре-

образования с уравнением (1.5), используя формулы (1.13) и 

(1.15). Тогда 

2 2

0 0 0 0

2 2

0 0

,w

u u uu u u
u g

L x y y

 
  

 

  
  

    
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или 

2

2 2

0 0

Lu u u
u

ux y y


 



   
   
    

. (1.17) 

Порядок величин в левой и правой части уравнения (1.17) 

должен быть одинаков, тогда получим 

2

0 0

1
L

u




. 

Введем число Рейнольдса 0Re
u L




 и перепишем последнее 

выражение в виде 
2

0

1
1

L

Re

 
  

 
. (1.18) 

Выполним преобразование уравнения энергии (1.9), учитывая, 

что характерная толщина теплового слоя 
0  и безразмерная коор-

дината 
0

y
y 


 

2

22

0 0

a L
u ,

ux y y

   
  

  
 (1.19) 

Приравнивая размерные компоненты в левой и правой частях 

уравнения (1.19), запишем 

2

0 0

1 ,
a L

u



 (1.20) 

Воспользуемся определением чисел Рейнольдса 
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0Re
u L


  

и Прандтля 

Pr
a




 

и перепишем (1.20) 
2

0

1
1

Re Pr

L 
  

  
. (1.21) 

Объединив (1.18) и (1.21), получим оценку толщин для гидро-

динамического и теплового пограничных слоев 

0

0

Pr



,  (1.22) 

где число Прандтля рассматривается, как мера отношения молеку-

лярного переноса количества движения к переносу теплоты тепло-

проводностью, а число Рейнольдса, как мера отношения сил инер-

ции к силам вязкости. Из (1.22) следует, что если 1Pr  , то тол-

щина гидродинамического пограничного слоя больше толщины 

теплового пограничного слоя (   ). И наоборот, если 1Pr  , то 

толщина гидродинамического пограничного слоя меньше толщи-

ны теплового пограничного слоя (   ). 

1.3. Интегральные уравнения  

для естественной конвекции 

Объединяя уравнение движения (1.5) и уравнение неразрыв-

ности (1.6), получим 

 2 2

2

uvu u
g

x y y

 
  

  
  . (1.23) 
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Проинтегрируем (1.23) по толщине гидродинамического по-

граничного слоя, используя формулу Лейбница, предварительно 

выписав выражения 

 
2

2 2

0 0

u
dy u dy u

x x x

  
 

   
 


 , 

 
 

0

0

0
uv

dy uv
y


 





, 

2

2

0 0 0y

u u u
dy

y yy


     
     

     




   . 

Тогда получим интегральное уравнение движения 

2

0 00y

u
u dy g dy

x y





  
   

  
 


   , (1.24) 

уравнение энергии имеет вид 

2

2
u a

x y y

  


  
 

  
, (1.25) 

где 
0T T  . 

Для получения интегрального уравнения энергии рассмотрим 

следующие выражения 

 
u

u u
x x x

  
 

  


  , (1.26) 

 
y y y

 
  

  
 

  
. (1.27) 

Складывая (1.26) и (1.27), найдем 
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   u u
x y x y

 
  

   
  

   
. (1.28) 

Подставим (1.28) в уравнение (1.25) и получим 

   
2

2
u a

x y y


 

  
 

  
. (1.29) 

Проинтегрируем (1.29) по толщине теплового пограничного 

слоя (предполагая    , что имеет место для Pr > 1), используя 

формулу Лейбница 

   
2

2

0 0 0

u dy v dy a dy
x y y

  
  

 
    


  , (1.30) 

   
0

0 0

( ) ( )u dy u v a
x x y


    

      
   



   , 

Поскольку ( ) 0 , (0) 0v   ,то 

 
0 0y

u dy a
x y





  
   

  



 . (1.31) 

Уравнение (1.31) представляет собой интегральное уравнение 

Кружилина. 
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Глава 2. МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ЕСТЕСТВЕННОЙ КОНВЕКЦИИ ОКОЛО  

НАГРЕТОЙ ПЛОСКОЙ ВЕРТИКАЛЬНОЙ СТЕНКИ  

С ЗАДАННОЙ ТЕМПЕРАТУРОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

Граничными условиями первого рода предусматривается за-

дание температуры стенки. Решение задач естественной конвек-

ции в различных средах зависит от чисел Прандтля. Как было по-

казано, если число Прандтля Pr = 1, то толщины пограничных сло-

ев одинаковы. Если Pr ≠ 1, то толщины пограничных слоев разли-

чаются, что отражается на решении задачи. 

2.1. Моделирование естественной конвекции  

для Pr < 1, Tw = const 

Рассмотрим установившееся конвективное течение жидкости 

около нагретой вертикальной стенки. Толщина гидродинамическо-

го пограничного слоя меньше толщины теплового слоя, темпера-

тура стенки постоянна. Для решения задачи запишем интеграль-

ные уравнениями движения и энергии (1.24) и (1.31) 

2

0 00y

d u
u dy g dy

dx y





 
   

 
 


   , (2.1) 

 
0 0y

u dy a
x y



  
   

  




 , (2.2) 

граничные условия задачи 
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0, 0, ,wy u y      , 0, 0, , 0, 0
u

u y
y y

 
     

 


 . (2.3) 

Профили продольной скорости и температуры задаются в ви-

де, удовлетворяющем граничным условиям (2.3) 

2

1( , ) ( ) 1
y y

u x y u x
 

  
  

, 

2

( , ) 1w

y
x y

 
  

 
  . (2.4) 

Обратимся к уравнению (2.1), предварительно выписав выражения 

2 3 2 3 4 5 6
2 2

1 12 3 2 3 4 5 6

2 3 6 4
, ,

y y y y y y y y
u u u u

       

   
          

     

2
2 1

0
105

u
u dy




 , 

 
2

2 2 1
1 1 2 3

0 0

1 1 4 3
, ,

105
y

uu y y u
u dy u u

x x y y


      
       

     




  

, 

1

0 0

,
3

w

y

g uu
g dy

y





  
    

 


 
  


. (2.5) 

Подставляя (2.5) в уравнение движения (2.1), получим 

 2 1
1

1

105 3

wgud
u

dx


  





. (2.6) 

Воспользуемся формулами (2.4) и найдем 

2 3 2 3 4 3 4 5

1 2 3 2 3 2 2 2 3 2

2 2 4 2 2
w

y y y y y y y y y
u u

 
         

      
 

       
, 
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2

1 2

0 0

21 1 1
, .

12 15 60

w

w

y

udy u
y



   
       

     



  
    (2.7) 

Для Pr < 1, 1



и третьим слагаемым, по сравнению с пер-

вым слагаемым можно пренебречь, тогда 

1

0

1 1

12 15
wudy u

 
  

 




   . (2.8) 

Подставляя (2.4) и (2.8) в (2.2), получим уравнение энергии 

1 1
1 2

1 1
2

12 15 15

w

w

du ud d d
u a

dx dx dx dx

     
          

      

  
   ,(2.9) 

воспользуемся условием w const  

1 1
1 2

1 1 2

12 15 15

du ud d d a
u

dx dx dx dx

    
         

     

  
  . (2.10) 

Уравнения (8.12) и (8.16) включают в себя три неизвестные 

величины: 
1, , u . Следовательно, для замыкания системы необ-

ходимо добавить дополнительное уравнение. Будем считать, что 

подъемная сила уравновешивается силами трения, тогда на стенке 

будем иметь 

2

2

0

w

y

u
g

y


 
  

 
  . (2.11) 

Вычислим выражения 

2 2

1 1 12 3 2 2 3 2

0

1 4 3 4 6 4
,

y

u y y u y
u u u

y y 

    
          

         
, (2.12) 
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и подставляя (2.12) в (2.11) получим уравнение связи 

2

1
4

wg
u 

 


. (2.13) 

Возьмем производную по x от (2.13) 

1

2

wgdu d

dx dx


  


, (2.14) 

добавим начальные условия задачи 

10, 0, 0, 0x u     . (2.15) 

Таким образом, имеем задачу Коши (2.6), (2.10), (2.14) и 

(2.15). Приведем систему к стандартному виду для численного 

решения задачи 

2

4

336

4 3w

d

dx g

 
   

 

 

 
, (2.16) 

2

1 1
12

1

15 2 1 1

12 15 15

du ud a d d
u

dx dx dx dxu

     
       

     

  



,(2.17) 

1

2

wgdu d

dx dx


  


. (2.18) 

Выполним численное решение поставленной задачи. Исходные 

данные: среда – воздух при температуре 0

0 20T C , температура 

стенки 080wT С , 060wT С , длина пластины 1 мL  . Резуль-

таты решения в размерном виде представлены на рис. 2.1–2.2. Как и 

предполагалось, толщина гидродинамического пограничного слоя 

меньше толщины теплового слоя. Увеличение температуры стенки 

приводит к уменьшению толщин пограничных слоев. 
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Рис. 2.1. Толщина гидродинамического пограничного слоя:  

δ60(x) – при температуре стенки 060wT С ;  

δ80(x) – при температуре стенки 080wT С
 

 

 

Рис. 2.2. Толщина теплового пограничного слоя:  

Δ60(x) – при температуре стенки 060wT С ;  

Δ80(x) – при температуре стенки 080wT С
 

 

Коэффициент теплоотдачи определим из равенства тепловых 

потоков 

 0w wq T T    , 
0

2 w
w

y

q
y



 
   

  


 , 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

5 10
3



0.01

0.015

0.02

60 x( )

80 x( )

x

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.01

0.0260 x( )

80 x( )

x
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приравнивая выражения, найдем 

2
( )

( )
x

x




 . (2.19) 

На рис. 2.3–2.4 показаны коэффициент теплоотдачи и мас-

штаб скорости. 

 

 

Рис. 2.3. Коэффициенты теплоотдачи:  

δ60(x) – при температуре стенки 060wT С ;  

δ80(x) – при температуре стенки 080wT С  

 

Рис. 2.4. Масштаб скорости:  

u160(x) – при температуре стенки 060wT С ;  

u180(x) – при температуре стенки 080wT С  
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0

2
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8

10

60 x( )
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x
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Откуда следует, что увеличение температуры стенки приводит 

к повышению интенсивности теплообмена и увеличению масштаба 

скорости. Выполним сравнение полученных результатов для 
080wT С по коэффициентам теплоотдачи с опытными данными, 

которые аппроксимируются критериальным уравнением [12] 

0.250.359x xNu Gr , (2.20) 

где 
x

Nu 



 – число Нуссельта. 

Распределение коэффициентов теплоотдачи представлено на 

рис. 2.5. 

 
 

Рис. 2.5. Коэффициенты теплоотдачи (по формуле (2.20)) 

 

Сопоставление рис. 2.3 и рис. 2.5 показывает, что различие по 

среднему коэффициенту теплоотдачи составляет 6.7 %. 

2.2. Моделирование естественной конвекции  

для Pr = 1, Tw = const 

Расcмотрим установившееся конвективное течение жидкости 

около нагретой вертикальной стенки. Толщины слоев одинаковы, 

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

2

4

6

8

10

 x( )

x
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температура стенки постоянна. Математическая постановка задачи 

включает в себя интегральные уравнения движения и энергии 

2

0 00y

d u
u dy g dy

dx y


 
   

 
 
 

   , (2.21) 

 
0 0y

d
u dy a

dx y


 
   

 




 , (2.22) 

с граничными условиями (2.3). Профили продольной скорости и 

температуры, по-прежнему, задаются в виде 

2 2

1( , ) ( ) 1 , ( , ) 1w

y y y
u x y u x x y

   
      

   
 

  
. (2.23) 

Обратимся к уравнению (2.21), предварительно выписав вы-

ражения 

2 3

1 3

2

2y y y
u u

 
   

   
, 

2 3 4 5 6
2 2

1 2 3 4 5 6

3 6 4y y y y y
u u

 
     

     
, 

2
2 1

0

,
105

u
u dy 




 

 2 2

1

0

1

105
u dy u

x x

 


 


 ,

2

1 2 3

1 4 3u y y
u

y

 
   

    
, 1

0y

uu

y


 
 

  
, 

0
3

wg
g dy 


 

  , 1

0y

uu

y


 
   

 





. (2.24) 

Тогда получим уравнение движения 

 2 1
1

1

105 3

wgud
u

dx
  

 



. (2.25) 
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Подставим профили (2.23) в уравнение (2.22), для чего найдем 

2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 6 4
,w

y y y y y
u u 

    

 
     

 
    1

0

1
,

30
wudy u



  

0

2
.w

y
y






 
  

   

Тогда запишем 

 1

1
2

30

w

w

d
u a

dx



 


. (2.26) 

Воспользуемся условием w const , тогда 

 1

1 2

30

d a
u

dx



, (2.27) 

начальные условия задачи 

10, 0, 0x u   . (2.28) 

Таким образом, имеем задачу Коши (2.25), (2.27) и (2.28). 

Приведем систему к стандартному виду для численного решения 

задачи 

1 1

2

1

1 120
105

3 3

wd u g au

dx u

  
    

  

   

 
, (2.29) 

1
12

1
60 2 .

du
a u

dx x






 
  

 
 (2.30) 

Для расчета воспользуемся воздухом. Тогда входные данные 

задачи: температура среды 0

0 20 ,T C температура стенки 

080 .wT С  Результаты решения в размерном виде представлены 

на рис. 2.6–2.8. 
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Рис. 2.6. Толщина пограничного слоя 

 

 

 

Рис. 2.7. Масштаб скорости 

 

Изменение коэффициента теплоотдачи показано на рис. 2.8. 

Cравнение характеристик с предыдущим режимом конвективного 

теплообмена (Pr < 1) показано на рис. 2.9, откуда следует, что уве-

личение числа Прандтля приводит к увеличению интенсивности 

теплообмена. 
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Рис. 2.8. Коэффициент теплоотдачи 

 

 
 

Рис. 2.9. Коэффициенты теплоотдачи: 

07( )x  – коэффициент теплоотдачи для случая Pr<1;  

1( )x  – коэффициент теплоотдачи для случая Pr=1 

2.3. Моделирование естественной конвекции  

для Pr > 1, Tw = const 

Рассмотрим установившееся конвективное течение жидкости 

около нагретой плоской вертикальной стенки. Температура стенки 
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есть величина постоянная. Поскольку число Прандтля больше 

единицы, то толщина гидродинамического пограничного слоя 

больше толщины теплового слоя (   ). Математическая поста-

новка задачи по-прежнему включает в себя интегральное уравне-

ние движения 

2

00 0y

d u
u dy g dy

dx y





 
   

 
 


   , (2.31) 

и интегральное уравнение Кружилина 

 
0 0y

d
u dy a

dx y





 
   

 



 , (2.32) 

с граничными условиями (2.3). 

Зададим профили продольной скорости и температуры в 

прежнем виде 

2

1( , ) ( ) 1
y y

u x y u x
 

  
  

, 

2

( , ) 1w

y
x y

 
  

 
  . (2.33) 

Уравнение движения не изменилось и имеет вид (2.16) 

2

4

336

4 3w

d

dx g

 
   

 

  

 
. (2.34) 

Для преобразования уравнения энергии (2.32) воспользуемся 

уравнениями (2.33) и выпишем выражения 

2 3

2

0 0

2

2 33

w

w

y y
dy y


  

    
  




  ,
0

3

wg
g dy







  ,  
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0

2 w

y
y



 
  

  


, 

2 3

1 2 3

0

1 1 1

12 15 60
wudy u


   

    
 

 
  

. (2.35) 

Для больших чисел Прандтля 1




. Следовательно, вторым 

и третьим слагаемыми в (2.35) можно пренебречь, по сравнению с 

первым слагаемым. Тогда уравнение Кружилина (2.32) примет вид 

1

1 2
.

12

d a
u

dx 

 
  

 
 (2.36) 

Известно, что профили теплового и гидродинамического по-

граничных слоев подобны, т.е. .const



  Тогда (2.36) перепишется 

 1

1 2

12

d a
u

dx


 


, 

или 

1
1 2

24du d a
u

dx dx


  




. (2.37) 

Уравнения (2.34) и (2.37) включают в себя три неизвестные 

величины δ, Δ, u1, следовательно, для замыкания системы уравне-

ний необходимо добавить дополнительное условие. Будем счи-

тать, что подъемная сила уравновешивается силами трения, тогда 

на стенке будем иметь 

2

2

0

w

y

u
g

y


 
  

 
  . (2.38) 
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Вычислим выражения 

2 2

1 1 12 3 2 2 3 2

0

1 4 3 4 6 4
,

y

u y y u y
u u u

y y 

    
          

         
.  (2.39) 

Подставляя (2.39) в (2.38), получим дополнительное уравне-

ние связи 

2

1
4

wg
u 

 


. (2.40) 

Далее возьмем производную по координате x от u1 из (2.40) 

1

2

wgdu d

dx dx

   


  (2.41) 

и добавим начальные условия задачи 

10, 0, 0, 0x u     . (2.42) 

Таким образом, имеем задачу Коши (2.34), (2.37), (2.41) и 

(2.42). 

Выполним численное решение задачи. Входные данные зада-

чи: среда – вода при температуре 
0

0 20T C , температура стенки 

060wT С и 080wT С , 1 .L м Численное решение в раз-

мерном виде представлено на рис. 2.10–2.13. 

Из графиков видно, что толщина гидродинамического по-

граничного слоя больше толщины теплового пограничного слоя. 

При увеличении температуры стенки толщины пограничных 

слоев уменьшаются. Коэффициенты теплоотдачи определяются 

по формуле (2.19). На рис. 2.12 и рис. 2.13 представлены мас-

штаб скорости и коэффициенты теплоотдачи по высоте пласти-

ны. Откуда видно, что при увеличении температуры стенки 
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происходит увеличение масштаба скорости и интенсивности 

теплообмена. 

 

 
 

Рис. 2.10.Толщина гидродинамического пограничного слоя:  

δ60(x) – при температуре стенки 060wT С ;  

δ80(x) – при температуре стенки 080wT С  

 

 
 

Рис. 2.11. Толщина теплового пограничного слоя:  

Δ60(x) – при температуре стенки 060wT С ;  

Δ80(x) – при температуре стенки 080wT С  
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Рис. 2.12. Масштаб скорости:  

u160(x) – при температуре 060wT С ;  

δ80(x) – при температуре стенки 080wT С  

 

 
 

Рис. 2.13. Коэффициенты теплоотдачи:  

δ60(x) – при температуре стенки 060wT С ;  

δ80(x) – при температуре стенки 080wT С  

 

Выполним сравнение полученных результатов по среднему 

коэффициенту теплоотдачи с опытными данными, которые ап-

проксимируются критериальным уравнением [11] 
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Сравнение с полученным результатом (рис. 2.13) дает отличие 

в 7.6%. Для обобщения полученных результатов построим безраз-

мерный график зависимости локального числа Нуссельта 
x

Nu



  

от высоты плоской стенки для разных чисел Прандтля. 

 

 

 

Рис. 2.14. Изменение числа Нуссельта:  

Nu0(x) для чисел Pr > 1; Nu1(x) для чисел Pr = 1;  

Nu2(x) для чисел Pr < 1 

 

Откуда видно, что интенсивности теплоотдачи с ростом числа 

Прандтля увеличивается. 
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Глава 3. МОДЕЛИРОВАНИЕ ЕСТЕСТВЕННОЙ 

КОНВЕКЦИИ ОКОЛО НАГРЕТОЙ,  

ПЛОСКОЙ ВЕРТИКАЛЬНОЙ СТЕНКИ  

С ИЗВЕСТНЫМ ТЕПЛОВЫМ ПОТОКОМ 

Граничными условиями второго рода предусматривается за-

дание теплового потока qw на стенке пластины. Отметим, что при 

заданном тепловом потоке на стенке пластины температура на 

стенке есть функция координаты x, т.е. ( )w w x  . 

3.1. Моделирование естественной конвекции  

для случая Pr < 1, qw = const 

Рассмотрим установившееся конвективное течение жидкости 

около нагретой вертикальной стенки. Нагрев стенки осуществля-

ется постоянным тепловым потоком. Толщина гидродинамическо-

го пограничного слоя меньше толщины теплового слоя. Для реше-

ния задачи по-прежнему используются интегральные уравнения 

движения и энергии 

2

0 00y

d u
u dy g dy

dx y



  




 
   

 
   (3.1) 

 
0 0y

d
u dy a

dx y







 
   

 
 . (3.2) 

Граничные условия задачи на стенке будут иметь вид 
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0, 0,y u v   0, ,wy q const
y





   


 (3.3) 

на внешней границе теплового пограничного слоя задается нуле-

вая избыточная температура и нулевая производная температуры 

по поперечной координате 

y  , 0, 0
u

u
y


 


, 0, 0

y





 


. (3.4) 

Профили продольной скорости и температуры задаются в ви-

де, удовлетворяющем граничным условиям (3.3) и (3.4) 

2

1( , ) ( ) 1 ,
y y

u x y u x
 

 
  

 

2

( , ) ( ) 1w

y
x y x 

 
  

 
. (3.5) 

Подставим профиль скорости (3.5) в уравнение (3.1), исполь-

зуя выражения (2.24). Тогда получим уравнение движения 

 2 1
1

1

105 3

wgud
u

dx







   . (3.6) 

При подстановке профилей (3.5) в уравнение (3.2) воспользу-

емся формулой (2.8). Тогда уравнение энергии примет вид 

1

1 1
2

12 15

w
w

d
u a

dx


 
  

      
. (3.7) 

Выполняя преобразования в (3.7) найдем 

1
1 1

2

1 1

2

1 1

12 15

2
.

15 15

w
w w

w w w

d du d
u u

dx dx dx

u u ad d

dx dx

 
   

    

  
     

  


 

  

 (3.8) 
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Приравнивая подъемную силу и вязкостную силу у плоской 

стенки, запишем 

2

1
4

wg
u

  


 . (3.9) 

Возьмем производную по продольной координате, тогда по-

лучим третье дифференциальное уравнение 

21 2
2

w
w

ddu g d

dx dx dx

 
 



 
  

 
. (3.10) 

Для замыкания системы необходимо добавить четвертое 

уравнение. Воспользуемся определением теплового потока и за-

пишем закон Фурье 

0

2 w
w

y

q
y






 
   

  
, 

откуда будем иметь 

2

w
w

q





 . (3.11) 

Возьмем производную по координате x от (3.11) и найдем чет-

вертое дифференциальное уравнение 

2

w wd q d

dx dx






 . (3.12) 

Начальные условия задачи 

10, 0, 0, 0, 0wx u       . (3.13) 

В результате получим задачу Коши (3.6), (3.8), (3.10), (3.12) и 

(3.13). Приведем систему к стандартному виду для численного 

решения задачи 
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2

4

336

4 3w

d

dx g

  

 

 
   

 
, (3.14) 

2

2

1

215 1 1

12 15

w

w

ad

dx u

 

 

   
    

  
 

11
1 1

15

w w
w w

d udu d d
u u

dx dx dx dx

   
   

 
     

  
, (3.15) 

21 2
2

w
w

ddu g d

dx dx dx

 
 



 
  

 
, (3.16) 

.
2

w wd q d

dx dx






  (3.17) 

Выполним численное решение задачи. Исходные данные: сре-

да – воздух при температуре 0

0 20T C , 2 20.5 10 Bт/мwq   , 

1 мL  . Результаты решения в размерном виде представлены на 

рис. 3.1–3.6. Величины, отмеченные индексом «0» соответствуют 

тепловому потоку 
2 20.5 10 Вт/мwq   . Величины с индексом 

«2» соответствуют тепловому потоку 2 22 10 Вт/мwq   . 

 

 

 

Рис. 3.1.Толщина гидродинамического пограничного слоя 
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Рис. 3.2. Толщина теплового пограничного слоя 

 

Из графиков видно, что толщина гидродинамического погра-

ничного слоя меньше толщины теплового пограничного слоя. 

Увеличение теплового потока приводит к уменьшению толщин 

пограничного слоя. На рис. 3.3 и рис. 3.4 представлены графики 

масштабов скорости и избыточной температуры стенки. 
 

 
 

Рис. 3.3.Масштаб скорости 

 

 
 

Рис. 3.4. Масштаб температуры 
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На рис. 3.5–3.6 показано изменение температура стенки и рас-

пределение коэффициента теплоотдачи. 

 

 

 

Рис. 3.5.Температура стенки 

 

 

Рис. 3.6. Коэффициенты  

теплоотдачи 

 

Температура стенки по высоте возрастает, что связано с ухуд-

шением теплоотдачи из-за возрастания толщины пограничного 

слоя. Увеличение теплового потока приводит к возрастанию ин-

тенсивности теплообмена. 

Выполним сравнение с опытными данными по коэффициенту 

теплоотдачи, используя критериальное уравнение [11] для 
2 22 10 Вт/мwq     

 
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0.2Pr
0.616 Pr

Pr 0.8
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 
, (3.18) 

где число Грасгофа
4

2

w
x

g q x
Gr



 

  . 

Сопоставление опытных данных (рис. 3.7) с полученными ре-

зультатами (рис. 3.6) показывает различие по среднему коэффици-

енту теплоотдачи 6.74 %. 
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Рис. 3.7. Коэффициент теплоотдачи (по формуле (3.18)) 

3.2. Моделирование естественной конвекции  

для случая Pr = 1, qw = const 

Рассмотрим установившееся конвективное течение жидкости 

около нагретой вертикальной стенки. Нагрев стенки осуществля-

ется постоянным тепловым потоком. Толщины пограничных слоев 

считаем одинаковыми. Для решения задачи воспользуемся инте-

гральными уравнениями движения и энергии 

2

0 00y

d u
u dy g dy

dx y

 

  


 
   

 
  , (3.19) 
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dx y


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


 
   

 
 . (3.20) 

Граничные условия задачи на стенке будут иметь вид 

0, 0,y u    wq const
y



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  


. (3.21) 
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На внешней границе пограничного слоя 

y  , 0, 0
u

u
y


 


, 0  , 0

y





. (3.22) 

Зададим профили продольной скорости и температуры в виде 

2

1( , ) ( ) 1
y y

u x y u x
 

 
  

 
, 

2

( , ) ( ) 1w

y
x y x 



 
  

 
. (3.23) 

Обратимся к уравнению (3.19), предварительно выписав вы-

ражения 

2 3
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y y y
u u
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u d y u

x x




 


  ,
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1 4 3u y y
u

y   

 
   

  
, 1

0y

uu

y 


 
 

 
, 

0
3

wg
g dy


 

   , 1
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




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. (3.24) 

Тогда получим 

 2 1
1
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105 3

wgud
u

dx

 
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
   . (3.25) 

Подставим профили (3.23) в уравнение (3.20), для чего найдем 

2 3 4 5

1 2 3 4 5

4 6 4
ц

y y y y y
u u 

    

 
     

 
, 1

0

1

30
wudy u



   ,

0

2 w

y
y






 
  

 
. 



41 

Уравнение (3.23) примет вид 

 1

1
2

30

w
w

d
u a

dx


 


 . (3.26) 

В нашем случае ( )w w x  , следовательно, уравнения (3.25) и 

(3.26) содержат три неизвестных величины 
1, ,w u  , и для замыка-

ния системы необходимо добавить третье уравнение. При задан-

ном тепловом потоке на стенке запишем закон Фурье 

0

2 w
w

y

q
y







 
   

 
, 

откуда 

2

w
w

q 



 . (3.27) 

Возьмем производную по координате x от (3.27) и получим 

третье дифференциальное уравнение связи 

2

w wd q d

dx dx

 


 . (3.28) 

Начальные условия задачи 

10, 0, 0, 0wx u     . (3.29) 

Таким образом, имеем задачу Коши (3.25), (3.26), (3.28) и 

(3.29). Приведем систему к стандартному для численного решения 

виду 

2

1 1

2

1

401
35

6

wg qu aud

dx u

 

  

  
    

  

, (3.30) 

1 1
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260du ua d

dx dx



 
  , (3.31) 
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2

w wd q d

dx dx

 


 . (3.32) 

Выполним численное решение задачи. Исходные данные: сре-

да-воздух при температуре 0

0 20T C , L = 1 м, 3 210 Вт/мwq  . Ре-

зультаты решения задачи представлены на рис. 3.8–3.12. 

 

  
 

Рис. 3.8 Толщина пограничного 

слоя 

 

Рис. 3.9. Масштаб скорости 

 

 

 

 

 

Рис. 3.10. Избыточная температура Рис. 3.11. Температура стенки 

 

Сравнение с опытными данными выполним по коэффициенту 

теплоотдачи, используя критериальное уравнение (3.18). Получен-

ные результаты (рис. 3.12) и опытные данные (рис. 3.13), практи-

чески, совпадают. 
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Рис. 3.12. Коэффициенты  

теплоотдачи 

 

 

Рис. 3.13. Коэффициенты  

теплоотдачи (по формуле (9.22)) 

 

Cравнение характеристик с предыдущим режимом конвектив-

ного теплообмена (Pr < 1) показано на рис. 3.14-3.15. Величины, 

отмеченные индексом «0» соответствуют расчету с числом Pr < 1, 

величины, отмеченные индексом «1» соответствуют расчету с 

числом Pr = 1. 

 

 

Рис. 3.14. Толщина 

пограничного слоя 

 
Рис. 3.15. Коэффициенты  

теплоотдачи 

 

Откуда следует, что увеличение числа Прандтля приводит к 

увеличению толщины пограничного слоя и возрастанию коэффи-

циентов теплоотдачи. 
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3.3. Моделирование естественной конвекции  

для случая Pr > 1, qw = const 

Рассмотрим установившееся конвективное течение жидкости 

около нагретой вертикальной плоской стенки. На стенке задан по-

стоянный тепловой поток. Толщина гидродинамического погра-

ничного слоя больше толщины теплового слоя. Математическая 

постановка задачи включает в себя интегральное уравнение дви-

жения 

2

0 00y

d u
u dy g dy

dx y



  




 
   

 
  , (3.33) 

интегральное уравнение Кружилина 

2

1( , ) ( ) 1
y y

u x y u x
 

 
  
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,  
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
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
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 
   

 
 , (3.34) 

с граничными условиями (3.21) и (3.22). При постоянном тепловом 

потоке на стенке температура стенки есть величина переменная, 

следовательно ( )W w x  . Зададим профили продольной скорости 

и температуры 

2

( , ) ( ) 1w

y
x y x 

 
  

 
.   (3.35) 

Обратимся к уравнению (3.33), предварительно выписав вы-

ражения 
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Подставляя (3.6) в уравнение (3.33), получим уравнение дви-

жения 
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wgud
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
   . (3.37) 

Подставим профили (3.35) в уравнение (3.34), для чего найдем 
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Известно, что .const



  Кроме того, для больших чисел 

Прандтля 1



 . Следовательно, вторым и третьим слагаемыми 

можно пренебречь, по сравнению, с первым слагаемым. Тогда 
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wudy u 




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и уравнение Кружилина (4.34) примет вид 
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w
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. (3.39) 

При заданном тепловом потоке на стенке запишем закон Фурье 
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откуда 

2

w
w

q





 . (3.40) 

Будем считать, что подъемная сила уравновешивается силами 

трения, тогда на стенке будем иметь 
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Выпишем выражения 
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, 

и перепишем (3.41) в виде 
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(3.42) 

Добавим начальные условия задачи 

0x  , 0  , 
1 0u  , 0w  , 0  , (3.43) 

и будем иметь систему уравнений (3.37), (3.39), (3.40) и (3.43) для 

определения неизвестных величин 
1( ), ( ), ( ), ( ).wu x x x x  

 
Приведем систему к стандартному для численного решения виду 
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21 2
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ddu g d

dx dx dx

 
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 
  

 
, (3.46) 

2

w wd q d

dx dx






 . (3.47) 

Выполним численное решение задачи. Исходные данные:  

среда – вода при температуре 
0 20 СоТ  , 3 210 Вт/мwq   и 

3 22 10 Вт/м .wq    Для заданных характеристик число Релея 

137.8 10Ra   , следовательно, в пограничном слое наблюдается 

турбулентный режим течения. Результаты решения по жесткой 

схеме в размерном виде представлены на рис. 3.16–3.19. Величи-

ны, отмеченные индексом «1» соответствуют тепловому потоку 
2 20,5 10 Вт/м .wq   . Величины с индексом «2» соответствуют теп-

ловому потоку 2 22 10 Вт/м .wq    

 

 
 

Рис. 3.16. Толщина гидродинамического пограничного слоя 

 

Из графиков видно, что толщина гидродинамического погра-

ничного слоя больше толщины теплового пограничного слоя. При 
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увеличении теплового потока толщины пограничных слоев 

уменьшаются. На рис. 3.18–3.19 представлены графики изменения 

масштабов скорости и температуры. 

 

 
 

Рис. 3.17. Толщина теплового пограничного слоя 

 

 
 

Рис. 3.18. Масштаб скорости 
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Рис. 3.19. Масштаб температуры 

 

Откуда видно увеличение масштабов. На рис. 3.20–3.21 пока-

заны температура поверхности стенки и коэффициенты теплоот-

дачи. 

 
 

Рис. 3.20. Температура стенки 

 

Из графиков (рис. 3.20–3.21) следует, что при увеличении 

теплового потока температура стенки и интенсивность теплоотда-

чи возрастают. 
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Рис. 3.21. Коэффициенты теплоотдачи 

 

Сопоставим результат, полученный с использованием инте-

грального метода, с известными результатами для 3 210 Вт/м .wq   

Воспользуемся критериальным уравнением теплообмена для есте-

ственной конвекции около плоской вертикальной стенки с посто-

янным тепловым потоком на стенке [11] 

 
0.2

0.944x xNu Gr , (3.48) 

где x

x
Nu




 – число Нуссельта, 

4

2

w
x

g q x
Gr



 

   – модифициро-

ванное число Грасгофа. 

График зависимости коэффициента теплоотдачи от высоты 

пластины представлен на рис. 3.22. 

Сравнивая результаты рис.3.21–3.22 по среднему коэффици-

енту теплоотдачи, видим различие около 7 %.Построим безраз-

мерный график зависимости локального числа Нуссельта (

x
Nu




 ) от высоты плоской стенки для разных чисел Прандтля. 
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Рис. 3.22. Коэффициенты теплоотдачи (формула (3.48)) 

 

 
 

Рис. 3.23. Изменение числа Нуссельта:  

Nu0(x) для чисел Pr > 1; Nu1(x) для чисел Pr = 1; Nu2(x) для чисел Pr < 1 

 

Из графиков зависимости числа Нуссельта видно, что с ро-

стом числа Прандтля происходит увеличение интенсивности теп-

лоотдачи. 
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Глава 4. МОДЕЛИРОВАНИЕ  

ЕСТЕСТВЕННОЙ КОНВЕКЦИИ В ANSYS/CFX 

Решим задачу о естественной конвекции около плоской вер-

тикальной стенки, рассмотренную в главе 2. Покажем совпадение 

результатов решения упрощенных дифференциальных уравнений 

и полного конечно-элементного решения. При описании использо-

вания ANSYS предполагается, что читатель  имеет навыки работы 

с используемым пакетом. Методы работы с Ansys/CFX описаны, 

например, в [12]. Рассматривается течение воздуха вблизи нагре-

той вертикальной стенки с постоянной температурой либо с по-

стоянным тепловым потоком от поверхности. В качестве исследу-

емых параметров будем рассматривать изменение температуры и 

вертикальной скорости по нормали к стенке, а также изменение 

толщин динамического и теплового пограничного слоев вдоль 

стенки. 

4.1. Начало работы с ANSYS Workbench 

После запуска ANSYS/Workbench пользователю доступны 

панель Toolbox со списками доступных решателей, и отдельных 

компонент проектов, окно схемы проекта (ProjectSchematic), а так 

же окно сообщений Messages. Для создания нового проекта необ-

ходимо в окне Toolbox на вкладке AnalysisSystem выбрать компо-

нент FluidFlow (CFX) и левой кнопкой мыши перетащить его в 

окно ProjectSchematic (рис. 4.1). 

 



53 

 

 

Рис. 4.1 

 

Созданный проект нужно переименовать для лучшей иден-

тификации. Для этого нужно нажать правую кнопку мыши в стро-

ке 1 FluidFlow (CFX)  и в контекстном меню выбрать команду 

Rename (рис. 4.2). Новое название проекта – HeatTube. 

 
 

Рис. 4.2 
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Знаки вопроса, расположенные справа от этапов проекта на 

рис. 5 показывают, что действия, соответствующие этим этапам 

еще не выполнены. Кроме знаков вопроса могут быть и другие 

знаки, показывающие текущий статус данного этапа. Знаки могут 

быть следующие: 

данный модуль полностью выполнен и корректен. 

данные или результаты корректны, но предыдущий модуль 

был изменен. 

значения и структура данных текущего модуля были изме-

нены, требуется команды «Обновить». 

значения данных необходимо обновить вследствие изме-

нения предыдущего модуля. 

4.2. Создание геометрической модели 

Создание геометрии области течения происходит в модуле 

DesignModeler (DM), который запускается нажатием правой 

кнопки мыши строке Geometry (рис. 4.3).  

 

 

 

Рис. 4.3 
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Окно DesignModeler следующие основные рабочие элементы: 

Graphics – окно проектирования, в котором происходит непо-

средственное создание модели. 

TreeOutline – окно структуры модели. В нем отображаются 

все операции геометрического построения. В ходе создания мо-

дели любую операцию можно удалить или временно отключить, 

что приведет к автоматическому изменению всех частей моде-

ли, зависящих от этой операции. Это окно может иметь два ре-

жима работы.  

Sketching – в этом режиме отображаются команды создани-

яконтуров  геометрических фигур (двумерные эскизы).  

Modelling – в этом режиме на основе имеющихся эскизов со-

здаются трехмерные фигуры или поверхности. 

Details – окно, в котором можно указать геометрические ха-

рактеристики и другие параметры создаваемых объектов. 

Система координат – позволяет изменять режим просмотра 

модели. Щелчок мыши по любой из координатных осей приводит 

к тому, что эта ось становиться перпендикулярной экрану, щелчок 

мыши на сфере, приводит к изометрическому виду модели. 

В начале решения задачи необходимо выбрать систему еди-

ниц. Командой верхнего меню Units – Meter необходимо выбрать 

режим, когда все расстояния будут отображаться в метрах. В 

данной задаче областью решения будет являться параллелепипед 

размерами 1м х 1м и толщиной 0.1. Для создания параллелепипе-

да необходимо выполнить команды верхнего меню Create – 

Primitives – Box и в окне DetailsView задать значения, показан-

ные на рисунке 4.4. После задания всех данных необходимо 

нажать кнопку Generate и созданная фигура отобразится на 

экране. Далее необходимо задать названия граням, поскольку они 

будут использоваться в качестве граничных условий, которые 

будут использоваться в качестве граничных условий. Названия 

граней параллелепипеда показаны на рисунке 4.5. Грань 1 (левая 
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вертикальная) имеет название Heat_Wall, она представляет собой 

область с постоянной заданной температурой. Нижняя горизон-

тальная грань 2 имеет название Ground. Она определяет тепло-

изолированную твердую стенку. Правая вертикальная грань 3 

имеет название Opening. Она представляет собой область притока 

воздуха. Верхняя горизонтальная грань 4 называется  Outlet и 

определяет собой область выхода воздуха из области решения. 

Передняя и задняя вертикальные грани 5 и 6 являются областями 

симметрии и называются front_symmetry и rear_symmetry соот-

ветственно. 

 

 
 

 

 

 

Рис. 4.4 Рис. 4.5 

 

Для создания именованной области необходимо выполнить 

команду верхнего меню Tools – NamedSelection, указать необхо-

димую грань, например, переднюю область симметрии, в окне De-

tailsView нажать кнопку Apply и изменить название NamedSel1  на 

Front_Symmetry (рис. 4.6). После этого нажать кнопку Generate. 

Аналогичным образом создаются остальные именованные грани. 

Порядок создания именованных граней неважен. После создания 

все созданные названия появятся в дереве модели рис. 4.7. После 

этого модуль DesignModeler можно закрыть. 
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Рис. 4.6 Рис. 4.7 

4.3. Наложение конечно-элементной сетки 

Для запуска сеткогенератора необходимо запустить модуль 

Mesh в окне проекта. В модуле сеткогенератора необходимо вы-

звать контекстное меню для пункта Mesh и раскрывшемся меню 

выбрать пункты Insert – Method (рис. 4.8). 

 

 

 

Рис. 4.8 

 

После выполнения этой команде в пункте Mesh появится но-

вый элемент Method, детали которого будут отображены в окне 
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DetailsView. Эти детали нужно изменить согласно рисунку 4.9. В 

качестве параметра Source нужно указать грань HeatWall, а в каче-

стве параметра Target указать грань Opening. В решаемой задаче 

особый интерес представляет область решения, расположенная 

вблизи нагретой стенки, поскольку в этой области формируются 

пограничные слои и поперечные градиенты продольной скорости 

и температуры максимальны. В связи с этим около нагретой стен-

ки поперечный размер элементов сетки должен быть меньше сред-

него значения. Сформируем сетку таким образом, что бы у стенки 

толщина элементов сетки была минимальной и постепенно увели-

чивалась по мере удаления по нормали от стенки. Для этого будем 

использовать метод Sweep с переменным шагом. Параметры, 

обеспечивающие данный подход показаны на рисунке 4.9. После 

задания всех характеристик метода Sweep необходимо сгенериро-

вать сетку нажав кнопку  на панели инструментов. Вид сетки 

полученный в результате генерации показан на рисунке 4.10. 

 

 

 

Рис. 4.9 

 

Рис. 4.10 
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После генерации конечно элементной сетки модуль сеткоге-

нератора можно закрыть, а проект сохранить. 

4.4. Задание физических свойств  

и граничных условий 

Физические свойства моделируемого процесса и граничные 

условия задаются в модуле Setup, который необходимо запустить 

для дальнейшей работы. В дереве модели пункта Setup нужно убе-

диться, что значение параметра Analysistype установлено в значе-

ние Steady (стационарный анализ). Работа с модулем Setup состоит 

из следующих этапов:   

 задание свойств среды и ее движения в области решения; 

 задание граничных условий; 

 настройка параметров расчета. 

Для задания свойств среды необходимо в дереве модели вы-

звать контекстное меню и выполнить команду Edit для пункта De-

faultDomain. В раскрывшемся окне необходимо выполнить следу-

ющие действия: 

1. Вкладка BasicSettings 

 в области FluidandParticleDefinitions убедиться, что в обла-

сти течения задана только одна подвижная среда Fluid_1, свойства 

которой берутся из библиотеки Ansys и которая имеет физические 

свойства воздуха при температуре 25 градусов Цельсия (рис. 4.11). 

 в области DomainModels указать характерное значение 

давления ReferencePressure 0 Pa. В этом случае Ansys будет вы-

числять избыточное или недостаточное давление относительно 

атмосферного. Задать режим учета сил плавучести BuoyancyMod-

els и указать величину гравитационного ускорения и его направле-

ние в отрицательном направлении оси Y, указать характерное 

(начальное) значение температуры воздуха в области решения  

273 К, что соответствует 0 0С (рис. 4.12). 
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Рис. 4.11 

 

Рис. 4.12 

 

2. Вкладка Fluid Models 

 в области HeatTransfer выбрать значение ThermalEnergy 

 в области Turbulence выбрать значение None (Laminar) 

Значение ThermalEnergy определяет, что решается упрощен-

ное уравнение энергии, где генерация тепла за счет перепада дав-

ления не учитывается. Пункт Laminar означает, нет потери энергии 

на перемешивание слоев жидкости, т.е. течение ламинарное  

(рис. 4.13). 

После задания всех пунктов нажать кнопку Ok. 

 

 
 

Рис. 4.13 
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Граничные условия задаются последовательно. Для задания 

граничного условия необходимо нажать кнопку  на панели ин-

струментов, в появившемся окне InsertBoundary задать название 

граничного условия, затем в раскрывшемся окне заполнить вклад-

ки BasicSettings и BoundaryDetails. На вкладке BasicSettings необ-

ходимо указать  тип границы и область, которая ей соответствует. 

Окно InsertBoundary для граничного условия на горячей стенке 

показано на рисунке 18.  Названия остальных граничных условий 

совпадают с названиями именованных поверхностей, созданных 

ранее в DesignModeler. Вид вкладок BasicSettings и Bounda-

ryDetails для различных граничных условий показаны на рисунках 

4.14–4.24. 

 

 
 

Рис. 4.14 

 

На рисунках 4.15–20 показаны параметры граничного усло-

вия HeatWall. Граничное условие имеет тип Wall, расположено 

в именованной области Heat_Wall. Оно является стенкой к ко-

торой прилипает воздух при движении (NoSlipWall) и имеет 

температуру 80. 

На рисунках 4.17, 4.18 показаны параметры для граничного 

условия ground. Это условие представляет собой непроницаемую 

стенку, расположенную на грани Ground. Воздух скользит вдоль 

этой стенки (условие FreeSlipWall) и эта стенка не передает тепло 

(условие Adiabatic). 
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Рис. 4.15 

 
 

Рис. 4.16 

 

 

 

Рис. 4.17 
 

Рис. 4.18 

 

На рисунках 4.19–4.20 показаны параметры для граничного 

условия Opening. Это условие представляет собой поверхность 

через которую воздух может перетекать в любую сторону, но в 

строго заданном направлении. В данном случае граница располо-

жена на грани с названием Opening, в ней реализуется дозвуковое 

течение (Subsonic), на этой поверхности давление постоянно и 

равно нулю (ноль соответствует атмосферному давлению). Воздух 

может пересекать границу только по нормали. Температура возду-

ха за границей во внешней части равна 293 К. 

На рисунках 4.21, 4.22 показаны параметры для граничного 

условия Outlet. Это область вытекания воздуха из области реше-

ния, она расположена на грани Outlet, имеет параметры сходные с 

областью Opening, с тем отличием, что движение воздуха внутрь 

области решения через эту область вызывает ошибку решателя. 
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Рис. 4.19 Рис. 4.20 

 

 
 

 

 

 

 

  

 

Рис. 4.21 

 

Рис. 4.22 

 

На рисунках 4.23, 4.24 показаны характеристики для обла-

стей симметрии. Эти области не характеризуются только положе-

нием, дополнительных параметров у них нет. На поверхности 

симметрии становятся равными нулю градиенты всех параметров. 
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Рис. 4.23 

 

Рис. 4.24 

 

Настройка параметров расчета включает в себя выбор макси-

мального числа итераций и условия завершения расчета по сходи-

мости решения. Для настройки параметров расчета необходимо в 

дереве модели раскрыть пункт Simulation – Solver – SolverControl. 

В раскрывшемся окне необходимо указать максимальное количе-

ство итераций, которое сделает решатель, пункт Max. Iterations.  В 

качестве условия окончания расчетов по сходимости будем ис-

пользовать среднеквадратичную разность (RMS) между парамет-

рами текущего и предыдущего решения, пункты ConvergenceCrite-

ria – ResidualType – RMS. В качестве контрольного значения Re-

sidualTarget  необходимо указать величину 1е-6 (рис. 4.25). 

 

 
 

Рис. 4.25 

 

После этого модуль Setup можно закрыть. 
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4.5. Проведение расчетов и анализ результатов 

Для запуска расчетов необходимо открыть пункт Solution. От-

кроется окно  DefineRun,  в котором нужно указать, что вычисле-

ния проводятся с двойной точностью, параметр DoublePrecision, 

указать тип запуска SubmissionType – DirectStart. Если необходимо 

задать режим параллельных вычислений RunMode – IntelMPILo-

calParallel и  указать число используемых ядер процессора (Parti-

tion), Рис. 4.26. Дополнительно на вкладке InitialValues необходи-

мо указать, что начальные значения параметров при вычислениях 

программа будет получать из начальных условий заданных поль-

зователем InitializationOption – InitialCondition. После указания 

всех данных необходимо нажать кнопку StartRun. 

 

 
 

Рис. 4.26 
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Во время проведения расчетов на экране будут отображаться 

разности между значениями параметров текущего и предыдущего 

решений, а так же протокол вычислений (рис. 4.27). 

 

 

 

Рис. 4.27 

 

Если необходимо, то вычисления можно приостановить при 

помощи кнопки STOP, а затем продолжить при необходимости. По 

окончании вычислений будет выдано сообщение об их успешном 

или неуспешном завершении. 

Для обработки полученных результатов необходимо запу-

стить модуль Results в окне проекта. Построим распределение 

температуры и скорости по нормали к стенке и сравним его с ри-

сунками 1.1 и 1.2. Найдем изменение толщин пограничных слоев с 

расстоянием и сравним их с графиками на рисунках 2.1 и 2.2.  

Для построения распределения скорости и температуры по 

нормали к стенке необходимо построить линию, с которой будут 

браться данные. Для построения линии необходимо выполнить 

команды Location – Line на панели инструментов (рис. 4.28). 
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Рис. 4.28 

 

После этого раскроется окно, в котором необходимо будет 

указать координаты крайних точек линии (рис. 4.29). Возьмем ор-

динату линии равную 0.8, чтобы с одной стороны иметь в этом 

месте сформировавшийся пограничный слой, с другой стороны 

находиться на удалении от края во избежание не учитываемых 

краевых эффектов. Количество точек на линии необходимо задать 

500, так как наиболее важная область вблизи стенки намного ко-

роче самой линии и этой области плотность точек должна быть 

высокой. 

 

 
 

Рис. 4.29 
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После задания всех параметров и нажатия кнопки Apply линия 

отобразиться в области решения. 

Для построения графика (Chart) необходимо нажать кнопку 

 на панели инструментов, раскроется окно настроек графика в 

котором  нужно указать источник данных для графика (линия 1), 

данные по осям X и Y, а так же диапазон изменения данных на 

осях. 

Правильно заполненные данные графика для вкладок DataSer-

ies, XAxis, YAxis показаны на рисунке 4.30–4.32. 

 

 

 

 

 

Рис. 4.30 Рис. 4.31 

 

После заполнения всех вкладок и нажаться кнопки Apply на 

экране отобразиться созданный график (рис. 4.33). Если этого не 

происходит необходимо выполнить двойной Click на пункте 

Chart1 дерева модели. 
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Рис. 4.32 

 

 

 

Рис. 4.33 
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Сравнивая рисунки 1.2 и 4.33 можно видеть, что качественно 

графики совпадают. Более того, выравнивание температуры про-

исходит на расстоянии порядка 0.02 м от стенки. Эта величина 

является толщиной температурного пограничного слоя для дан-

ной высоты. Сравнивая толщину температурного пограничного 

слоя на рисунках 1.2 и 4.33 видно, что они близки друг к другу. 

Аналогичным образом нужно построить второй график, только 

на вкладке Y axis теперь нужно выбрать параметр Velocity v (ри-

сунок 4.34).  

 

 

 

Рисунок 4.34 

 

Распределение скорости на рисунке 4.35 качественно совпа-

дает с распределением скорости на рисунке 1.1, сравнивая тол-

щину гидродинамического пограничного слоя на рисунке 4.35 с 

аналогичной величиной на рисунке 1.1 видно, что эти величины 

близки. Имеющаяся разница объясняется упрощениями при диф-

ференциальном решении и погрешностями при конечно-

элементном решении. 

Для построения толщин гидродинамического и температурно-

го пограничных слоев будем использовать изоповерхности, на ко-

торых некоторый параметр сохраняет постоянное значение. Для 
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создания изоповерхности необходимо на панели инструментов 

нажать кнопку Location – Isosurface (рис. 4.36). 

 

 
 

Рис. 4.35 

 

 
 

Рис. 4.36 
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Рис. 4.37 

 

В окне настроек поверхности необходимо указать исследуемую 

величину (Temperature)  и значение величины для которой строится 

поверхность (рис. 4.37). После нажатия кнопки Apply изоповерх-

ность отобразится на экране. Для лучшего обзора изображение 

необходимо повернуть вокруг вертикальной оси (рис. 4.38).  

 

 
 

Рис. 4.38 
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На рисунке 4.38 видно, что толщина пограничного слоя 

возрастает по мере продвижения вдоль стенки так же как и на 

рисунке 2.2. Аналогичным образом строится изоповерхность 

для вертикальной скорости. Контрольное значение необходимо 

выбрать 0.01 м/с (рис. 4.39). После нажатия кнопки Apply изо-

поверхность для скорости отобразиться на экране (рис. 4.40). На 

рисунке 4.40 видно, что изоповерхность состоит из двух частей, 

одна идет непосредственно у стенки, вторая отстоит от стенки 

на расстояние равное толщине гидродинамического погранич-

ного слоя. Так же как и толщина температурного пограничного 

слоя, толщина гидродинамического пограничного слоя увели-

чивается по мере продвижения вдоль стенки аналогично рисун-

ку 2.1. 

Таким образом, можно заключить, что конечно-элементный 

подход дает результаты схожие с решением обыкновенных диф-

ференциальных уравнений, но при этом позволяет решать задачи 

со значительно более сложной геометрией и физическими услови-

ями. 

 

 

 

Рис. 4.39 
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Рис. 4.40  
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В данной работе проведено исследование процессов есте-

ственной конвекции около вертикальных протяженных поверхно-

стей, таких как плоская стенка. Основное внимание уделено ана-

лизу гидродинамических и тепловых пограничных слоев, возни-

кающих при естественной конвекции, и их влиянию на теплооб-

мен. 

Использование интегральных методов позволило получить 

приближённые решения для задач естественной конвекции. Пока-

зано, что толщина гидродинамического и теплового пограничных 

слоёв зависит от числа Прандтля (Pr), температуры стенки и теп-

лового потока. Для жидкостей с Pr < 1 толщина гидродинамиче-

ского слоя меньше теплового, а для жидкостей с Pr > 1 наблюдает-

ся обратная зависимость. При Pr = 1 толщины слоёв равны. Полу-

ченные профили скорости и температуры, а также локальные ко-

эффициенты теплоотдачи хорошо согласуются с известными кри-

териальными зависимостями (отклонение не превышает 7–8 %), 

что подтверждает адекватность использованных интегральных мо-

делей. 

В качестве иллюстрации возможностей современных вы-

числительных пакетов для моделирования естественной конвек-

ции около вертикальных протяженных поверхностей решена зада-

ча о конвекционном движении в конечно-элементном пакете 

Ansys. Показано качественное и количественное совпадение ко-

нечно-элементного решения с аналитическим решением, получен-

ным на основе дифференциальных уравнений. Это позволяет ре-

комендовать описанную методику для практических инженерных 
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расчётов теплообмена, в том числе для тел сложной геометрии, где 

аналитические методы затруднены. 

Таким образом, данное пособие объединяет классические 

аналитические методы теории пограничного слоя с современными 

инструментами компьютерного инжиниринга, что позволяет обу-

чающимся глубже понять физику свободно-конвективных течений 

и приобрести практические навыки их моделирования.  
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