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Введение

В учебном пособии рассматривается задача Штурма–Лиувилля

−y′′ + q(x)y = λy, x ∈ (0, π),

y(0) = y(π) = 0.

Данная краевая задача для линейного уравнения второго по-

рядка начала изучаться в серии работ французских математиков

Ж. Ш. Ф. Штурма и Ж. Лиувилля 1836–41 гг. (см. [22]). Задача

Штурма–Лиувилля возникает при решении уравнений математиче-

ской физики методом разделения переменных (см. [14, Глава II,

§ 3]). При этом важную роль при этом играют свойства ее собствен-

ных значений и собственных функций, рассматриваемые в данном

пособии: вещественность, простота и асимптотическое поведение

собственных значений, ортогональность собственных функций.

Данное учебное пособие дополняет классические учебники по

уравнениям математической физики введением в теорию обратных

спектральных задач Штурма–Лиувилля. Это направление интенсив-

но развивается в работах российских и зарубежных математиков,

начиная с 50-х годов прошлого века, и знакомство с ним будет по-

лезно студентам для их научно-исследовательской работы. Стоит

также отметить, что часть результатов учебного пособия получена

при помощи теории операторов в общем виде и поэтому без труда

может быть перенесена на другие классы краевых задач.

Учебное пособие состоит из четырех глав. Первая глава содер-

жит вспомогательные сведения из линейной алгебры, теории функ-

ций комплексной переменной и функционального анализа, исполь-

зуемые в последующих главах. Во второй главе изучаются свой-

ства решений уравнения Штурма–Лиувилля и собственных значе-
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ний краевой задачи. В частности, доказана теорема об асимптоти-

ческом поведении собственных значений. В третьей главе вводит-

ся оператор Штурма–Лиувилля и применяется операторный подход

для исследования спектральных свойств рассматриваемой краевой

задачи. Четвертая глава представляет собой краткое введение в тео-

рию обратных задач Штурма–Лиувилля. В ней приведены поста-

новки обратных задач и доказаны теоремы единственности их ре-

шения.

Учебное пособие предназначено для студентов направлений

«Прикладная математика и информатика», «Прикладные математи-

ка и физика» и других математических специальностей как допол-

нительная литература по дисциплине «Уравнения математической

физики». Также данное пособие может использоваться для научной

работы студентов и аспирантов.
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Обозначения

N — множество натуральных чисел.

Z — множество целых чисел.

R — множество действительных чисел.

C — множество комплексных чисел.

T — знак транспонирования.

Re z и Im z — действительная и мнимая части комплексного

числа.

z — комплексное сопряжение.

i — мнимая единица: i2 = −1.

Res
z=z0

— вычет относительно особой точки z0.∮
— контурный интеграл.

k, n — диапазон целых чисел от k до n.

≡ — знак тождественного равенства при любых значениях ар-

гументов.

C[a, b] — пространство непрерывных на отрезке [a, b] функций.

Ck[a, b] — пространство k раз непрерывно дифференцируемых

на отрезке [a, b] функций.

O(·) и o(·) — символы Ландау.

ρ =
√
λ, τ = Im ρ.

⟨y, z⟩ — вронскиан yz′ − y′z.

В оценках символ C обозначает различные положительные

константы, не зависящие от x, λ, n и т.п.
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1. Предварительные сведения

Данная глава содержит сведения из линейной алгебры, теории

функций комплексной переменной и функционального анализа, ко-

торые используются в основной части учебного пособия.

1.1. Линейное пространство

Пусть V — некоторое множество. Пусть на множестве V опре-

делена операция сложения, ставящая в соответствие любой паре

элементов a, b из V однозначно определенный элемент a + b из

V , называемый их суммой, и определена операция умножения на

комплексное число, причем произведение αa элемента a на число α

однозначно определено и принадлежит V . Далее в этом разделе ла-

тинские буквы a, b, . . . будут обозначать элементы из V , а греческие

буквы α, β, . . . — комплексные числа.

Множество V называется комплексным линейным простран-

ством, если введенные операции удовлетворяют следующим акси-

омам:

1. a+ b = b+ a (коммутативность сложения).

2. (a+ b) + c = a+ (b+ c) (ассоциативность сложения).

3. В V существует нулевой элемент 0, удовлетворяющий усло-

вию: a+ 0 = a для всех a из V .

4. Для любого элемета a в V существует противоположный эле-

мент −a, удовлетворяющий условию: a+ (−a) = 0.

5. α(a + b) = αa + αb (дистрибутивность умножения на число

относительно сложения элементов V ).
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6. (α+β)a = αa+βa (дистрибутивность умножения на элемент

пространства V относительно сложения чисел).

7. (αβ)a = α(βa).

8. 1 · a = a.

Аналогично можно ввести понятие действительного линейно-

го пространства, в котором определены операции сложения век-

торов и умножения вектора на действительное число. Однако в

данном учебном пособии будут рассматриваться преимущественно

комплексные пространства.

Перечислим простейшие свойства, вытекающие из аксиом 1–8.

1. Нулевой элемент в пространстве V единственен.

2. Противоположный элемент к каждому из элементов про-

странства V единственен.

3. Для любых элементов a и b из V существует и единственна

разность a− b = a+ (−b).

4. α · 0 = 0 для любого α ∈ C.

5. 0 · a = 0.

6. Если αa = 0, то α = 0 или a = 0.

7. α(−a) = −αa.

8. (−α)a = −αa.

9. α(a− b) = αa− αb.

10. (α− β)a = αa− βb.
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Элементы линейного пространства называются векторами.

Пусть a1, a2, . . . , ak — векторы линейного пространства V и α1,

α2, . . . , αk — комплексные числа. Вектор α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak

называется линейной комбинацией векторов a1, a2, . . . , ak с коэф-

фициентами α1, α2, . . . , αk.

Система векторов a1, a2, . . . , ak называется линейно независи-

мой, если равенство

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak = 0

возможно лишь при α1 = α2 = · · · = αk = 0.

Базисом линейного пространства называется упорядоченная

линейно независимая система векторов пространства, через кото-

рую линейно выражается любой вектор пространства, то есть си-

стема векторов e1, e2, . . . , en образует базис в V , если

– система e1, . . . , en линейно независима,

– для любого вектора x ∈ V существуют числа x1, x2, . . . , xn,

такие что

x = x1e1 + x2e2 + · · ·+ xnen. (1.1)

Все базисы линейного пространства состоят из одного и то-

го же числа векторов, которое называется размерностью простран-

ства. Если это число конечное и равно n, линейное пространство

называется конечномерным или n-мерным, иначе — бесконечномер-

ным. Далее мы будем считать, что V — n-мерное линейное про-

странство. В n-мерном пространстве любые n линейно независи-

мых векторов образуют базис.

Пример 1.1. Пространство Cn всевозможных комплексных

векторов-столбцов (x1, x2, . . . , xn)
T размера n является n-мерным
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линейным пространством. Операции сложения и умножения на чис-

ло в Cn вводятся следующим образом:

x = (x1, x2, . . . , xn)
T , y = (y1, y2, . . . , yn)

T ,

x+ y = (x1 + y1, x2 + y2, . . . , xn + yn)
T ,

αx = (αx1, αx2, . . . , αxn)
T .

Нетрудно видеть, что для введенных операций выполняются

аксиомы 1–8. Базисом в Cn будет, например, система единичных

векторов e1, e2, . . . , en, где вектор ej содержит единицу в j-й пози-

ции, и все остальные его элементы равны нулю.

Разложение (1.1) вектора по базису единственно для любого

вектора из конечномерного пространства V . Коэффициенты x1, x2,

. . . , xn называются координатами вектора x в базисе e1, e2, . . . ,

en. Таким образом, существует взаимно однозначное соответствие

между векторами n-мерного пространства V и векторами коорди-

нат (x1, x2, . . . , xn)
T , которые образуют пространство Cn. Поэтому

вместо произвольного n-мерного пространства можно ограничить-

ся изучением пространства Cn.

Пример 1.2. Рассмотрим функции вида c1 sinx+c2 cosx на отрезке

[0, π], где c1, c2 — произвольные комплексные коэффициенты. Все

функции такого вида образуют линейное пространство, в которых

сложение и умножение на число заданы следующим образом:

f(x) = c1 sinx+ c2 cosx, g(x) = d1 sinx+ d2 cosx,

f(x) + g(x) = (c1 + d1) sinx+ (c2 + d2) cosx,

αf(x) = (αc1) sinx+ (αc2) cosx.
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Нетрудно видеть, что для введенных операций выполняются

аксиомы 1–8.

Функции sinx и cosx линейно независимы и образуют базис в

рассматриваемом пространстве. Значит, пространство конечномер-

но и имеет размерность 2. Числа c1 и c2 являются координатами

функции c1 sinx + c2 cosx в этом базисе. Таким образом, любой

функции вида c1 sinx + c2 cosx соответствует вектор (c1, c2)
T из

пространства C2.

Пример 1.3. Множество непрерывных на отрезке [a, b] функций

C[a, b] является линейным пространством. Операции сложения и

умножения на число в нем вводятся естественным образом. Извест-

но, что это пространство бесконечномерно, то есть в нем не су-

ществует конечного базиса. Все пространства, содержащие C[a, b]

(например, определенное в разделе 1.4 пространство L2(a, b)), тоже

являются бесконечномерными.

Непустое подмножество L линейного пространства V называ-

ется подпространством, если оно само является линейным про-

странством относительно операций сложения векторов и умноже-

ния вектора на число, заданных в V . Непустое подмножество L

линейного пространства V является его подпространством тогда

и только тогда, когда для любых двух векторов L их линейная

комбинация также принадлежит L. Заметим, что нулевой элемент

пространства V принадлежит всем его подпространствам. Любое

линейное пространство имеет нулевое подпространство, состоя-

щее из одного нулевого элемента, и подпространство, совпада-

ющее со всем пространством. Также подпространством линейно-

го пространства V будет линейная оболочка любых векторов a1,

a2, . . . , ak, то есть множество всех линейных комбинаций вида

α1a1 + α2a2 + · · ·+ αkak, где α1, α2, . . . , αk — комплексные числа.
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Линейную оболочку векторов a1, a2, . . . , an еще называют про-

странством, натянутым на эти векторы.

Дополнительная литература к разделу 1.1: [2, 3, 5].

1.2. Аналитические функции

Пусть f(z) — однозначная функция, определенная в области

G плоскости комплексной переменной z. Область — это открытое

связное множество. Каждая точка z0 принадлежит области вместе с

некоторой окрестностью {z ∈ C : |z − z0| < ε}, ε > 0.

Будем говорить, что функция f(z) комплексно дифференцируе-

ма в точке z области G, если отношение

f(z + h)− f(z)

h

стремится к нулю при h → 0. Предел этого отношения называется

производной функции f в точке z и обозначается f ′(z):

f ′(z) = lim
h→0

f(z + h)− f(z)

h
.

Функция f(z) называется аналитической в области G, если она

комплексно дифференцируема в каждой точке этой области. Гово-

рят, что функция f(z) аналитична в точке z, если она аналитична в

некоторой окрестности этой точки.

Аналитичность функции — достаточно сильное требование.

Действительно, предполагая дифференцируемость функции f(z) в

точке z, мы считаем, что предел отношения
f(z + h)− f(z)

h
будет

одним и тем же числом вне зависимости от направления, по кото-

рому переменная точка z + h приближается к точке z. Более того,

понятие аналитичности требует комплексной дифференцируемости
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функции не в одной конкретной точке, а в области. Поэтому ана-

литические функции обладают рядом специфических свойств, иг-

рающих важную роль в теории функций комплексной переменной.

Приведем альтернативное эквивалентное определение аналитиче-

ской функции.

Функция f(z) называется аналитической в точке z0, если ее

ряд Тейлора

f(z0) + f ′(z0)(z − z0) +
f ′′(z0)

2!
(z − z0)

2 + · · ·+

+
f (n)(z0)

n!
(z − z0)

n + . . . (1.2)

сходится к f(z) в некоторой окрестности точки z0.

Функция называется целой, если она аналитична во всей ком-

лексной плоскости. В этом случае ее ряд Тейлора (1.2) сходится к

ее значению в любой точке комплексной плоскости.

Примеры целых функций:

Pn(z) = a0 + a1z + a2z
2 + · · ·+ anz

n,

ez = 1 + z +
z2

2!
+
z3

3!
+ · · ·+ zn

n!
+ . . . ,

sin z = z − z3

3!
+
z5

5!
− · · ·+ (−1)nz2n+1

(2n+ 1)!
+ . . . ,

cos z = 1− z2

2!
+
z4

4!
− · · ·+ (−1)nz2n

(2n)!
+ . . . ,

cos
√
z = 1− z

2!
+
z2

4!
+ · · ·+ (−1)nzn

(2n)!
+ . . . ,

sin
√
z√

z
= 1− z

3!
+
z2

5!
− · · ·+ (−1)nzn

(2n+ 1)!
+ . . . .
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Отметим, что функция
√
z не является целой, так как ее произ-

водная (
√
z)′ =

1

2
√
z

не существует в нуле. Тем не менее, функции

cos
√
z и

sin
√
z√

z
аналитичны в нуле, что следует из вида их рядов

Тейлора. Функция
√
z, в свою очередь, аналитична во всех точках

z ̸= 0 и также будет аналитической, например, в области, пред-

ставляющей собой всю комплексную плоскость с разрезом по лучу

z ⩾ 0.

Для аналитических функций справедливы следующие теоре-

мы.

Теорема 1.4 (принцип максимума модуля, [12], c. 205). Модуль

функции f(z) ̸≡ const, аналитической в области G и непрерыв-

ной в ее замыкании G, достигает своего максимального значения

на границе области.

Теорема 1.5 (Лиувилля, [12], с. 208). Если функция f(z), аналити-

ческая во всей комплексной плоскости, является ограниченной по

модулю, то она постоянна.

Теорема 1.6 (единственности, [12], с. 201). Если две функции f(z)

и g(z), аналитические в некоторой области G, имеют равные зна-

чения на бесконечном множестве точек E в этой области, причем

множество E допускает по крайней мере одну предельную точку,

лежащую внутри G, то эти функции равны между собой всюду в

области G.

Таким образом, две аналитические функции совпадают в об-

ласти, если они совпадают, например, на каком-либо отрезке, при-

надлежащим этой области, или на счетном множестве, имеющем

предельную точку в этой области. Счетное множество — это бес-
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конечное множество, элементы которого можно пронумеровать на-

туральными числами.

Из теоремы единственности вытекает следующее важное

утверждение о нулях аналитической функции.

Теорема 1.7. Функция f(z) ̸≡ 0, аналитическая в областиG, имеет

в этой области не более чем счетное множество нулей, которое

не имеет предельных точек в области G.

Отметим, что множество нулей целой функции может быть:

– пустым (пример — ez);

– конечным (пример — многочлен Pn(z));

– счетным с бесконечно удаленной предельной точкой (приме-

ры — sin z, cos z).

1.3. Ряд Лорана и вычеты

‘

Пусть f(z) — функция, аналитическая в кольце {z : r < |z −
z0| < R}. Тогда имеет место разложение в ряд Лорана, который

сходится к f(z) во всех точках кольца:

f(z) =

∞∑
n=−∞

cn(z − z0)
n. (1.3)

Коэффициенты ряда Лорана cn определяются однозначно. Сум-

ма
∞∑
n=0

cn(z − z0)
n называется правильной частью ряда Лорана1.

1Правильная часть представляет собой ряд Тейлора, сходящийся в круге
{z : |z − z0| < R}.
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Сумма по отрицательным степеням
∑−1

n=−∞ cn(z − z0)
n называет-

ся главной частью ряда Лорана. Если главная часть содержит хотя

бы один ненулевой коэффициент, она неограниченно возрастает по

абсолютной величине при z → z0.

Особого внимания заслуживает случай, когда r = 0 и ряд Ло-

рана сходится к f(z) при всех z в круге {z : |z − z0| < R}, кроме,

возможно, z = z0. В этом случае точка z0 называется изолированной

особой точкой функции f(z).

Существует три типа изолированных особых точек:

1. Точка z0 называется существенно особой точкой функции

f(z), если ряд Лорана (1.3) содержит бесконечное число от-

рицательных степеней (z − z0).

2. Точка z0 называется полюсом функции f(z), если ряд Лора-

на (1.3) содержит конечное число отрицательных степеней.

3. Точка z0 называется устранимой особой точкой, если ряд Ло-

рана (1.3) не содержит отрицательных степеней.

Функция называется мероморфной, если она не имеет конеч-

ных особых точек, кроме полюсов. Отношение двух целых функций
f(z)

g(z)
является мероморфной функцией, нули которой совпадают с

нулями f(z), а полюсы — с нулями g(z). Верно и обратное: лю-

бую мероморфную функцию можно представить в виде отношения

двух целых функций. Заметим, что в силу теоремы 1.7, мероморф-

ная функция имеет не более чем счетное множество полюсов, не

имеющее конечных предельных точек.

Вычетом функции f(z) относительно изолированной особой

точки z0 называется коэфициент c−1 ряда Лорана (1.3) при степени

(z − z0)
−1. Для вычета используется обозначение Res

z=z0
f(z).
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Существуют простые формулы для вычисления вычетов отно-

сительно полюсов. Говорят, что точка z0 является полюсом n-го по-

рядка функции f(z), если главная часть ряда Лорана функции f(z)

относительно этой точки имеет вид

c−1

z − z0
+

c−2

(z − z0)2
+ · · ·+ c−n

(z − z0)n
.

Полюс первого порядка называется простым. Вычет относи-

тельно простого полюса может быть вычислен по следующей фор-

муле:

Res
z=z0

f(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z). (1.4)

Действительно, ряд Лорана относительно простого полюса

имеет вид

f(z) =
c−1

z − z0
+ c0 + c1(z − z0) + c2(z − z0)

2 + . . . . (1.5)

Подставляя формулу (1.5) в правую часть (1.4), получаем

lim
z→z0

(z − z0)f(z) = lim
z→z0

(
c−1 + c0(z − z0) + c1(z − z0)

2+

+ c2(z − z0)
3 + . . .

)
= c−1,

что доказывает формулу (1.4).

Вычет функции f(z) относительно полюса n-го порядка z0 вы-

числяется по формуле

Res
z=z0

f(z) =
1

(n− 1)!
lim
z→z0

dn−1[(z − z0)
nf(z)]

dzn−1
.

Если m(z) — мероморфная функция, представимая в виде от-

ношения целых функций
f(z)

g(z)
, причем f(z) и g(z) не имеют общих
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нулей, то полюсы m(z) совпадают с нулями g(z) и порядки полю-

сов совпадает с кратностями нулей. Число z0 является нулем крат-

ности k аналитической в z0 функции g(z), если g(j)(z0) = 0 при

j = 0, k − 1 и g(k)(z0) ̸= 0. Здесь мы считаем, что g(0)(z) = g(z).

Вычет мероморфной функции m(z) =
f(z)

g(z)
относительно простого

полюса z0 может быть вычислен по формуле

Res
z=z0

m(z) =
f(z0)

g′(z0)
. (1.6)

Данная формула может быть легко получена из (1.4):

Res
z=z0

m(z) = lim
z→z0

(z − z0)f(z)

g(z)− g(z0)
=
f(z0)

g′(z0)
.

Справедлива основная теорема о вычетах.

Теорема 1.8 ([12], с. 238). Пусть f(z) — функция, аналитическая

во всех точках области G, кроме конечного числа особых точек

z1, z2, . . . , zk. Обозначим через Γ произвольный кусочно-гладкий

замкнутый контур, содержащий внутри себя точки z1, z2, . . . , zk
и целиком лежащий в области G. При этих условиях интеграл от

функции f(z) по контуру Γ, деленный на 2πi, равен сумме вычетов

этой функции относительно z1, z2, . . . , zk:

1

2πi

∮
Γ

f(z) dz =

k∑
j=1

Res
z=zk

f(z).

Дополнительная литература к разделам 1.2 и 1.3: [12, 16].
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1.4. Гильбертово пространство

Скалярным произведением в комплексном линейном простран-

стве H называется функция (x, y), определенная для каждой пары

элементов x, y ∈ H и удовлетворяющая следующим условиям:

1. (x, y) = (y, x) (в частности, (x, x) — вещественное число);

2. (x1 + x2, y) = (x1, y) + (x2, y);

3. (λx, y) = λ(x, y), λ ∈ C;

4. (x, x) ⩾ 0, причем (x, x) = 0 тогда и только тогда, когда x = 0.

Элементы x и y пространства со скалярным произведением на-

зываются ортогональными, если (x, y) = 0.

Нормой в линейном пространстве H называется функционал2,

обозначаемый ∥.∥ и удовлетворяющий следующим трем аксиомам:

1. ∥x∥ ⩾ 0, причем ∥x∥ = 0 только при x = 0;

2. ∥λx∥ = |λ|∥x∥ при любых λ ∈ C и x ∈ H;

3. ∥x+ y∥ ⩽ ∥x∥+ ∥y∥, x, y ∈ H (неравенство треугольника).

Линейное пространство H , на котором задана норма, называ-

ется нормированным пространством.

В пространстве со скалярным произведением вводится норма

∥x∥ =
√

(x, x). Нетрудно проверить, что для нее выполнены все

три аксиомы нормы.

Бесконечномерное линейное пространство со скалярным про-

изведением называется гильбертовым пространством, если оно

2То есть функция, заданная на H , с числовой областью значений
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дополнительно удовлетворяет условиям полноты и сепарабельно-

сти (более подробно см. в [4, 7]). Однако утверждения о гильберто-

вом пространстве, приведенные в данном учебном пособии, спра-

ведливы для любого линейного пространства со скалярным произ-

ведением. Свойства полноты и сепарабельности в их доказатель-

ствах не используются.

Рассмотрим примеры гильбертовых пространств.

Пример 1.9. Пространство Cn комплексных векторов размерности

n со скалярным произведением

(x, y) =

n∑
j=1

xjyj ,

строго говоря, не является гильбертовым, потому что оно конечно-

мерно. Тем не менее, для него выполнены все остальные условия

из определения и многие свойства гильбертова пространства.

Пример 1.10. Пространство l2 бесконечных последовательностей

{xn}∞n=1, для которых

∞∑
n=1

|xn|2 <∞,

является гильбертовым пространством со скалярным произведени-

ем и нормой

(x, y) =

∞∑
n=1

xnyn, ∥x∥ =

( ∞∑
n=1

|xn|2
)1/2

.

Следующим важным примером гильбертова пространства яв-

ляется пространство функций L2(a, b).
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Определение 1.11. Пространством L2(a, b) называется линейное

пространство, состоящее из классов эквивалентных между собой

функций, интегрируемых с квадратом, то есть таких функций f(x),

для которых ∫ b

a
|f(x)|2 dx <∞.

Под интегрируемостью здесь понимается интегрируемость по

Лебегу (см. [11, Главы V, VI]). Отметим, что две функции f, g ∈
L2(a, b) считаются равными, если f(x) = g(x) п.в. («почти всюду»)

на (a, b). Равенство «почти всюду» означает, что функции равны на

всем интервале (a, b) за исключением, возможно, множества меры

нуль. Множествами меры нуль являются, в частности, все конечные

и счетные множества. Поэтому функции из L2(a, b), строго говоря,

не имеют значений в конкретных точках. Значение функции в точке

можно заменить на любое другое значение, и элемент простран-

ства L2 от этого не изменится. Поэтому в определении идет речь

о классах эквивалентных между собой функций. Отсюда, в частно-

сти, следует, что L2(a, b) = L2[a, b], так как значения функций в

точках a и b все равно не важны.

Интегрируемыми по Лебегу на конечном интервале (a, b) функ-

циями являются все функции, интегрируемые по Риману (обратное

неверно). В частности, все непрерывные на отрезке [a, b] функции

являются интегрируемыми по Лебегу и принадлежат пространству

L2(a, b), однако это пространство не исчерпывается непрерывными

функциями.

Приведем некоторые примеры функций, принадлежащих про-

странству L2(a, b).

Пример 1.12. Пусть a = x0 < x1 < x2 < · · · < xn−1 < xn = b —

разбиение отрезка [a, b]. К функциям из класса L2(a, b) относятся
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все ступенчатые функции вида f(x) = ak, xk−1 < x < xk (значения

в точках разбиения xk неважны), k = 1, n, где {ak}nk=1 — некоторые

числа. Для ступенчатых функций∫ b

a
|f(x)|2 dx =

n∑
k=1

∫ xk

xk−1

|ak|2 dx =
n∑

k=1

(xk − xk−1)|ak|2 <∞.

Пример 1.13. Функции из L2(a, b) не обязательно ограничены. На-

пример, x−α ∈ L2(0, 1) при 0 < α < 1/2:∫ 1

0

∣∣x−α
∣∣2 dx =

x−2α+1

−2α

∣∣∣∣1
0

<∞.

Пространство функций L2(a, b) является гильбертовым про-

странством со скалярным произведением и нормой

(f, g) =

∫ b

a
f(x)g(x) dx, ∥f∥ =

(∫ b

a
|f(x)|2 dx

)1/2

.

Дополнительная литература к разделу 1.4: [4, 7].
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2. Собственные значения задачи Штурма–

Лиувилля

Рассмотрим краевую задачу для уравнения Штурма–Лиувилля

−y′′ + q(x)y = λy, x ∈ (0, π), (2.1)

с краевыми условиями Дирихле

y(0) = 0, y(π) = 0. (2.2)

Здесь q — комплекснозначная функция, непрерывная на отрезке

[0, π], λ — комплексное число. Обычно функцию q называют потен-

циалом, число λ — спектральным параметром. Обозначим задачу

(2.1)–(2.2) через L.

Интервал (0, π) взят для простоты. Случай произвольного ин-

тервала (a, b) всегда сводится к этому случаю путем линейной за-

мены переменной: x = ct+ d.

Определение 2.1. Собственным значением краевой задачи L на-

зывается значение параметра λ, при котором данная задача имеет

нетривиальное решение y (y ̸≡ 0), называемое собственной функ-

цией, отвечающей собственному значению λ.

В данной главе изучаются некоторые свойства решений уравне-

ния Штурма–Лиувилля (2.1) и собственных значений краевой зада-

чи L при произвольном коплекснозначном потенциале q. Основным

результатом главы является теорема 2.8, описывающая асимптоти-

ческое поведение собственных значений.

24



2.1. Характеристическая функция

Пусть S(x, λ) и C(x, λ) — решения уравнения (2.1), удовлетво-

ряющие начальным условиям3

S(0, λ) = 0, S′(0, λ) = 1, C(0, λ) = 1, C ′(0, λ) = 0. (2.3)

Заметим, что в силу теоремы Пикара о существовании и един-

ственности решения задачи Коши [9, Глава 5, § 1], условия (2.3)

однозначно задают решения уравнения (2.1) на отрезке [0, π]. Бо-

лее того, из доказательства теоремы Пикара вытекает непрерыв-

ная зависимость этих решений от спектрального параметра λ (см.

[9, Глава 5, § 2]). Аналогично можно показать, что данная за-

висимость является аналитической. Действительно, коэффициенты

уравнения (2.1) зависят от параметра λ линейно, что является част-

ным случаем аналитической зависимости. При доказательстве тео-

ремы Пикара решения дифференциального уравнения строятся в

виде рядов, члены которых также будут аналитическими функци-

ями параметра λ. Вследствие этого решения S(x, λ) и C(x, λ), а

также их производные S′(x, λ) и C ′(x, λ) по переменной x анали-

тичны по λ ∈ C при каждом фиксированном x ∈ [0, π]. Функции,

аналитические во всей комплексной плоскости, называются целы-

ми. Таким образом, функции S(ν)(x, λ) и C(ν)(x, λ) при ν = 0, 1 —

целые по λ.

Будем называть функцию ∆(λ) := S(π, λ) характеристической

функцией краевой задачи L. Очевидно, характеристическая функ-

ция является целой. Следующая теорема показывает связь между

характеристической функцией и собственными значениями краевой

задачи.

3Здесь и далее «штрих» обозначает дифференцирование по первой переменной.
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Теорема 2.2. Собственные значения краевой задачи L совпадают с

нулями {λn} характеристической функции ∆(λ). Функции S(x, λn)

являются собственными функциями краевой задачи L, отвечающи-

ми соответствующим собственным значениям λn. Каждому соб-

ственному значению соответствует единственная с точностью

до постоянного множителя собственная функция.

Доказательство. Пусть число λ0 является нулем функции ∆(λ).

Тогда решение S(x, λ0) удовлетворяет краевым условиям (2.2) и,

следовательно, является собственной функцией краевой задачи L.

Обратно, пусть λ0 — собственное значение и y0(x) — отвеча-

ющая ему собственная функция. Решения C(x, λ) и S(x, λ) обра-

зуют фундаментальную систему решений уравнения (2.1), поэто-

му любое его решение при фиксированном λ представимо в виде

AC(x, λ) + BS(x, λ), где A и B — некоторые константы. Для соб-

ственной функции имеем: y0(x) = AC(x, λ0)+BS(x, λ0). Подстав-

ляя это представление в первое из условий (2.2) и используя (2.3),

получаем A = 0. Следовательно, y0(x) = BS(x, λ0). В силу второго

краевого условия (2.2), имеем B∆(λ0) = 0. Константа B не может

быть равна нулю, поскольку y0(x) — нетривиальное решение. Зна-

чит, λ0 — нуль характеристической функции. Попутно мы доказали,

что любая собственная функция, отвечающая собственному значе-

нию λ0, имеет вид BS(x, λ0), то есть она единственна с точностью

до постоянного множителя B.

Пример 2.3. Рассмотрим задачу (2.1)–(2.2) с потенциалом q(x) ≡ 0.

Общее решение уравнения −y′′ = λy может быть найдено методом

Эйлера:

y(x) = C1e
iρx + C2e

−iρx, ρ :=
√
λ, ρ ̸= 0.
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Здесь C1 и C2 — произвольные постоянные. Подставляя общее

решение в начальные условия (2.3), находим:

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
, C(x, λ) = cos ρx. (2.4)

Заметим, что функции, определяемые формулами (2.4), удовле-

творяют уравнению −y′′ = λy и начальным условиям (2.3) в том

числе при ρ = 0, если понимать первую из них как первый замеча-

тельный предел:

S(x, 0) = lim
ρ→0

sin ρx

ρ
= x.

Заметим также, что функции S(x, λ) и C(x, λ) целые не только

по ρ, но и по λ. Для этого используем разложения синуса и косинуса

в ряды, сходящиеся во всей комплексной плоскости:

S(x, λ) =
1

ρ

∞∑
n=0

(−1)n(ρx)2n+1

(2n+ 1)!
=

∞∑
n=0

(−1)nλnx2n+1

(2n+ 1)!
,

C(x, λ) =
∞∑
n=0

(−1)n(ρx)2n

(2n)!
=

∞∑
n=0

(−1)nλnx2n

(2n)!
.

Вообще говоря, извлекая корень ρ из комплексного числа λ,

необходимо указывать ветвь многозначной аналитической функции.

Однако в данном случае выбор ветви не важен, поскольку разложе-

ния функций S(x, λ) и C(x, λ) в ряды содержат ρ только в четных

степенях.

Характеристическая функция имеет вид ∆(λ) =
sin ρπ

ρ
. Функ-

ция sin ρπ имеет нули ρn = n, n ∈ Z. Следовательно, функция ∆(λ)

имеет нули λn = n2, n ∈ N. Действительно, нуль n = 0 исчезает

из-за деления на ρ. Отрицательные значения ρn исключаются из

рассмотрения, поскольку они дают в квадрате те же λn, что и по-
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ложительные. По теореме 2.2 найденные числа λn = n2 (n ∈ N)

образуют множество собственных значений краевой задачи L при

q = 0.

Замечание 2.4. Как правило, характеристической функцией крае-

вой задачи называется целая функция ∆(λ), нули которой совпа-

дают с собственными значениями этой задачи. Рассмотрим метод

построения характеристической функции на примере краевой зада-

чи для уравнения Штурма–Лиувилля (2.1) с условиями Неймана

y′(0) = 0, y′(π) = 0. (2.5)

Общее решение уравнения (2.1) имеет вид

y(x) = AC(x, λ) +BS(x, λ), (2.6)

где A и B — произвольные постоянные (y, A и B зависят от λ).

Для нахождения собственных значений задачи (2.1), (2.5) подставим

(2.6) в краевые условия (2.5) и применим (2.3):

y′(0) = AC ′(0, λ) +BS′(0, λ) = B = 0,

y′(π) = AC ′(π, λ) = 0.

Заметим, что A ̸= 0. Иначе решение (2.6) будет тривиальным.

Следовательно, собственные значения задачи (2.1), (2.5) совпада-

ют с нулями целой функции ∆(λ) = C ′(π, λ). Таким образом, мы

получили формулу для характеристической функции задачи (2.1),

(2.5). Для данной функции можно доказать утверждение, аналогич-

ное теореме 2.2.

В случае ненулевого потенциала q(x) уравнение (2.1) может,

вообще говоря, не решаться аналитически. Тем не менее, у него су-
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ществуют решения S(x, λ) и C(x, λ), которые по своим свойствам

аналогичны решениям S0(x, λ) и C0(x, λ) уравнения −y′′ = λy.

Ввиду формулы (2.4), функции S(x, λ) и C(x, λ) называются реше-

ниями типа синуса и косинуса. Следующие два раздела посвящены

их свойствам.

2.2. Сведение уравнения Штурма–Лиувилля к инте-

гральному уравнению

В данном разделе произвольная задача Коши для уравнения

Штурма–Лиувилля (2.1) сводится к интегральному уравнению ме-

тодом вариации произвольных постоянных (см. [9, Глава 6, § 3]).

Перепишем уравнение (2.1) в виде

y′′ + λy = f(x), f(x) := q(x)y, (2.7)

и будем смотреть на f(x) как на неоднородность.

Общее решение соответствующего однородного уравнения

y′′ + λy = 0

имеет вид (см. пример 2.3):

y(x) = A cos ρx+B
sin ρx

ρ
, ρ =

√
λ, (2.8)

где A и B — произвольные постоянные. Следуя методу вариации

произвольных постоянных, будем искать решение уравнения (2.7) в

виде

y(x) = A(x) cos ρx+B(x)
sin ρx

ρ
.
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Имеем:

y′(x) = −A(x)ρ sin ρx+B(x) cos ρx+A′(x) cos ρx+B′(x)
sin ρx

ρ︸ ︷︷ ︸
=0

(2.9)

y′′(x) = −A(x)ρ2 cos ρx−B(x)ρ sin ρx−A′(x)ρ sin ρx+

+B′(x) cos ρx = −λy(x) + f(x).

Таким образом, получаем систему относительно неизвестных A′(x)

и B′(x): A
′(x) cos ρx+B′(x)

sin ρx

ρ
= 0,

−A′(x)ρ sin ρx+B′(x) cos ρx = f(x).

Решение этой системы имеет вид:

A′(x) = −f(x)sin ρx
ρ

, B′(x) = f(x) cos ρx.

Интегрируя полученные дифференциальные уравнения, приходим

к соотношениям

A(x) = A(0)−
∫ x

0
f(t)

sin ρt

ρ
dt,

B(x) = B(0) +

∫ x

0
f(t) cos ρt dt.

Подставляя данные соотношения в (2.8), получаем общее решение

неоднородного уравнения (2.7), зависящее от произвольных посто-

янных A(0) и B(0):

y(x) = A(0) cos ρx+B(0)
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

sin ρ(x− t)

ρ
f(t) dt. (2.10)

30



Заметим, что y(0) = A(0). Из (2.9) следует, что y′(0) = B(0).

Подставляя y(x) = S(x, λ) и y(x) = C(x, λ) в (2.10) и принимая

во внимание начальные условия (2.3) и обозначение f(x) = q(x)y,

приходим к интегральным уравнениям для решений типа синуса и

косинуса:

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

sin ρ(x− t)

ρ
q(t)S(t, λ) dt, (2.11)

C(x, λ) = cos ρx+

∫ x

0

sin ρ(x− t)

ρ
q(t)C(t, λ) dt. (2.12)

Таким образом, мы показали, что решения S(x, λ) и C(x, λ)

уравнения Штурма–Лиувилля (2.1) удовлетворяют уравнениям

(2.11) и (2.12) соответственно. Уравнения (2.11) и (2.12) являют-

ся интегральными уравнениями Вольтерра второго рода (см. [1,

Глава IV]). Изложение теории интегральных уравнений выходит за

рамки данного учебного пособия. Отметим только, что интеграль-

ные уравнения Вольтерра (2.11) и (2.12) однозначно разрешимы

при любых значениях спектрального параметра λ, и можно убе-

диться непосредственной проверкой, что их решения удовлетворя-

ют уравнению Штурма–Лиувилля (2.1). То есть на функции S(x, λ)

и C(x, λ) можно смотреть как на решения задач Коши для диффе-

ренциального уравнения, а можно — как на решения интегральных

уравнений. В дальнейшем мы будем использовать оба подхода.

2.3. Асимптотические формулы для решений типа сину-

са и косинуса

Важную роль для дальнейшего анализа будет играть асимпто-

тическое поведение различных характеристик, связанных с уравне-

нием (2.1), то есть их поведение при больших по модулю значениях
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спектрального параметра λ. В этом разделе, используя интеграль-

ные уравнения (2.11) и (2.12), мы получим асимптотические фор-

мулы для решений S(x, λ) и C(x, λ). В дальнейшем будем считать,

что ρ =
√
λ, Re ρ ⩾ 0 и τ = Im ρ.

Теорема 2.5. При |ρ| → ∞ верны следующие асимптотические

формулы:

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+O

(
|ρ|−2e|τ |x

)
= O

(
|ρ|−1e|τ |x

)
, (2.13)

S′(x, λ) = cos ρx+O
(
|ρ|−1e|τ |x

)
= O

(
e|τ |x

)
, (2.14)

C(x, λ) = cos ρx+O
(
|ρ|−1e|τ |x

)
= O

(
e|τ |x

)
, (2.15)

C ′(x, λ) = −ρ sin ρx+O
(
e|τ |x

)
= O

(
|ρ|e|τ |x

)
(2.16)

равномерно по x ∈ [0, π].

Доказательство. Из уравнения (2.11) получаем оценку

|ρS(x, λ)|e−|τ |x ⩽ | sin ρx|e−|τ |x + |ρ|−1

∫ x

0
| sin ρ(x− t)|e|τ |(x−t)·

· |q(t)||ρS(t, λ)|e−|τ |t dt, |ρ| ⩾ 1. (2.17)

Используя формулы

cos ρx =
eiρx + e−iρx

2
, sin ρx =

eiρx − e−iρx

2i
,

нетрудно показать справедливость оценок

| sin ρx| ⩽ e|τ |x, | cos ρx| ⩽ e|τ |x. (2.18)

Обозначим

µ(λ) = max
0⩽x⩽π

(
|ρS(x, λ)|e−|τ |x

)
. (2.19)

32



Подставляя (2.18) и (2.19) в (2.17), приходим к оценке

|ρS(x, λ)|e−|τ |x ⩽ 1 + |ρ|−1

∫ x

0
|q(t)|µ(λ) dt, |ρ| ⩾ 1.

Таким образом,

µ(λ) ⩽ 1 +
C1µ(λ)

|ρ|
, C1 =

∫ π

0
|q(t)| dt.

Так как потенциал q непрерывен на [0, π], функция |q(t)| интегри-

руема на этом отрезке и, следовательно, C1 < ∞. При |ρ| ⩾ 2C1

получаем

µ(λ) ⩽ 1 +
1

2
µ(λ) ⇒ µ(λ) ⩽ 2.

Таким образом, µ(λ) = O(1) при |ρ| → ∞, то есть S(x, λ) =

O
(
|ρ|−1e|τ |x

)
. Подставляя полученную оценку в правую часть ра-

венства (2.11) и применяя (2.18), получаем∣∣∣∣S(x, λ)− sin ρx

ρ

∣∣∣∣ ⩽ |ρ|−2

∫ x

0
| sin ρ(x− t)||q(t)|e|τ |t dt ⩽

⩽ |ρ|−2e|τ |x
∫ π

0
|q(t)| dt.

Оценка (2.11) доказана.

Дифференцируя (2.11), вычисляем

S′(x, λ) = cos ρx+

∫ x

0
cos ρ(x− t)q(t)S(t, λ) dt. (2.20)

Здесь используется формула дифференцирования интеграла с пере-

менными пределами и подынтегральной функцией, зависящей от

параметра (см. [15, Глава 14]):

33



d

dx

∫ β(x)

α(x)
f(x, t) dt = f(x, β(x))β′(x)− f(x, α(x))α′(x)+

+

∫ β(x)

α(x)

∂f

∂x
(x, t) dt. (2.21)

Подставляя оценку S(x, λ) = O
(
|ρ|−1e|τ |x

)
в правую часть (2.20),

приходим к асимптотической формуле (2.14).

Аналогичным образом, с использованием интегрального урав-

нения (2.12), доказываются формулы (2.15) и (2.16).

Заметим, что в главных частях асимптотик (2.13) и (2.16) стоят

решения S(x, λ) и C(x, λ) для случая q = 0 и их производные (см.

пример 2.3).

2.4. Оценки характеристической функции

Формула (2.13) дает асимптотику характеристической функ-

ции:

∆(λ) = S(π, λ) =
sin ρπ

ρ
+O

(
|ρ|−2e|τ |π

)
, |ρ| → ∞. (2.22)

Из этой формулы очевидно, что ∆(λ) ̸≡ 0. По теореме 1.7 целая

функция ∆(λ) имеет не более чем счетное множество нулей, не

имеющих конечных предельных точек.

В дальнейшем нам потребуется вспомогательная лемма об

оценке функции sin ρπ снизу. Выберем достаточно малое положи-

тельное число δ ∈
(
0, 12
)

и рассмотрим следующую область в ρ-

плоскости:

Gδ = {ρ : |ρ− n| ⩾ δ, n ∈ Z}. (2.23)
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Лемма 2.6. Справедлива оценка

| sin ρπ| ⩾ Cδe
|τ |π, ρ ∈ Gδ, (2.24)

где Cδ — положительная константа, зависящая от δ.

Заметим, что функция sin ρπ имеет нули в точках ρ = n, n ∈
Z. При получении оценки снизу необходимо отступить от нулей,

поэтому мы рассматриваем область Gδ.

Доказательство. Пусть ρ = σ + iτ . Благодаря 2-периодичности

и нечетности функции sin ρπ, достаточно доказать оценку (2.24) в

следующей области (см. рис. 1):

Dδ = {ρ : σ ∈ [−1/2, 1/2], τ ⩾ 0, |ρ| ⩾ δ},

σ

τ

0 1 2−1−2

GδDδ

Рис. 1. Области Gδ и Dδ

Положим θ(ρ) = | sin ρπ|e−|τ |π. Функция θ(ρ) непрерывна и

положительна в ограниченной замкнутой области ρ ∈ Dδ, τ ⩽ 1.
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Следовательно, в этой области θ(ρ) ⩾ Cδ > 0. При τ ⩾ 1 вычисляем

θ(ρ) =
1

2

∣∣eiσπ−τπ − e−iσπ+τπ
∣∣ e−τπ =

1

2

∣∣e−iσπ
∣∣ ∣∣e2iσπe−2τπ − 1

∣∣ .
Заметим, что ∣∣e−iσπ

∣∣ = 1, e−2τπ ⩽ e−2π ⩽
1

2
.

В результате получаем θ(ρ) ⩾ 1
4 . Таким образом, оценка (2.24) до-

казана.

Докажем следующую теорему об оценке модуля характеристи-

ческой функции снизу, которая будет использоваться в главе 4 для

исследования обратной спектральной задачи.

Теорема 2.7. Существуют константы ρ∗ > 0, δ ∈ (0, 12) и C > 0,

при которых справедлива оценка

|∆(λ)| ⩾ C|ρ|−1e|τ |π, λ = ρ2, ρ ∈ Gδ, |ρ| ⩾ ρ∗, (2.25)

Доказательство. Заметим, что

|∆(λ)| ⩾
∣∣ρ−1 sin ρπ

∣∣− ∣∣∆(λ)− ρ−1 sin ρπ
∣∣ . (2.26)

Согласно оценке (2.24) имеем∣∣ρ−1 sin ρπ
∣∣ ⩾ Cδ|ρ|−1e|τ |π, ρ ∈ Gδ.

С другой стороны, согласно асимптотической формуле (2.22) верна

оценка ∣∣∆(λ)− ρ−1 sin ρπ
∣∣ ⩽ C|ρ|−2e|τ |π, |ρ| ⩾ 1.
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Рассмотрим значения ρ ∈ Gδ, |ρ| ⩾ ρ∗, где ρ∗ = 2C/Cδ. В этой

области ∣∣∆(λ)− ρ−1 sin ρπ
∣∣ ⩽ 1

2
Cδ|ρ|−1e|τ |π,

Следовательно, из (2.26) вытекает оценка требуемого вида

|∆(λ)| ⩾ 1

2
Cδ|ρ|−1e|τ |π, ρ ∈ Gδ, |ρ| ⩾ ρ∗.

Теорема доказана.

2.5. Асимптотика собственных значений

Данный раздел посвящен доказательству следующей теоремы

об асимптотическом поведении собственных значений:

Теорема 2.8. Краевая задача L имеет счетное множество соб-

ственных значений {λn}n∈N (с учетом кратностей), причем

ρn =
√
λn = n+O

(
n−1

)
, n ∈ N. (2.27)

Отметим, что нули характеристической функции ∆(λ) в случае

комплекснозначного потенциала q могут быть кратными.

Определение 2.9. Кратностью (алгебраической кратностью) соб-

ственного значения задачи L называется кратность соответствую-

щего нуля функции ∆(λ). Собственное значение называется про-

стым, если его кратность равна 1, и кратным в противном случае.

Поскольку ∆(λ) — целая функция, не равная тождественно ну-

лю, кратности ее нулей конечны. Формулировка теоремы 2.8 пред-

полагает, что кратное собственное значение встречается в последо-

вательноти {λn}n∈N столько раз, какова его кратность.

Для доказательства теоремы 2.8 потребуется теорема Руше из

теории аналитических функций.
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Теорема 2.10 (Руше, [12], с. 245). Если две функции φ(z) и ψ(z),

аналитические внутри и на кусочно-гладком замкнутом контуре Γ,

удовлетворяют на Γ условию |ψ(z)| < |φ(z)|, то внутри Γ функ-

ции φ(z) и φ(z) + ψ(z) имеют одинаковое число нулей (с учетом

кратностей).

Доказательство теоремы 2.8. Согласно теореме 2.2, собственные

значения краевой задачи L совпадают с нулями характеристической

функции ∆(λ). Рассмотрим контуры

Γn = {λ : |λ| = (n+ 1/2)2}, n ∈ N.

Заметим, что если λ = ρ2 ∈ Γn, то ρ ∈ Gδ при всех достаточно

больших n ⩾ n0 и достаточно малых δ ∈ (0, d0).

Согласно асимптотике (2.22), имеем

∆(λ) = φ(λ) + ψ(λ), φ(λ) =
sin ρπ

ρ

и |ψ(λ)| ⩽ C|ρ|−2e|τ |π при больших значениях |ρ|.
Используя оценку (2.24), получаем |φ(λ)| > |ψ(λ)|, λ ∈ Γn при

достаточно больших n (n ⩾ n0). Функция φ(λ) имеет внутри кон-

тура Γn ровно n нулей 12, 22, 32, . . . , n2. По теореме Руше число

нулей функции ∆(λ) = φ(λ)+ψ(λ) совпадает с числом нулей φ(λ),

то есть равно n. Принимая во внимание теорему 2.2, заключаем, что

в круге |λ| < (n+1/2)2 расположено ровно n собственных значений

краевой задачи L (с учетом кратностей): λ1, λ2, . . . , λn. Поскольку

данное утверждене справедливо для сколь угодно большого нату-

рального числа n, получаем, что задача L имеет счетное множество

собственных значений {λn}n∈N.
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Далее применим теорему Руше к функциям φ(ρ2) и ψ(ρ2), рас-

сматриваемым относительно комплексной переменной ρ на конту-

рах

γn(δ) = {ρ : |ρ− n| = δ}.

При достаточно больших n заключаем, что внутри γn(δ) ле-

жит ровно один нуль функции ∆(ρ2), а именно ρn =
√
λn. В силу

произвольности δ ∈ (0, δ0) имеем

ρn = n+ εn, εn = o(1), n→ ∞. (2.28)

Подставим полученную формулу в (2.22):

∆(ρ2n) =
sin(n+ εn)π

n+ εn
+O

(
n−2

)
= 0. (2.29)

Заметим, что

sin(n+ εn)π = sinnπ cos εnπ + cosnπ sin εnπ =

= (−1)nεnπ(1 +O(ε2n)), n→ ∞.

Следовательно, из (2.29) вытекает

εn = O(n−1),

что вместе с (2.28) дает (2.27).

Согласно асимптотике (2.27), собственные значения задачи L

при больших n близки к собственным значениям задачи с нулевым

потенциалом (см. пример 2.3). Кроме того, из асимптотической фор-

мулы (2.27) вытекает следствие.
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Следствие 2.11. Собственные значения краевой задачи L простые

при всех достаточно больших n. Следовательно, задача L имеет

не более конечного числа кратных собственных значений.

2.6. Уточненные асимптотические формулы

В данном разделе получены уточненные асимптотические фор-

мулы для решения S(x, λ), характеристической функции ∆(λ) и

собственных значений задачи L.

Подставим формулу (2.13) в правую часть (2.11):

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
+

∫ x

0

sin ρ(x− t)

ρ
q(t)

[
sin ρt

ρ
+O

(
|ρ|−2e|τ |t

)]
dt.

Поскольку

sin ρ(x− t) sin ρt =
1

2

(
cos ρ(x− 2t)− cos ρx

)
,

приходим к соотношению

S(x, λ) =
sin ρx

ρ
− 1

2ρ2
cos ρx

∫ x

0
q(t) dt+

+
1

2ρ2

∫ x

0
q(t) cos ρ(x− 2t) dt+O

(
|ρ|−3e|τ |x

)
, |ρ| → ∞,

(2.30)

которое уточняет асимптотическую формулу (2.13).

Аналогично может быть получена асимптотическая формула

C(x, λ) = cos ρx+
1

2ρ
sin ρx

∫ x

0
q(t) dt+

+
1

2ρ

∫ x

0
q(t) sin ρ(x− 2t) dt+O

(
|ρ|−2e|τ |x

)
, |ρ| → ∞. (2.31)
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Подставляя x = π в (2.30), получаем уточненную асимптотику

для характеристической функции:

∆(λ) =
sin ρπ

ρ
− ω cos ρπ

ρ2
+

κ(ρ)
ρ2

, (2.32)

где

ω =
1

2

∫ π

0
q(t) dt, (2.33)

κ(ρ) =
1

2

∫ π

0
q(t) cos ρ(π − 2t) dt+O

(
|ρ|−1e|τ |π

)
, |ρ| → ∞.

(2.34)

Далее нам потребуется следующий вспомогательный факт, на-

зываемый леммой Римана–Лебега.

Лемма 2.12 (Римана–Лебега). Пусть функция a непрерывна на

[0, π]. Тогда

lim
ρ→±∞

∫ π

0
a(x) cos ρx dx = 0. (2.35)

Доказательство. 1) Докажем лемму для a ∈ C1[0, π].4 Выполним

интегрирование по частям:∫ π

0
a(x) cos ρx dx =

a(π) sin ρπ

ρ
− 1

ρ

∫ π

0
a′(x) sin ρx dx.

Ясно, что

|a(π)| ⩽ C, |a′(x)| ⩽ C, | sin ρx| ⩽ C (2.36)

при x ∈ [0, π], ρ → ±∞. Здесь и далее в доказательстве символ

C обозначает различные положительные константы. В первых двух

4C1[0, π] — класс непрерывно дифференцируемых на [0, π] функций.
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оценках (2.36) константа C зависит от a, но не зависит от x и ρ.

Используя (2.36), получаем∣∣∣∣a(π) sin ρπρ

∣∣∣∣ ⩽ C

|ρ|
,∣∣∣∣1ρ

∫ π

0
a′(x) sin ρx dx

∣∣∣∣ ⩽ π

|ρ|
max
0⩽x⩽π

|a′(x)|| sin ρx| ⩽ C

|ρ|
,

при |ρ| ⩾ ρ∗. Таким образом,∫ π

0
a(x) cos ρx dx = O(|ρ|−1), ρ→ ∞, (2.37)

если a ∈ C1[0, π].

2) При a ∈ C[0, π] рассуждения п. 1, вообще говоря, невер-

ны, потому что у функции a может не существовать производной.

Однако, согласно теореме Вейерштрасса о приближении непре-

рывной функции многочленами (см. [4, с. 418]), любую функцию

a ∈ C[0, π] можно с любой степенью точности приблизить функци-

ей b ∈ C1[0, π] (более того, b(x) — многочлен). Иначе говоря, пусть

функция a ∈ C[0, π] фиксирована, тогда

∀ε > 0 ∃b ∈ C1[0, π] max
0⩽x⩽π

|a(x)− b(x)| ⩽ ε.

Следовательно∣∣∣∣∫ π

0
(a(x)− b(x)) cos(ρx) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∫ π

0
|a(x)− b(x)|| cos(ρx)| dx ⩽ Cε.

Фиксируем δ > 0. Пусть b ∈ C1[0, π] — такая функция, что∣∣∣∣∫ π

0
(a(x)− b(x)) cos(ρx) dx

∣∣∣∣ ⩽ δ

2
. (2.38)
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Так как b ∈ C1[0, π], для функции b выполнена оценка (2.37). Сле-

довательно, существует ρ∗, при котором∣∣∣∣∫ π

0
b(x) cos(ρx) dx

∣∣∣∣ ⩽ δ

2
, |ρ| ⩾ ρ∗. (2.39)

Объединяя оценки (2.38) и (2.39), получаем∣∣∣∣∫ π

0
a(x) cos(ρx) dx

∣∣∣∣ ⩽ ∣∣∣∣∫ π

0
(a(x)− b(x)) cos(ρx) dx

∣∣∣∣+
+

∣∣∣∣∫ π

0
b(x) cos(ρx) dx

∣∣∣∣ ⩽ δ, |ρ| ⩾ ρ∗.

В силу произвольности δ > 0 приходим к соотношению (2.35).

Докажем следующую теорему, уточняющую асимптотическую

формулу (2.27) для собственных значений.

Теорема 2.13. Справедлива асимптотическая формула

ρn = n+
ω

πn
+

κn

n
, κn = o(1), n→ ∞. (2.40)

Доказательство. Согласно формуле (2.27), корни из собственных

значений представимы в виде

ρn = n+
sn
n
, n ∈ N, (2.41)

где {sn}n∈N — ограниченная последовательность. Подставим (2.41)

в (2.32):

ρ2n∆(λn) =
(
n+

sn
n

)
sin
(
n+

sn
n

)
π−

− ω cos
(
n+

sn
n

)
π + κ(ρn) = 0. (2.42)
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Воспользуемся соотношениями

sin
(
n+

sn
n

)
π = sinπn cos

snπ

n
+ cosπn sin

snπ

n
=

= (−1)n
snπ

n

(
1 +O(n−2)

)
,

cos
(
n+

sn
n

)
π = cosπn cos

snπ

n
− sinπn sin

snπ

n
=

= (−1)n
(
1 +O(n−2)

)
.

Из (2.42) получаем

(−1)nsnπ − (−1)nω + κ(ρn) +O
(
n−1

)
= 0.

Следовательно,

sn =
ω

π
+ κn, κn =

(−1)n+1κ(ρn)
π

+O
(
n−1

)
. (2.43)

Осталось показать, что κn → 0 при n→ ∞. Преобразуем инте-

грал из (2.34), используя замену переменной x = π − 2t и четность

функции cos ρx:∫ π

0
q(t) cos ρ(π − 2t) dt =

1

2

∫ π

−π
q
(π − x

2

)
cos ρx dx =

=
1

2

∫ π

0

(
q
(π − x

2

)
+ q
(π + x

2

))
cos ρx dx.

Функции q
(
π−x
2

)
и q

(
π+x
2

)
непрерывны на [0, π], поэтому к

последнему интегралу применима лемма Римана–Лебега. С уче-

том (2.34) получаем

lim
ρ→+∞

κ(ρ) = 0.
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Из (2.41) следует, что ρn → +∞ при n→ ∞. В результате получаем

lim
n→∞

κ(ρn) = 0,

что с учетом (2.43) дает κn → 0 при n → ∞. Объединяя (2.41) и

(2.43), приходим к формуле (2.40).

Из соотношения (2.40) следует асимптотика

λn =
(
n+

ω

πn
+

κn

n

)2
= n2 +

2ω

π
+ o(1), n→ ∞. (2.44)

Формула (2.44) может быть использована для приближенного

вычисления собственных значений при больших n:

λn ≈ n2 +
2ω

π
.

При малых значениях n асимптотическая формула (2.44) неин-

формативна, поскольку остаточный член o(1) может быть сопоста-

вим по величине с главной частью n2 +
2ω

π
.

Замечание 2.14. Используя формулы (2.34), (2.41) и (2.43), можно

показать, что {κn} ∈ l2.
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3. Оператор Штурма–Лиувилля

В данной главе вводится оператор Штурма–Лиувилля, связан-

ный с краевой задачей (2.1)–(2.2), и исследуются свойства его соб-

ственных значений и собственных функций. В частности, указаны

условия на потенциал, при которых собственные значения являют-

ся вещественными, положительными и простыми. При этом часть

свойств доказывается для произвольных операторов из некоторых

классов (симметрических, положительных) и поэтому может быть

легко перенесена на другие виды краевых задач.

3.1. Определение оператора Штурма–Лиувилля

Начнем с определения оператора в произвольном линейном

пространстве. Пусть V — линейное пространство и D — некото-

рое подмножество в V . Отображение A, которое каждому элементу

y из D ставит в соответствие некоторый элемент z = Ay из V , на-

зывается оператором в пространстве V с областью определения D.

Мы будем использовать обозначение D(A) для области определе-

ния оператора A, чтобы указать, к какому оператору эта область

относится.

Оператор A называется линейным, если его область определе-

ния D(A) — подпространство и если для любых двух элементов

y, z ∈ D(A) и для любого числа λ ∈ C выполнены соотношения

A(λy) = λAy, A(y + z) = Ay +Az.

Два оператора A и B в пространстве V совпадают тогда и толь-

ко тогда, когда они имеют одну и ту же область определения D и

Ay = By для всех y ∈ D.
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Таким образом, чтобы ввести оператор, нужно задать его об-

ласть определения и правило, по которому он действует. Два опе-

ратора, действующие по одному и тому же правилу, но с разными

областями определения — это разные операторы.

Определение 3.1. Пусть q ∈ C[0, π] — заданная комплекснознач-

ная функция (потенциал). Обозначим через L оператор Штурма–

Лиувилля в пространстве C[0, π], действующий по правилу

Ly = −y′′ + q(x)y, (3.1)

с областью определения

D(L) =
{
y ∈ C2[0, π] : y(0) = y(π) = 0

}
.

Таким образом, левая часть уравнения Штурма–Лиувилля (2.1)

определяет правило, по которому действует оператор L, при этом

область определения оператора состоит из дважды непрерывно

дифференцируемых функций, удовлетворяющих краевым услови-

ям (2.2). Если мы заменим краевые условия Дирихле (2.2), напри-

мер, на условия Неймана (2.5), то получим другой оператор с дру-

гими свойствами.

Отметим, что для любой функции y ∈ C2[0, π] результат дей-

ствия на нее оператора Ly принадлежит C[0, π]. Действительно,

если функция y принадлежит C2[0, π], то ее вторая производная

непрерывна. Произведение y на непрерывную функцию q также

непрерывно.

Кроме того, нетрудно проверить, что область определения опе-

ратора L является подпространством, и сам оператор линеен. Дей-
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ствительно, пусть y1, y2 ∈ D(L). Тогда y1, y2 ∈ C2[0, π] и

y1(0) = y1(π) = 0, y2(0) = y2(π) = 0.

Любая линейная комбинация y = C1y1 + C2y2 принадлежит

C2[0, π] и удовлетворяет краевым условиям:

y(0) = C1y1(0) + C2y2(0) = 0,

y(π) = C1y1(π) + C2y2(π) = 0,

откуда следует, что y ∈ D(L). Используя выражение (3.1), нетрудно

убедиться, что

Ly = C1Ly1 + C2Ly2.

Таким образом, определение 3.1 корректно задает линейный

оператор L в линейном пространстве C[0, π].

3.2. Собственные значения и собственные функции

Пусть A — линейный оператор в некотором линейном простан-

стве V .

Определение 3.2. Число λ называется собственным значением опе-

ратора A, если существует ненулевой элемент y ∈ D(A), удовлетво-

ряющий соотношению Ay = λy. Этот элемент y называется соб-

ственным элементом или собственной функцией оператора A.

Собственная функция определяется с точностю до умножения

на произвольную постоянную. Действительно, если y — собствен-

ная функция, то Cy — тоже собственная функция (здесь C — нену-

левая константа), так как

A(Cy) = CAy = Cλy = λ(Cy).
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Здесь мы воспользовались линейностью оператора A.

Одному собственному значению λ могут отвечать несколько

собственных функций y1, y2, . . . , yn. В этом случае любая нену-

левая линейная комбинация C1y1 + C2y2 + · · · + Cnyn также будет

собственной функций, отвечающей λ. Следовательно, собственные

функции, соответствующие одному и тому же собственному значе-

нию, образуют подпространство, называемое собственным подпро-

странством. Как правило, в качестве собственных функций выби-

рается некоторый базис собственного подпространства.

Пример 3.3. Рассмотрим линейное пространство Cn и действую-

щий в нем линейный оператор умножения на матрицу A размера

(n × n). Собственными значениями оператора в данном случае бу-

дут собственные значения матрицы, а собственными функциями —

собственные векторы.

Очевидно, понятия собственных значений и собственных

функций для краевой задачи L и для соответствующего оператора

Штурма–Лиувилля L совпадают (см. определения 2.1 и 3.2). Следо-

вательно, все свойства собственных значений и собственных функ-

ций, полученные в данной главе, выполнены для краевой задачи L.

3.3. Симметрические операторы

Для чтения разделов 3.3–3.6 необходимо знакомство с поняти-

ем гильбертова пространства (см. раздел 1.4).

Оператор A в гильбертовом пространстве H называется сим-

метрическим, если для любых элементов y и z из области опреде-

ления D(A) выполнено равенство (Ay, z) = (y,Az).

Собственные значения и собственные функции симметриче-

ского оператора обладают следующими свойствами.
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Теорема 3.4. Все собственные значения симметрического опера-

тора вещественны.

Доказательство. Пусть λ — собственное значение симметрическо-

го оператора A, а y — соответствующая собственная функция. Рас-

смотрим скалярное произведение (Ay, y). С одной стороны,

(Ay, y) = (λy, y) = λ(y, y).

С другой стороны,

(Ay, y) = (y,Ay) = (y, λy) = (λy, y) = λ(y, y).

Таким образом, λ(y, y) = λ(y, y). Так как y — собственная функция,

(y, y) ̸= 0. Следовательно, λ = λ — вещественное число.

Теорема 3.5. Собственные функции симметрического оператора,

отвечающие различным собственным значениям, ортогональны.

Доказательство. Пусть различным собственным значениям λ и µ

симметрического оператора A отвечают собственные функции y и

z соответственно:

Ay = λy, Az = µz.

Тогда

(Ay, z) = (λy, z) = λ(y, z).

С другой стороны, используя симметричность оператора A и веще-

ственность собственного значения µ, получаем

(Ay, z) = (y,Az) = (y, µz) = µ(y, z).

Таким образом, λ(y, z) = µ(y, z). Поскольку λ ̸= µ, отсюда следует

(y, z) = 0, то есть собственные функции y и z ортогональны.

50



3.4. Симметричность оператора Штурма–Лиувилля

В данном разделе будем предполагать, что q(x) — веществен-

ная функция. Мы докажем, что в этом случае оператор Штурма–

Лиувилля является симметрическим, из чего вытекают важные

следствия для его собственных значений и собственных функций.

Теорема 3.6. Оператор L с вещественным потенциалом q явля-

ется симметрическим в гильбертовом пространстве L2(0, π), то

есть для любых функций y, z ∈ D(L) верно равенство (Ly, z) =

(y,Lz).

Доказательство. Определение 3.1 задает оператор L в простран-

стве непрерывных функций C[0, π]. Однако C[0, π] является под-

пространством в L2(0, π), поэтому можно считать оператор L дей-

ствующим в пространстве L2(0, π).

Согласно определению скалярного произведения в L2(0, π),

необходимо доказать равенство∫ π

0
(−y′′(x) + q(x)y(x))z(x) dx =

∫ π

0
y(x)(−z′′(x) + q(x)z(x)) dx

(3.2)

для любых функций y и z из C2[0, π], удовлетворяющих краевым

условиям (2.2). Интегрируя по частям, получаем∫ π

0
y′′(x)z(x) dx = y′(x)z(x)

∣∣∣π
0
−
∫ π

0
y′(x)z′(x) dx =

= y′(x)z(x)
∣∣∣π
0
− y(x)z′(x)

∣∣∣π
0
+

∫ π

0
y(x)z′′(x) dx.

В силу краевых условий (2.2), подстановки равны нулю. Используя

вещественность потенциала q(x), приходим к равенству (3.2).
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Теоремы 3.4, 3.5 и 3.6 вместе приводят к следствию:

Следствие 3.7. Все собственные значения оператора L веществен-

ны. Собственные функции, отвечающие различным собственным

значениям, ортогональны в L2(0, π).

3.5. Положительные операторы

Оператор A в гильбертовом пространстве H называется поло-

жительным, если для любого элемента y ̸= 0 из области определе-

ния D(A) выполнено (Ay, y) > 0.

Теорема 3.8. Собственные значения положительного оператора

положительны.

Доказательство. Пусть λ — собственное значение положительного

оператора A и y — отвечающая ему собственная функция. Тогда

(Ay, y) = (λy, y) = λ(y, y) > 0.

По свойству скалярного произведения (y, y) > 0, поэтому λ > 0.

Теорема 3.9. Пусть q(x) ⩾ 0 при всех x ∈ [0, π]. Тогда L — поло-

жительный оператор в L2(0, π).

Доказательство. Пусть y ∈ D(L) и y ̸≡ 0. Применяя интегриро-

вание по частям аналогично доказательству теоремы 3.6, получаем

соотношение

(Ly, y) =
∫ π

0
(−y′′(x) + q(x)y(x))y(x) dx =

=

∫ π

0
|y′(x)|2dx+

∫ π

0
q(x)|y(x)|2dx.
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Очевидно, что (Ly, y) ⩾ 0. Покажем, что (Ly, y) ̸= 0. Равенство∫ π

0
|y′(x)|2 dx = 0

возможно лишь в случае y′(x) ≡ 0. Тогда y(x) = const, что невоз-

можно в силу краевых условий (2.2) и требования y(x) ̸≡ 0. Следо-

вательно, ∫ π

0
|y′(x)|2 dx > 0,

что завершает доказательство.

Следствие 3.10. При условии теоремы 3.9 все собственные значе-

ния оператора Штурма–Лиувилля L положительны.

Замечание 3.11. Сдвиг потенциала на константу q(x) 7→ q(x) + c

сдвигает на ту же константу собственные значения: λn 7→ λn + c,

поскольку

−y′′ + (q(x) + c)y = (λ+ c)y.

Отсюда, в частности, следует, что утверждение теоремы 3.9 невер-

но для произвольного вещественного потенциала. Действительно,

для любого потенциала q можно подобрать сдвиг, который сделает

часть собственных значений отрицательными. С другой стороны,

сдвиг c = − min
0⩽x⩽π

q(x) сделает потенциал неотрицательным, что

приведет к положительности оператора L и его собственных зна-

чений. Поэтому множество собственных значений {λn}n∈N огра-

ничено снизу: λn ⩾ r при всех n ∈ N, где r — некоторая кон-

станта (возможно, отрицательная). Данный вывод вытекает также

из асимптотики (2.27) в случае вещественного потенциала.

53



3.6. Присоединенные функции

Помимо собственных функций, в спектральной теории опера-

торов рассматриваются присоединенные функции.

Функция y1 называется присоединенной функцией оператора A

в линейном пространстве V , если y1 ∈ D(A) и

Ay1 = λy1 + y0, (3.3)

где λ — собственное значение оператора A и y0 — отвечающая ему

собственная функция.

Цепочкой присоединенных функций называется набор функций

y0, y1, y2, . . . , yn из D(A), где y0 — собственная функция, отвеча-

ющая некоторому собственному значению λ, и выполнены соотно-

шения:

yk = λyk + yk−1, k = 1, n.

В дальнейшем будем считать, что рассматриваемый оператор

действует в гильбертовом пространстве.

Теорема 3.12. Симметрический оператор не имеет присоединен-

ных функций.

Доказательство. Будем доказывать теорему от противного: пред-

положим, что оператор A имеет присоединенную функцию y1, удо-

влетворяющую соотношению (3.3). Согласно определению симмет-

рического оператора, верно соотношение

(Ay1, y0) = (y1, Ay0),

поскольку собственная функция y0 и присоединенная функция y1
принадлежат D(A).

54



Используя (3.3) и свойство линейности скалярного произведе-

ния, получаем

(Ay1, y0) = λ(y1, y0) + (y0, y0). (3.4)

Так как функция y0 является собственной, она удовлетворяет

соотношению Ay0 = λy0. Кроме того, согласно теореме 3.4, соб-

ственное значение λ — вещественное. Следовательно,

(y1, Ay0) = (y1, λy0) = λ(y1, y0) = λ(y1, y0). (3.5)

Приравнивая правые части соотношений (3.4) и (3.5), заключа-

ем, что (y0, y0) = 0. В результате y0 = 0, что невозможно, так как

y0 — собственная функция. Полученное противоречие доказывает

требуемое.

Следствие 3.13. Оператор Штурма–Лиувилля L с вещественным

потенциалом q не имеет присоединенных функций.

В случае комплекснозначного потенциала оператор L может

иметь присоединенные функции. Их вид описывается следующей

теоремой.

Теорема 3.14. Каждому собственному значению λ0 оператора

Штурма–Лиувилля L отвечает цепочка присоединенных функций

вида

yk(x) =
1

k!

∂k

∂λk
S(x, λ)

∣∣∣
λ=λ0

, k = 0,m− 1, (3.6)

длина которой (m) равна алгебраической кратности5 собственно-

го значения λ0.
5Понятие алгебраической кратности собственного значения вводится в опреде-

лении 2.9.
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Доказательство. Вспомним, что решение S(x, λ) дважды непре-

рывно дифференцируемо по переменной x ∈ [0, π] и является ана-

литической (то есть бесконечно дифференцируемой) функцией пе-

ременной λ. Поэтому производные в формуле (3.6) существуют для

любого порядка k, и yk ∈ C2[0, π]. Кроме того, из начального усло-

вия получаем

S(0, λ) = 0 ⇒ ∂k

∂λk
S(0, λ) = 0,

что дает yk(0) = 0.

Подстановка решения S(x, λ) в уравнение (2.1) обращает его в

тождество

−S′′(x, λ) + q(x)S(x, λ) = λS(x, λ), (3.7)

которое выполнено при всех x ∈ [0, π] и λ ∈ C. Продифференциру-

ем (3.7) по λ:

− ∂k

∂λk
S′′(x, λ) + q(x)

∂k

∂λk
S(x, λ) = λ

∂k

∂λk
S(x, λ) + k

∂k−1

∂λk−1
S(x, λ).

Деление на k! дает

− 1

k!

∂k

∂λk
S′′(x, λ) + q(x)

1

k!

∂k

∂λk
S(x, λ) =

= λ
1

k!

∂k

∂λk
S(x, λ) +

1

(k − 1)!

∂k−1

∂λk−1
S(x, λ).

Подстановка λ = λ0 приводит к рекуррентному соотношению

yk = λ0yk + yk−1, k ∈ N.

Заметим, что по теореме 2.2 функция y0(x) = S(x, λ0) является

собственной функцией, отвечающей собственному значению λ0.
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Для завершения доказательства осталось показать справедли-

вость соотношений

yk(π) = 0, k = 1,m− 1, (3.8)

при некотором натуральном m. Используя характеристическую

функцию ∆(λ) = S(π, λ) и (3.6), получаем

yk(π) =
1

k!

dk

dλk
∆(λ)

∣∣∣
λ=λ0

.

Таким образом, для выполнения соотношений (3.8) при неко-

тором m необходимо и достаточно, чтобы число λ0 было нулем ха-

рактеристической функции ∆(λ) кратности не менее m. С учетом

определения 2.9 заключаем, что длина цепочки присоединенных

функций вида (3.6) в точности совпадает с алгебраической крат-

ностью собственного значения λ0.

Из следствия 3.13 и теоремы 3.14 вытекает следующий вывод.

Следствие 3.15. В случае вещественного потенциала q алгебраи-

ческие кратности всех собственных значений оператора L равны

1 и все нули характеристической функции ∆(λ) простые.

Последнее утверждение будет доказано в следующем разделе

независимым образом, без использования теории операторов. От-

метим, что в случае комплекснозначного потенциала q собственные

значения {λn} являются простыми, начиная с некоторого номера n0
(см. следствие 2.11).

3.7. Кратности собственных значений

Рассмотрим более подробно вопрос о кратностях собственных

значений оператора Штурма–Лиувилля. Ранее вводилось понятие
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алгебраической кратности собственного значения (см. определе-

ние 2.9). Дадим также определение геометрической кратности.

Геометрической кратностью собственного значения операто-

ра A в линейном пространстве V называется число отвечающих

ему линейно независимых собственных функций или, иначе гово-

ря, размерность соответствующего собственного подпространства.

Согласно теореме 2.2, геометрические кратности всех соб-

ственных значений задачи Штурма–Лиувилля L равны 1, посколь-

ку каждому собственному значению соответствует единственная с

точностью до постоянного множителя собственная функция. В силу

следствия 3.15, алгебраические кратности всех собственных значе-

ний также равны 1 в случае вещественного потенциала q. Докажем

данное утверждение другим способом, не привлекая теорию опера-

торов.

Введем обозначение для вронскиана двух решений y и z урав-

нения (2.1):

⟨y, z⟩ =

∣∣∣∣∣y(x) z(x)

y′(x) z′(x)

∣∣∣∣∣ . (3.9)

Теорема 3.16. Пусть функция q — вещественная. Тогда все нули

характеристической функции ∆(λ) простые.

Доказательство. Пусть λ0 — произвольный нуль функции ∆(λ).

Необходимо показать, что d
dλ∆(λ0) = 0. Используя (2.1), вычисля-

ем:

∂

∂x
⟨S(x, λ), S(x, λ0)⟩ =

∂

∂x
(S(x, λ)S′(x, λ0)−S′(x, λ)S(x, λ0)) =

= S(x, λ)S′′(x, λ0)−S′′(x, λ)S(x, λ0) = S(x, λ)(q(x)−λ0)S(x, λ0)−

− (q(x)− λ)S(x, λ)S(x, λ0) = (λ− λ0)S(x, λ)S(x, λ0).
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Проинтегрируем обе части полученного равенства от 0 до π:

⟨S(x, λ), S(x, λ0)⟩
∣∣∣π
0
= (λ− λ0)

∫ π

0
S(x, λ)S(x, λ0) dx. (3.10)

Начальные условия (2.3) дают

⟨S(x, λ), S(x, λ0)⟩
∣∣∣
x=0

= 0. (3.11)

В точке x = π получаем

⟨S(x, λ), S(x, λ0)⟩
∣∣∣
x=π

= S(π, λ)S′(π, λ0)− S′(π, λ)S(π, λ0) =

= ∆(λ)S′(π, λ0), (3.12)

поскольку S(π, λ0) = ∆(λ0) = 0. Подставляя (3.11) и (3.12) в (3.10),

приходим к соотношению

∆(λ)S′(π, λ0) = (λ− λ0)

∫ π

0
S(x, λ)S(x, λ0) dx.

Поделим обе части равенства на (λ−λ0) и перейдем к пределу при

λ→ λ0, в результате получим

lim
λ→λ0

∆(λ)−∆(λ0)

λ− λ0
S′(π, λ0) =

∫ π

0
S2(x, λ0) dx.

Заметим, что в левой части стоит производная d
dλ∆(λ0), а интеграл

в правой части строго положителен, так как S(x, λ0) ̸≡ 0. Следова-

тельно, d
dλ∆(λ0) ̸= 0.

Следствие 3.17. В случае вещественного потенциала q алгебраи-

ческие кратности собственных значений оператора L совпадают

с геометрическими.
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Собственным значениям дифференциальных операторов более

общего вида, чем L, могут отвечать несколько линейно независи-

мых собственных функций, каждая из которых имеет цепочку при-

соединенных функций. При этом алгебраическая кратность соб-

ственного значения совпадает с суммой длин цепочек присоеди-

ненных функций (см. [10, с. 29]). Таким образом, геометрическая

кратность каждого собственного значения не превосходит его ал-

гебраической кратности.
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4. Обратные задачи Штурма–Лиувилля

Данная глава представляет собой введение в теорию обрат-

ных спектральных задач для дифференциальных операторов. Под

прямыми спектральными задачами обычно понимается исследова-

ние свойств собственных значений, собственных и присоединенных

функций, таких как их асимптотическое поведение, полнота и ба-

зисность систем собственных и присоединенных функций, сходи-

мость рядов по собственным функциям. Обратные задачи состоят

в восстановлении неизвестных коэффициентов дифференциальных

уравнений и краевых условий по спектральным данным. Такие за-

дачи играют фундаментальную роль в математике и имеют прило-

жения во многих областях естествознания и техники, например, в

квантовой и классической механике, геофизике, акустике, нанотех-

нологиях, электронике и др. (см. монографии [6, 8, 13, 17, 21] и

ссылки на литературу в них). В настоящее время теория обратных

спектральных задач активно развивается в работах российских и

зарубежных математиков.

В данной главе приводятся постановки обратных задач

Штурма–Лиувилля, состоящих в восстановлении потенциала q(x)

по различным типам спектральных характеристик, и доказывается

единственность решения поставленных задач.

4.1. Решение Вейля и функция Вейля

Решением Вейля краевой задачи (2.1)-(2.2) называется решение

Φ(x, λ) уравнения (2.1), удовлетворяющее условиям

Φ(0, λ) = 1, Φ(π, λ) = 0. (4.1)
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Функцией Вейля называется M(λ) = Φ′(0, λ). Функция Вейля

является одной из основных спектральных характеристик оператора

Штурма–Лиувилля, используемых в теории обратных задач.

Рассмотрим решение ψ(x, λ) уравнения (2.1), удовлетворяю-

щее начальным условиям

ψ(π, λ) = 0, ψ′(π, λ) = −1. (4.2)

Заметим, что ψ(π − x, λ) является решением типа синуса для

уравнения Штурма–Лиувилля с потенциалом q(π − x), поэтому

его свойства аналогичны свойствам S(x, λ). В частности, решение

ψ(x, λ) и его производная ψ′(x, λ) целые по λ при каждом фиксиро-

ванном x ∈ [0, π] и при |ρ| → ∞ удовлетворяют асимптотическим

формулам

ψ(x, λ) =
sin ρ(π − x)

ρ
+O

(
|ρ|−2e|τ |(π−x)

)
, (4.3)

ψ′(x, λ) = − cos ρ(π − x) +O
(
|ρ|−1e|τ |(π−x)

)
, (4.4)

аналогичным (2.13), (2.14).

Докажем три вспомогательных утверждения.

Лемма 4.1. Вронскиан6 ⟨y, z⟩ двух решений y(x) и z(x) уравне-

ния (2.1) при фиксированном λ не зависит от x.

Доказательство. Утверждение леммы следует из формулы

Остроградского–Лиувилля (см. [9, Глава 6, § 2]). Его также

нетрудно проверить непосредственно.

6Вронскиан определяется формулой (3.9).
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Вычислим производную

d

dx
⟨y, z⟩ = d

dx
(y(x)z′(x)− y′(x)z(x)) = y(x)z′′(x)− y′′(x)z(x) =

= y(x)(q(x)− λ)z(x)− (q(x)− λ)y(x)z(x) = 0.

Здесь мы заменили y′′(x) и z′′(x), используя уравнение (2.1).

Следовательно, ⟨y, z⟩ = const.

Введем функцию ∆1(λ) = C(π, λ).

Лемма 4.2. Справедливы соотношения ∆(λ) = ψ(0, λ) и ∆1(λ) =

−ψ′(0, λ).

Доказательство. Рассмотрим вронскиан ⟨S(x, λ), ψ(x, λ)⟩. Соглас-

но лемме 4.1, он не зависит от x. С одной стороны,

⟨S(x, λ), ψ(x, λ)⟩ = ⟨S(x, λ), ψ(x, λ)⟩
∣∣∣
x=0

= −ψ(0, λ).

С другой стороны,

⟨S(x, λ), ψ(x, λ)⟩ = ⟨S(x, λ), ψ(x, λ)⟩
∣∣∣
x=π

= −S(π, λ) = −∆(λ),

(4.5)

что дает ∆(λ) = ψ(0, λ). Второе соотношение доказывается анало-

гично.

Лемма 4.3. Функции ∆(λ) и ∆1(λ) не имеют общих нулей.

Доказательство. Докажем лемму от противного. Предположим,

что ∆(λ) и ∆1(λ) имеют общий нуль λ0. Тогда по лемме 4.2

ψ(0, λ0) = ψ′(0, λ0) = 0. Это означает, что при λ = λ0 функция

ψ(x, λ) является решением уравнения Штурма–Лиувилля (2.1) при
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нулевых начальных условиях. Ввиду единственности решения зада-

чи Коши, получаем ψ(x, λ0) ≡ 0, что невозможно в силу начальных

условий (4.2). Полученное противоречие доказывает требуемое.

Следующая теорема дает корректность определения решения и

функции Вейля7 и их основные свойства.

Теорема 4.4. При λ ̸= λn, n ∈ N, решение Φ(x, λ) уравнения (2.1),

удовлетворяющее краевым условиям (4.1), существует и един-

ственно. Функции Φ(x, λ) и M(λ) являются мероморфными по λ

и их полюсы совпадают с собственными значениями краевой зада-

чи L. Справедливы соотношения

Φ(x, λ) =
ψ(x, λ)

∆(λ)
, (4.6)

Φ(x, λ) = C(x, λ) +M(λ)S(x, λ), (4.7)

M(λ) = −∆1(λ)

∆(λ)
, (4.8)

⟨Φ(x, λ), S(x, λ)⟩ ≡ 1. (4.9)

Доказательство. Заметим, что ψ(x, λ) — единственное с точно-

стью до постоянного множителя решение уравнения (2.1), удо-

влетворяющее условию ψ(π, λ) = 0. Следовательно, в силу усло-

вий (4.1), если решение Вейля существует, то оно представимо в

виде Φ(x, λ) = D(λ)ψ(x, λ). Подставляя этот вид в первое из усло-

вий (4.1), получаем D(λ) =
1

ψ(0, λ)
, то есть Φ(x, λ) =

ψ(x, λ)

ψ(0, λ)
.

Применяя лемму 4.2, приходим к соотношению (4.6). Нетрудно

видеть, что функция, заданная соотношением (4.6), удовлетворяет

7Задача (2.1), (4.1) не является задачей Коши. Поэтому существование и един-
ственность решения Вейля не следуют из теоремы Пикара, как для решений
S(x, λ), C(x, λ) и ψ(x, λ), и требуют отдельного доказательства.
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уравнению (2.1) и условиям (4.1) при λ ̸= λn, n ∈ N, то есть явля-

ется решением Вейля. Таким образом, при λ ̸= λn, n ∈ N, решение

Вейля существует и единственно.

Из определения функции Вейля и формулы (4.6) получаем со-

отношениеM(λ) =
ψ′(0, λ)

∆(λ)
. Учитывая лемму 4.2, приходим к (4.8).

По теореме 2.2 собственные значения {λn}n∈N являются нулями

знаменателя ∆(λ), а функции ψ(x, λ) и ψ′(x, λ) — целые по λ. Со-

гласно формулам (4.6) и (4.8), функции Φ(x, λ) и M(λ) мероморф-

ны по λ и их полюсы совпадают с собственными значениями.

С другой стороны, решение Вейля можно представить че-

рез фундаментальную систему решений {C(x, λ), S(x, λ)} уравне-

ния (2.1):

Φ(x, λ) = A(λ)C(x, λ) +B(λ)S(x, λ). (4.10)

Подставляя (4.10) в (4.1), находим:

A(λ) = 1, B(λ) = −C(π, λ)
S(π, λ)

= −∆1(λ)

∆(λ)
.

Используя (4.8), приходим к соотношению (4.7).

Согласно лемме 4.1, вронскиан в (4.9) не зависит от x. Вычис-

лим его при x = 0:

⟨Φ(x, λ), S(x, λ)⟩ = Φ(0, λ)S′(0, λ)− Φ′(0, λ)S(0, λ) = 1.

Таким образом, все утверждения теоремы доказаны.

Замечание 4.5. Из соотношения (4.8) и леммы 4.3 следует, что по-

рядки полюсов функции Вейля M(λ) совпадают с алгебраически-

ми кратностями соответствующих собственных значений. Соглас-

но (4.6), функции Φ(x, λ) и Φ′(x, λ) имеют полюсы порядков, не

превосходящих кратности собственных значений, поскольку числи-
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тели могут обращаться в ноль при некоторых значениях x. С учетом

теоремы 3.16 заключаем, что в случае вещественного потенциала q

все полюсы функций Φ(x, λ), Φ′(x, λ) и M(λ) простые.

Пример 4.6. При q(x) ≡ 0 имеем (см. пример 2.3):

∆(λ) =
sin ρπ

ρ
, ψ(x, λ) =

sin ρ(π − x)

ρ
, ∆1(λ) = cos ρπ,

Φ(x, λ) =
sin ρ(π − x)

sin ρπ
, M(λ) = −ρ cos ρπ

sin ρπ
, ρ =

√
λ.

Очевидно, что полюсы функции M(λ) в λ-плоскости совпада-

ют с собственными значениями λn = n2, n ∈ N.

4.2. Постановки обратных задач

Рассмотрим задачу Штурма–Лиувилля L вида (2.1)–(2.2) и по-

следовательность ее собственных значений {λn}n∈N, которую бу-

дем называть спектром. Предположим, что потенциал q неизвестен,

в то время как спектр задан. Возникает вопрос: можно ли восста-

новить потенциал q на отрезке [0, π] по спектру {λn}n∈N? В общем

случае ответ на него отрицательный. Одного спектра недостаточно,

и для восстановления потенциала требуются дополнительные дан-

ные. В качестве таких данных могут использоваться весовые числа

или второй спектр.

Весовыми числами краевой задачи L называются квадраты

норм ее собственных функций в L2(0, π):

αn =

∫ π

0
S2(x, λn) dx. (4.11)

Числа {λn, αn}n∈N называются спектральными данными зада-

чи L.
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Обратная задача 4.7. По спектральным данным {λn, αn}n∈N по-

строить потенциал q.

Вместе с задачей L рассмотрим краевую задачу L1 для уравне-

ния Штурма–Лиувилля (2.1) с условиями Неймана–Дирихле:

y′(0) = y(π) = 0.

Нетрудно показать, что собственные значения краевой зада-

чи L1 совпадают с нулями характеристической функции ∆1(λ) =

C(π, λ). Обозначим их {µn}n∈N.

Обратная задача 4.8. По двум спектрам {λn}n∈N и {µn}n∈N по-

строить потенциал q.

Изучается также обратная задача по функции Вейля.

Обратная задача 4.9. По функции Вейля M(λ) построить потен-

циал q.

Замечание 4.10. Обратные задачи 4.8 и 4.9 эквивалентны. Действи-

тельно, согласно формуле (4.8), по функции Вейля нетрудно опреде-

лить два спектра: собственные значения {λn}n∈N являются ее полю-

сами, а значения {µn}n∈N — нулями. Заметим, что нули числителя

и знаменателя в (4.8) не совпадают в силу леммы 4.3. С другой сто-

роны, характеристические функции ∆(λ) и ∆1(λ) можно построить

по их нулям как бесконечные произведения (см. [17, с. 17–18]):

∆(λ) = π
∞∏
n=1

λn − λ

n2
, ∆1(λ) =

∞∏
n=1

µn − λ

(n− 1/2)2
, (4.12)

и затем найти M(λ) по формуле (4.8). Вопрос о построении целых

функций по их нулям не рассматривается в данном учебном по-

собии, с этой темой можно ознакомиться по пособию [19]. Таким
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образом, задание функции Вейля эквивалентно заданию двух спек-

тров. Связь функции Вейля и спектральных данных {λn, αn}n∈N
рассматривается в разделе 4.4.

4.3. Оценки для функции Вейля

В данном разделе получены вспомогательные оценки для функ-

ции Вейля M(λ), которые требуются для доказательства основных

теорем данной главы.

Лемма 4.11. Существуют константы ρ∗ > 0, δ ∈ (0, 1/2) и C, при

которых справедлива оценка

|M(λ)| ⩽ C|ρ|, ρ ∈ Gδ, |ρ| ⩾ ρ∗, (4.13)

где λ = ρ2 и область Gδ определена формулой (2.23).

Доказательство. Согласно (2.15), имеем

∆1(λ) = C(π, λ) = O
(
e|τ |π

)
.

Используя (4.8) и теорему 2.7, получаем

|M(λ)| ⩽ |∆1(π, λ)|
|∆(λ)|

⩽
Ce|τ |π

|ρ|−1e|τ |π
, ρ ∈ Gδ, |ρ| ⩾ ρ∗,

что дает (4.13).

Лемма 4.12. Справедлива асимптотическая формула M(−τ2) =

−τ + o(1) при τ ∈ R, τ → +∞.
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Доказательство. Используя уточненную асимптотическую форму-

лу (2.31) для C(x, λ), получаем

∆1(λ) = cos ρπ +
ω sin ρπ

ρ
+

κ1(ρ)

ρ
, (4.14)

где ω определена в (2.33) и

κ1(ρ) =
1

2

∫ π

0
q(t) sin ρ(π − 2t) dt+O

(
|ρ|−1e|τ |π

)
, |ρ| → ∞.

Подставляя в формулы (2.32) и (4.14) ρ = iτ , τ ∈ R, τ → +∞,

и применяя формулы

cos iτπ =
eτπ + e−τπ

2
=

1

2
eτπ
(
1 + o(1)

)
,

sin iτπ =
e−τπ − eτπ

2i
=
i

2
eτπ
(
1 + o(1)

)
,

приходим к соотношениям8

∆(−τ2) = 1

2τ

(
1 +

ω

τ
+ o
(
τ−1

))
,

∆1(−τ2) =
1

2

(
1 +

ω

τ
+ o
(
τ−1

))
.

Заметим, что

(
1 +

ω

τ
+ o
(
τ−1

))
·
(
1 +

ω

τ
+ o
(
τ−1

))−1
=

=
(
1 +

ω

τ
+ o
(
τ−1

))(
1− ω

τ
+ o
(
τ−1

))
= 1 + o

(
τ−1

)
.

8Соотношения κ(iτ) = o
(
e|τ |π

)
и κ1(iτ) = o(e|τ |π) при τ → +∞ доказыва-

ются аналогично лемме Римана–Лебега 2.12.
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Таким образом,

M(−τ2) = −∆1(−τ2)
∆(−τ2)

= −τ
(
1 + o

(
τ−1

))
= −τ + o(1),

что завершает доказательство.

4.4. Связь функции Вейля и спектральных данных

В данном разделе будем предполагать, что все собственные

значения задачи L — простые. В частности, данное условие вы-

полнено в случае вещественного потенциала q (см. следствие 3.15

и теорему 3.16).

Теорема 4.13. Если λn — простое собственное значение задачи L,

то9

α−1
n = − Res

λ=λn

M(λ). (4.15)

Доказательство. При доказательстве теоремы 3.16 было фактиче-

ски получено соотношение

d

dλ
∆(λn)S

′(π, λn) = αn. (4.16)

Вычислим вычет M(λ) относительно простого полюса, ис-

пользуя (4.8):

Res
λ=λn

M(λ) = −C(π, λn)
d
dλ∆(λn)

. (4.17)

В силу леммы 4.1, вронскиан ⟨C(x, λn), S(x, λn)⟩ не зависит

от x. Используя (2.3) и соотношение S(π, λn) = 0, вычисляем

⟨C(x, λn), S(x, λn)⟩ = ⟨C(x, λn), S(x, λn)⟩
∣∣∣
x=0

= 1,

9Понятие вычета Res вводится в разделе 1.3.
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⟨C(x, λn), S(x, λn)⟩ = ⟨C(x, λn), S(x, λn)⟩
∣∣∣
x=π

= C(π, λn)S
′(π, λn).

Таким образом, C(π, λn)S′(π, λn) = 1. Вместе с (4.16) и (4.17),

это соотношение дает (4.15).

Пример 4.14. Вычислим вычеты функции Вейля относительно ее

полюсов в случае q(x) ≡ 0 (см. пример 4.6):

Res
λ=λn

M(λ) = − Res
λ=n2

√
λ cos

√
λπ

sin
√
λπ

= −
√
λ cos

√
λπ

d
dλ(sin

√
λπ)

∣∣∣∣
λ=n2

.

Поскольку

d

dλ

(
sin

√
λπ
)
= π cos

√
λπ · 1

2
√
λ
,

получаем

Res
λ=λn

M(λ) = −2n2

π
.

Вычислим весовые числа по формуле (4.11):

S(x, λn) =
sinnx

n
, αn =

∫ π

0

sin2 nx

n2
dx =

π

2n2
.

Очевидно, в данном частном случае выполнено соотноше-

ние (4.15).

Спектральные данные {λn, αn}n∈N однозначно определяются

по функции Вейля M(λ): собственные значения {λn}n∈N — как ее

полюсы, весовые числа {αn}n∈N — по формуле (4.15). Далее в этом

разделе мы получим формулу, позволяющую, наоборот, построить

функцию Вейля по спектральным данным.
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Выберем число w > 0 так, чтобы ∆(±iw) ̸= 0, и введем функ-

цию

β(λ) =
λ

λ2 + w2
.

Следующая теорема дает представление для функции Вейля.

Теорема 4.15 ([18], Теорема 1). Пусть все собственные значения

{λn}n∈N простые. Тогда справедливо соотношение

M(λ) = M(λ) +m0, (4.18)

где

M(λ) =
∞∑
n=1

(
1

λ− λn
+ β(λn)

)
Mn, Mn = Res

λ=λn

M(λ), (4.19)

m0 = − lim
τ→+∞

(
τ +M(−τ2)

)
. (4.20)

Доказательство. Пусть значение λ ̸= λn фиксировано. Рассмотрим

функцию

F (µ) =

(
1

λ− µ
+ β(µ)

)
M(µ).

Очевидно, что

1

λ− µ
+ β(µ) =

1

λ− µ
+

µ

µ2 + w2
=

+
λµ+ w2

(λ− µ)(µ2 + w2)
= O

(
|µ|−2

)
, |µ| → ∞. (4.21)

Используя (4.13) и (4.21), получаем оценку

F (µ) = O
(
|µ|−3/2

)
, |µ| → ∞,

√
µ ∈ Gδ. (4.22)
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Рассмотрим контурный интеграл

IN (λ) =
1

2πi

∮
ΓN

F (µ) dµ,

где контур ΓN =
{
µ ∈ C : |µ| = (N + 1/2)2

}
имеет обход против

часовой стрелки. Ясно, что при достаточно больших значениях N

точки λ и ±iw лежат внутри контура ΓN и при µ ∈ ΓN выполнена

оценка (4.22). Поэтому справедлива оценка

|IN (λ)| ⩽ 1

2π
len(ΓN ) ·O

(
(N + 1/2)−3

)
,

где len(ΓN ) — длина контура ΓN , которая равна 2π(N + 1/2)2. От-

сюда следует

IN (λ) = O
(
(N + 1/2)−1

)
, N → ∞,

что дает

lim
N→∞

IN (λ) = 0. (4.23)

Вычислим интеграл IN (λ) при помощи основной теоремы о

вычетах (теоремы 1.8). Функция F (µ) имеет простые полюсы λ,

±iw и λn (n ∈ N). Найдем вычеты относительно этих полюсов:

Res
µ=λ

F (µ) = −M(λ), Res
µ=±iw

F (µ) =
1

2
M(±iw),

Res
µ=λn

F (µ) =

(
1

λ− λn
+ β(λn)

)
Mn, n ∈ N.
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При достаточно больших значениях N получаем

IN (λ) = −M(λ)+
M(iw) +M(−iw)

2
+

N∑
n=1

(
1

λ− λn
+ β(λn)

)
Mn.

Перейдем к пределу при N → ∞, учитывая соотношение

(4.23):

M(λ) =
M(iw) +M(−iw)

2
+

∞∑
n=1

(
1

λ− λn
+ β(λn)

)
Mn.

Таким образом, мы получили равенство (4.18) с константой

m0 =
M(iw) +M(−iw)

2
. Осталось показать, что m0 удовлетворяет

(4.20). Из представления (4.18) получаем, что m0 = M(λ) −M(λ)

при любом λ, в том числе выполнено предельное соотношение

m0 = lim
τ∈R, τ→+∞

(
M(−τ2)−M(−τ2)

)
.

По лемме 4.12 имеем M(−τ2) = −τ + o(1), τ → +∞, что

завершает доказательство.

Следствие 4.16. Функция Вейля M(λ) однозначно определяется

спектральными данными {λn, αn}n∈N по формуле (4.18), поскольку

Mn = −α−1
n . Обратно, по функции Вейля можно однозначно найти

спектральные данные через ее полюсы и вычеты. Таким образом, в

случае простых собственных значений обратные задачи 4.7 и 4.9

эквивалентны.

Замечание 4.17. В случае кратных собственных значений соот-

ветствующие полюсы {λn} функции F (µ) в доказательстве теоре-

мы 4.15 будут кратными и ряд (4.19) будет иметь более общий вид

(см. [18]).
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4.5. Единственность решения обратных задач

В данном разделе доказана единственность решения обратных

задач 4.7, 4.8 и 4.9.

Рассмотрим вместе с краевой задачей L другую задачу L̃ того

же вида (2.1)–(2.2), но с другим потенциалом q̃. Условимся, что если

некоторый символ γ обозначает объект, относящийся к задаче L, то

символ γ̃ будет обозначать аналогичный объект, относящийся к L̃.

Следующая теорема дает единственность решения обратной за-

дачи 4.9 по функции Вейля.

Теорема 4.18 ([18], Теорема 3). Если M(λ) ≡ M̃(λ), то q(x) =

q̃(x) на [0, π]. Таким образом, задание функции Вейля однозначно

определяет потенциал q.

Доказательство. Введем матрицу спектральных отображений

P (x, λ) = (Pjk(x, λ))
2
j,k=1 по формуле

P (x, λ)

(
Φ̃(x, λ) S̃(x, λ)

Φ̃′(x, λ) S̃′(x, λ)

)
=

(
Φ(x, λ) S(x, λ)

Φ′(x, λ) S′(x, λ)

)
. (4.24)

Заметим, что

det

(
Φ̃(x, λ) S̃(x, λ)

Φ̃′(x, λ) S̃′(x, λ)

)
= ⟨Φ̃(x, λ), S̃(x, λ)⟩ ≡ 1

в силу (4.9). Следовательно, имеем(
Φ̃(x, λ) S̃(x, λ)

Φ̃′(x, λ) S̃′(x, λ)

)−1

=

(
S̃′(x, λ) −S̃(x, λ)
−Φ̃′(x, λ) Φ̃(x, λ)

)
. (4.25)
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Используя формулы (4.24) и (4.25), находим

P (x, λ) =

(
Φ(x, λ) S(x, λ)

Φ′(x, λ) S′(x, λ)

)(
S̃′(x, λ) −S̃(x, λ)
−Φ̃′(x, λ) Φ̃(x, λ)

)
,

что поэлементно дает

P11(x, λ) = Φ(x, λ)S̃′(x, λ)− S(x, λ)Φ̃′(x, λ), (4.26)

P12(x, λ) = S(x, λ)Φ̃(x, λ)− Φ(x, λ)S̃(x, λ). (4.27)

Подставляя (4.6) и аналогичное соотношение для Φ̃(x, λ)

в (4.26), получаем

P11(x, λ) =
S(x, λ)ψ̃′(x, λ)− ψ(x, λ)S̃′(x, λ)

∆(λ)
=

=
S(x, λ)ψ′(x, λ)− ψ(x, λ)S′(x, λ)

∆(λ)
+

+
S(x, λ)(ψ̃′(x, λ)− ψ′(x, λ))− ψ(x, λ)(S̃′(x, λ)− S′(x, λ))

∆(λ)
.

Заметим, что10

S(x, λ)ψ′(x, λ)− ψ(x, λ)S′(x, λ) = −⟨ψ(x, λ), S(x, λ)⟩ = ∆(λ)

Таким образом, получаем

P11(x, λ) = 1 +
1

∆(λ)

(
S(x, λ)(ψ̃′(x, λ)− ψ′(x, λ))−

− ψ(x, λ)(S̃′(x, λ)− S′(x, λ))
)
.

10См. доказательство леммы 4.2.
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Аналогично из (4.27) выводим

P12(x, λ) =
ψ(x, λ)S̃(x, λ)− S(x, λ)ψ̃(x, λ)

∆(λ)
.

Используя асимптотические формулы (2.13), (2.14), (4.3), (4.4)

и их аналоги для S̃(x, λ), S̃′(x, λ), ψ̃(x, λ), ψ̃′(x, λ), вычисляем

S(x, λ)(ψ̃′(x, λ)− ψ′(x, λ))− ψ(x, λ)(S̃′(x, λ)− S′(x, λ)) =

= O
(
|ρ|−1e|τ |x

)
O
(
|ρ|−1e|τ |(π−x)

)
−

−O
(
|ρ|−1e|τ |(π−x)

)
O
(
|ρ|−1e|τ |x

)
= O

(
|ρ|−2e|τ |π

)
,

ψ(x, λ)S̃(x, λ)− S(x, λ)ψ̃(x, λ) = O
(
|ρ|−2e|τ |π

)
,

при |ρ| → ∞. Применяя полученные формулы вместе с оценкой

модуля характеристической функции снизу (2.25), приходим к со-

отношениям

|P11(x, λ)− 1| ⩽ C

|ρ|
, |P12(x, λ)| ⩽

C

|ρ|
, ρ ∈ Gδ, |ρ| ⩾ ρ∗.

(4.28)

С другой стороны, подставляя (4.7) и аналогичное равенство

для Φ̃(x, λ) в (4.26) и (4.27), приходим к соотношениям

P11(x, λ) = C(x, λ)S̃′(x, λ)− S(x, λ)C̃ ′(x, λ)+

+ (M(λ)− M̃(λ))S(x, λ)S̃′(x, λ),

P12(x, λ) = S(x, λ)C̃(x, λ)− C(x, λ)S̃(x, λ)+

+ (M̃(λ)−M(λ))S(x, λ)S̃(x, λ).
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Таким образом, если M(λ) ≡ M̃(λ), при каждом фиксирован-

ном x ∈ [0, π] функции P11(x, λ) и P12(x, λ) целые по λ и удо-

влетворяют оценкам (4.28) при ρ ∈ Gδ. Применяя принцип макси-

мум модуля для аналитических функций (теорему 1.4) к областям11

|ρ − n| < δ и |ρ| < ρ∗, заключаем, что оценки (4.28) выполнены во

всей комплексной плоскости. В данных оценок функции P11(x, λ)

и P12(x, λ) ограничены в C. По теореме Лиувилля 1.5 они равны

константам. Из оценок (4.28) вытекает, что

P11(x, λ) ≡ 1, P12(x, λ) ≡ 0. (4.29)

Из определения (4.24) следует равенство

S(x, λ) = P11(x, λ)S̃(x, λ) + P12(x, λ)S̃
′(x, λ).

Подставляя в данное соотношение (4.29), получаем S(x, λ) ≡
S̃(x, λ). Выразим q(x) из уравнения (2.1):

q(x) = λ+
S′′(x, λ)

S(x, λ)
.

В результате заключаем, что q(x) = q̃(x) на [0, π].

В силу эквивалентности обратных задач 4.8 и 4.9 и их эквива-

летности обратной задаче 4.7 в случае простого спектра, из теоре-

мы 4.18 вытекают следствия:

Следствие 4.19. Если λn = λ̃n и µn = µ̃n при всех n ∈ N,

то q(x) = q̃(x) на [0, π]. Таким образом, два спектра {λn}n∈N и

{µn}n∈N однозначно определяют потенциал q.

11Данные области представляют собой «дырки» в Gδ (2.23).
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Следствие 4.20. Предположим, что все собственные значения за-

дач L и L̃ простые и выполнены равенства λn = λ̃n, αn = α̃n при

всех n ∈ N. Тогда q(x) = q̃(x) на [0, π], то есть спектральные

данные {λn, αn}n∈N однозначно определяют потенциал q.

Замечание 4.21. Следствие 4.20 справедливо лишь при условии

простоты спектра, которое выполнено, в частности, для веществен-

ных потенциалов. В общем комплексном случае для однозначного

восстановления потенциала необходимо задавать как называемые

обобщенные спектральные данные с учетом кратностей собствен-

ных значений (см. [18]).

Используемый в доказательстве теоремы 4.18 метод был разра-

ботан В. А. Юрко [17] и называется методом спектральных отоб-

ражений. Данный метод можно использовать не только для доказа-

тельства теорем единственности, но и для конструктивного реше-

ния обратных задач.

4.6. Задача Хохштадта–Либермана

Ранее мы отмечали, что в общем случае для восстановления

потенциала q недостаточно одного спектра и требуются дополни-

тельные данные. В данном разделе мы рассмотрим частный случай,

в котором потенциал q(x) задан на половине отрезка, и изучим за-

дачу восстановления q(x) на второй половине отрезка по одному

спектру.

Обратная задача 4.22. Пусть потенциал q(x) задан априори на ин-

тервале
(
0, π2

)
.12 По спектру {λn}n∈N построить потенциал q(x)

на интервале
(
π
2 , π

)
.

12Потенциал на концах отрезка можно определить по непрерывности: q(0) =
lim
x→0

q(x) и q(π
2
) = lim

x→π/2
q(x).

79



Обратная задача 4.22 была впервые сформулирована в ста-

тье [20] и называется задачей Хохштадта–Либермана, или непол-

ной обратной задачей. Докажем теорему единственности решения

этой задачи.

Теорема 4.23 (Хохштадта–Либермана [20]). Если q(x) = q̃(x) на(
0, π2

)
и λn = λ̃n при n ∈ N, то q(x) = q̃(x) на

(
π
2 , π

)
. Таким

образом, задание потенциала q(x) на интервале
(
0, π2

)
и спектра

{λn}n∈N однозначно определяет потенциал q на всем отрезке [0, π].

Доказательство. Для доказательства теоремы нам потребуется

формула (4.5), которая при x = π
2 и λ = λn дает

ψ
(π
2
, λn

)
S′
(π
2
, λn

)
− ψ′

(π
2
, λn

)
S
(π
2
, λn

)
= 0. (4.30)

Заметим, что из равенства q(x) = q̃(x) на
(
0, π2

)
следует

S(x, λ) = S̃(x, λ) при x ∈
(
0, π2

]
и λ ∈ C. Принимая во внима-

ние условие λn = λ̃n, n ∈ N, мы можем выписать соотношение для

краевой задачи L̃, аналогичное (4.30), в виде

ψ̃
(π
2
, λn

)
S′
(π
2
, λn

)
− ψ̃′

(π
2
, λn

)
S
(π
2
, λn

)
= 0. (4.31)

Вместе (4.30) и (4.31) при фиксированном n ∈ N обра-

зуют систему двух линейных уравнений относительно неизвест-

ных S
(
π
2 , λn

)
и S′ (π

2 , λn
)
. Заметим, что величины S

(
π
2 , λn

)
и

S′ (π
2 , λn

)
не могут одновременно равняться нулю, что доказыва-

ется аналогично лемме 4.3. Таким образом, однородная система

(4.30)–(4.31) имеет нетривиальное решение. Значит, решение этой

системы не единственно, и ее определитель равен нулю:

ψ
(π
2
, λn

)
ψ̃′
(π
2
, λn

)
− ψ̃

(π
2
, λn

)
ψ′
(π
2
, λn

)
= 0.
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В итоге мы показали, что функция

Ψ(λ) := ψ
(π
2
, λ
)
ψ̃′
(π
2
, λ
)
− ψ̃

(π
2
, λ
)
ψ′
(π
2
, λ
)

имеет нули λ = λn, n ∈ N. Используя асимптотические формулы

(4.3) and (4.4), получаем следующую оценку при |λ| → ∞:

Ψ(λ) = O
(
|ρ|−2e|τ |π

)
. (4.32)

Функция
Ψ(λ)

∆(λ)
целая, поскольку все нули ∆(λ) являются также

нулями Ψ(λ). В силу (2.25) и (4.32), справедлива оценка

Ψ(λ)

∆(λ)
= O

(
|ρ|−1

)
, ρ ∈ Gδ.

Таким образом, функция
Ψ(λ)

∆(λ)
ограничена в Gδ, а вследствие

принципа максимума модуля для аналитических функций (теоре-

мы 1.4), и во всей комплексной плоскости. По теореме Лиувилля 1.5

получаем, что
Ψ(λ)

∆(λ)
= const. Так как

∣∣∣∣Ψ(λ)

∆(λ)

∣∣∣∣ → 0 при |ρ| → ∞,

заключаем, что Ψ(λ) ≡ 0, или

ψ′ (π
2 , λ
)

ψ
(
π
2 , λ
) ≡

ψ̃′ (π
2 , λ
)

ψ̃
(
π
2 , λ
) . (4.33)

Заметим, что дробь
ψ′ (π

2 , λ
)

ψ
(
π
2 , λ
) ввиду соотношения (4.8) и лем-

мы 4.2 является функцией Вейля задачи Штурма–Лиувилля на от-

резке
[
π
2 , π

]
. Действительно, ψ

(
π
2 , λ
)

и ψ′ (π
2 , λ
)

— характеристи-

ческие функции задач Штурма–Лиувилля с краевыми условиями

y
(
π
2

)
= y(π) = 0 и y′

(
π
2

)
= y(π) = 0. Используя теорему 4.18, из
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равенства функций Вейля (4.33) получаем равенство потенциалов

q(x) = q̃(x) на интервале
(
π
2 , π

)
.

Таким образом, были рассмотрены некоторые классические по-

становки обратных задач Штурма–Лиувилля и доказаны соответ-

ствующие теоремы единственности.

Дополнительная литература к главе 4: [6, 8, 13, 17, 21].
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