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В настоящее время использованию композитных материалов уделяется все 

больше внимания [1–5].  
Нахождение упругопластической границы в скручиваемых стержнях, 

необходимо для нахождения предела прочности изделия или для его упрочнения при 
помощи пластических деформаций. При этом важно, чтобы пластическому 
деформированию подвергались только близкие к внешней поверхности слои материала, 
и чтобы в процессе деформирования не произошло разрушение упрочняемого изделия 
и не ухудшились его эксплуатационные характеристики. В последнее время широкое 
распространение получили стержни прокатного профиля, армированные упругими 
волокнами. Они обладают рядом преимуществ перед металлическим изделиями. Как 
правило, они меньше весят и армирование позволяет им выдерживать большие 
нагрузки до разрушения, чем их металлические аналоги. Устоявшихся методов расчета 
их несущей способности в настоящее время практически нет. 

Перечисленные проблемы приводят к задаче нахождения упругопластической 
границы стержней прокатного профиля, армированных упругими волокнами [6] До 
работ авторов [7–9] не было представлено эффективного метода, который позволял бы 
решать эту задачу. Использование законов сохранения для решения дифференциальных 
уравнений позволило получить аналитические формулы для нахождения 
упругопластической границы стержней. В данной работе предложен метод построения 
упругопластической границы в скручиваемых стержнях прокатного профиля, 
армированных упругими волокнами. Этот метод позволяет сделать оценку несущей 
способности таких стержней. 

 
Постановка задачи 
Рассмотрим прямолинейный стержень, изготовленный из упруго пластического 

материала, армированный упругими n  волокнами.  
Матрица стержня имеет модуль упругости G  и предел текучести при чистом 

сдвиге .k  Волокна расположены вдоль стержня в произвольном порядке параллельно 
оси .z  Каждое волокно имеет круглое сечение, центр располагается в точке 

iA  с 

координатами ),( ii yx , радиус волокна равен R , модуль упругости iG . Пределы 

текучести волокон превосходят предел текучести матрицы. Касательное напряжение 
между волокном и матрицей равно .k  
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Заданный процесс описывается уравнением равновесия 

0

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




yx
yzxz


,                                                                 (1) 

и уравнением совместности деформаций 

,yzxz a
y x

 
 

 
                                                     (2) 

где ,a G     – угол закручивания, G – модуль упругости.  
Граничные условия на боковой поверхности стержня, свободной от 

напряжений, и находящейся в пластическом состоянии 

,,0 222
00 kmn yzxzyzxz    

где 00 ,mn  – компоненты вектора нормали к боковой поверхности; которые можно 

записать в виде 

., nkmk yzxz                                            (3) 

На границе между волокном и матрицей выполняются условия 

,, 222 knm yzxziyzixz    

где ii mn , - компоненты вектора нормали к боковой поверхности i-го волокна, которые 

запишем в виде. 

., 2222   kmnknm yzxz                     (4) 

Законы сохранения уравнений (1) – (2) 
Для удобства дальнейших вычислений введем следующие обозначения: 

, .xz yzu v  
 

Тогда задача (1) – (4) запишется так 

,01  yx vuF 2 0,y xF u v a                                (5)
 

на боковой поверхности 
,, nkvmku              

 
на границе волокна и матрицы 

., 2222   kmnvknmu
 

Определение. Законом сохранения для системы уравнений (5) назовем 
выражение вида 

,),,,(),,,( 2211 FFvuyxBvuyxA yx                              (6)
 

где 21,  – некоторые линейные операторы, одновременно не равные тождественно 
нулю. 

Пусть 

,111   vuA ,222   vuB                             (7) 

где 
iii  ,.1
 – функции только от ., yx  

Подставляя (7) в (6), получаем 

,021  yx  ,021  yx  ,1
1    

,2
1   ,2

2   ,1
2   1 2

2.x y a      
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Отсюда следует 

,011  yx  ,011  yx  1 2 1.x y a                                                (8) 

Рассмотрим для системы уравнений (8) два решения: 
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где 00 , yx - постоянные.  

 
Более подробно эти вычисления рассматриваются в [7].  
Используя данные вычисления для построения упругопластической границы для 

стрежня П-образного сечения, прокатного профиля, нами были разработана программа 
для ЭВМ [10] в среде Maple. Результаты расчета представлены далее. 

На рисунке представлено изменение упругопластические границы прокатного 
профиля П-образного сечения, армированного упругими волокнам в зависимости от 
изменения значения крутящего параметра a.  

Профиль швеллер П-образного сечения, используется в качестве опорного 
изделия в строительстве и тяжелом машиностроении. Подходит для создания 
межэтажных перекрытий, лестниц, элементов строительной и специальной техники. 
Может иметь прямые и наклонные грани полок. 

 
Рисунок – Упругопластическая граница швеллер профиля, армированного упругими волокнами, 

при значениях крутящего параметра: А)a=-0,6 Б) a=-1 В) a=-1,6 Г) a=-3. 
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Заключение 
Рассмотрена задача о упругопластическом кручении стержней прокатного 

профиля, армированных упругими волокнами. Для решения задачи использовались 
законы сохранения. Разработана программы для ЭВМ [10] для нахождения 
упругопластической границы стержня. Приведены результаты работы программы с 
различными значениями крутящего параметра для швеллер стержня П-образного 
сечения. 
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