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ВВЕДЕНИЕ

Физика, наряду с другими естественными науками, изучает 
объективные свойства окружающего нас мира.

Весь мир, все существующее вокруг нас представляет собой ма­
терию. Материя имеет множество форм со своими характерными 
свойствами и является объективной реальностью, существующей 
вне и независимо от нашего сознания. Неотъемлемым свойством 
материи и формой ее существования является движение. Материя и 
движение неотделимы друг от друга. Не может быть ни материи без 
движения, ни движения без материи.

Известны два вида материи: вещество (атомы, молекулы, тела) 
и поле (электромагнитное, гравитационное и др.). Различные виды 
материи могут превращаться друг в друга (электрон и позитрон, 
например, могут превращаться в фотон).

Материя существует и движется в пространстве и во времени.
Пространство - это форма сосуществования материальных объек­

тов и процессов, характеризующая структурность и протяженность 
материальных систем.

Время -  это форма последовательной смены явлений и состоя­
ний материи, которая характеризует длительность их бытия. Про­
странство и время не существуют в отрыве от материи.

В классической физике пространству и времени приписывается 
абсолютный характер: линейные размеры и промежутки времени 
сохраняются неизменными при переходе от одной системы отсчета 
к другой.

Физика - наука точная, изучающая количественные законо­
мерности явлений и процессов. Теория и опыт являются основными 
методами исследования в физике. Законы физики устанавливают 
связь между физическими величинами, которые необходимо изме­
рять. Для этого разработаны единицы физических величин, объеди­
ненные в системы единиц. В настоящее время обязательна к приме­
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нению в нашей стране Система Единиц Интернациональная (СИ). 
Система СИ состоит из основных, дополнительных и производных 
единиц.

Основными называются единицы нескольких разнородных физи­
ческих величин, произвольно выбранных при построении системы. В 
СИ основными единицами являются: единица длины - метр (м); 
массы - килограмм (кг); времени - секунда (с); силы электрического 
тока - ампер (А), термодинамической температуры - кельвин (К), 
количества вещества - моль (моль), силы света - кандела (кд).

Метр - единица длины, равная расстоянию, проходимому в ва­
кууме плоской электромагнитной волной за 1/299792458 доли се­
кунды.

Килограмм - единица массы, равная массе международного про­
тотипа килограмма.

Секунда - единица времени, равная 9192631770 периодам излу­
чения, соответствующего переходу между двумя сверхтонкими уров­
нями основного состояния атома цезия - 133.

Ампер - сила неизменяющегося тока, который, проходя по двум 
параллельным прямолинейным проводникам бесконечной длины и 
ничтожно малой площади кругового поперечного сечения, располо­
женным на расстоянии 1 м друг от друга в вакууме, вызвал бы 
между этими проводниками силу, равную 2-10'7 Н на каждый метр 
длины.

Кельвин - единица термодинамической температуры, равная 
1/273,16 термодинамической температуры тройной точки воды.

Моль - единица количества вещества, равная количеству веще­
ства системы, в которой содержится столько же структурных эле­
ментов (атомов, молекул, ионов, электронов и других частиц), сколько 
содержится атомов в углероде - 12 массой 0,012 кг.

Кандела - единица силы света, равная силе света в данном на­
правлении от источника, испускающего монохроматическое излуче­
ние частоты 540-1012 Гц, сила излучения которого в этом направле­
нии составляет 1/683 Вт/ср.

В СИ кроме основных введены две дополнительные единицы - 
радиан (рад) и стерадиан (ср).

Радиан - угол между двумя радиусами окружности, длина дуги 
между которыми равна радиусу.

Стерадиан - телесный угол с вершиной в центре сферы, выреза­
ющей на поверхности сферы площадь, равную площади квадрата со 
стороной, по длине равной радиусу этой сферы.
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Производными называются единицы, устанавливаемые через дру­
гие единицы данной системы на основании физических законов, 
выражающих взаимосвязь между соответствующими физическими 
величинами.

На примере единицы скорости рассмотрим схему введения оп­
ределения производной единицы измерения. При определении про­
изводной единицы договариваются о выборе определенной форму­
лы и названии единицы. Для равномерного прямолинейного движе­
ния значение скорости может быть определено как отношение пути 
S ко времени t:

v = S / t .
Положив в данном уравнении S = 1 м, t  = 1 с, получим едини­

цу скорости
[v] = 1 м / 1 с = 1 м/с.

Запишем это в виде выражения:

S = 1 м
„ > V = 1 м/с.

t  = 1 с

Читая его справа налево и заменив слово равно словом это, 
можно сформулировать словесное определение единицы скорости: 
один метр в секунду - это скорость равномерного прямолинейного 
движения, в котором материальная точка за 1с проходит путь в 1м.

В табл. 1 даются приставки для образования десятичных и 
дольных единиц СИ.

Таблица 1

Наименование
Обозначение приставки

Множитель
русское международное

экса Э Е 1018
пета п Р ю15
тера т Т ю12
гига г G ю9
мега м М 106
кило к к 103
гекто г h ю2
дека да da 10
деци Д d ю-1
санти с с 10'2
милли м m 10'3
микро мк И- 10'6
нано н n 10"9
пико п Р 10'12

фемто ф f 10'15
атго а а 10'18
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Ч А С Т Ь  1
ФИЗИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ МЕХАНИКИ

Механика изучает закономерности механического движения.
Классическая механика подразделяется на ньютоновскую, в ос­

нове которой лежат законы Ньютона1 , и релятивистскую механи­
ку.В классической механике Ньютона изучается движение макроско­
пических тел, имеющих скорости гораздо меньшие, чем скорость 
света в вакууме. Тела, состоящие из большого числа атомов, назы­
ваются макроскопическими телами.

Релятивистская механика основана на теории относительности, 
ее законы справедливы и при скоростях, сравнимых со скоростью 
света в вакууме.

В квантовой механике изучаются специфические особенности 
движения микроскопических тел (атомов и элементарных частиц).

Механика подразделяется на кинематику, статику и динамику.

Глава  1 
К И Н Е М А Т И К А

Кинематика -  раздел механики, в котором исследуется движе­
ние тел без выяснения причин, его вызвавших.

Движение -  это любое изменение состояния системы и ее пара­
метров (координат точки, температуры, напряженности электри­
ческого поля и т.д.). Из всех видов движения материи самым про­
стым является механическое движение.

§1. Механическое движение.
Кинематическое уравнение движения

Механическое движение -  это изменение положения тела или 
отдельных его частей относительно других тел стечением времени.

Поступательным называется движение, при котором отрезок 
прямой, соединяющей любые две точки тела, остается при его дви­
жении параллельным самому себе. При поступательном движении 
все точки тела имеют одинаковые скорости и ускорения и движутся 
по одинаковым траекториям, сдвинутым параллельно относительно 
друг друга.

1Исаак Н ью тон (1643-1727) -  вы даю щ ийся английский учены й, основатель 
классической физики.
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Материальной точкой (частицей) называется тело, размерами 
которого при решении данной задачи можно пренебречь. Одно и то 
же тело в одних случаях может рассматриваться как материальная 
точка, а в других -  как тело, имеющее размеры и форму.

Абсолютно твердым называется тело, состоящее из материаль­
ных точек, расстояние между которыми всегда остается неизмен­
ным.

Все тела существуют и движутся в пространстве и во времени. 
Пространство однородно, т.е. в нем нет точек, обладающих особыми 
свойствами; пространство изотропно, т.е. все направления движения 
равноценны.

Время также является однородным, т.е. любые явления, проис­
ходящие в одних и тех же условиях, но в разные моменты времени, 
протекают одинаково.

Так как пространство однородно и изотропно, то нельзя опре­
делить положение какого-либо тела относительно пространства. Од­
нако положение одного тела можно определить относительно дру­
гого тела.

Тело, относительно которого рассматривается изменение поло­
жения движущегося тела, называется телом отсчета. Тело отсчета, 
связанная с ним система координат и прибор для измерения време­
ни (часы), образуют систему отсчета.

Положение материаль­
ной точки А в пространстве 
в данный момент времени t 
(рис. 1) можно определить 
тремя координатами: х, у, z

или радиусом-вектором г , 
проведенным из начала ко­
ординат в данную точку.

Радиус-вектор точки А 
можно разложить по базису

Т, J, к следующим образом:

г = Тх + Jy + k z , (1.1)

где Т , ] , к  - единичные век- 

Рис. 1 тор-орты системы координат.
Модуль вектора

г+Аг

\г\ = д/х2 + у 2 + Z2 .

При движении материальной точки ее координаты и радиус- 
вектор изменяются с течением времени. Вектор Д f  , соединяющий 
начальное положение 1 движущейся материальной точки с последу­
ющим ее положением 2, называется перемещением точки.

Линия, описываемая в пространстве концом радиуса-вектора г 
при движении материальной точки, относительно выбранной систе­
мы отсчета называется траекторией. По форме траектории движение 
делится на прямолинейное и криволинейное.

Путь - это расстояние, отсчитываемое вдоль траектории движе­
ния. Длина участка траектории S называется длиной пути. В случае 
прямолинейного движения в одном направлении длина пути S равна

модулю перемещения |Дг | .

При движении по замкнутой траектории, когда точка возвра­
щается в исходное положение, путь равен длине траектории, а пе­
ремещение - нулю. Путь и перемещение в системе СИ измеряются 
в метрах (м).

Функции, описывающие изменения координат или радиуса-век­
тора материальной точки стечением времени, называются кинема­
тическими уравнениями движения:

х = x(t), y  = y(t), z = z(t)
или

г = r ( t ) . (1.2)

§2. Скорость движения

Равномерным прямолинейным движением называется такое дви­
жение, при котором материальная точка, двигаясь по прямой ли­
нии, за любые равные, сколь угодно малые промежутки времени

At совершает одинаковые перемещения А г .
Скоростью равномерного прямолинейного движения называет­

ся векторная физическая величина, равная отношению перемеще­
ния к промежутку времени, в течение которого было совершено 
это перемещение:

v = АР/A t .
При малых приращениях функции и аргумента
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Скорость при равномерном прямолинейном движении является 
величиной постоянной:

V = const.
По модулю скорость

|v| = |A r|/A f = S / A t , (1.4)

так как 5' = |Аг|. Используя уравнения (1.1) и (1.3), получим

_ - d x  ~dy г dz -
V = i ^ + J ^ + k ^ = i V * + J V y + k v z ’ (1 '5)

откуда

|v| = / v 2 + V2 + V2 11 у  х у  z

где v jc,v >, h v z - проекции вектора скорости v на координатные 

оси х, у и z.
Из формулы (1.4) устанавливаются единица скорости в системе 

СИ - метр в секунду (м/с) и формула пути равномерного прямоли­
нейного движения:

S = v ■ At.
Используя данное уравнение, можно записать кинематическое 

уравнение для равномерного прямолинейного движения, т.е. найти 
выражение для координаты материальной точки, движущейся рав­
номерно вдоль оси х:

х  = х0 + vxAt. (1.6)
Если материальная точка начинает движение из начала коорди­

нат, то х0 = 0 и координата х  = vxAt.
Если за равные промежутки времени материальная точка, дви­

гаясь по прямой, проходит разные пути, то такое движение назы­
вается переменным.

Пусть материальная точка, двигаясь неравномерно, за время At 
переместилась из положения 1 в положение 2 (рис.1). Средней ско­
ростью  движения материальной точки называется векторная физи­

ческая величина, равная отношению перемещения Аг ко времени 

A t , за которое оно произошло:

(v ) = А г / А / . (1.7)

Средней путевой скоростью  движения материальной точки на­
зывается скалярная величина, равная отношению пути S к проме­
жутку времени At, за которое этот путь пройден:

(v)s = S / A t .  (1.8)

Переменное движение характеризуется также мгновенной ско­
ростью (скоростью в данный момент времени). Мгновенную ско­

рость можно определить как предел отнош ения А г / At при
At -а - 0:

v  = l im (A r /А /)  = dr I  d t _ (1 g)

Таким образом, мгновенная скорость движения материальной 
точки есть векторная физическая величина, равная первой произ­
водной радиуса-вектора движущейся точки по времени. Скорость v 
направлена по касательной к траектории в направлении движения.

§3.Ускорение

Быстрота изменения скорости по времени при переменном дви­
жении характеризуется ускорением

a =  lim  A v /A f = —  = ^~ 7Г . (1.10)
Аг^-0 d t d t2

Ускорение - это векторная физическая величина, равная первой 
производной скорости по времени или второй производной радиу­
са-вектора движущейся точки по времени.

В системе СИ ускорение измеряется в метрах на секунду в квад­
рате (м/с2).

Используя уравнения (1.1) и (1.10), запишем ускорение через 
его составляющие по осям прямоугольной декартовой системы ко­
ординат:

_ - d 2x - d 2y  -*d 2z

a = l ^ + J P A + t ^ = l a ' + J 'a>-+ t a f

где ах , а у и az - проекции вектора ускорения на координатные 

оси х, у  и z.
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Модуль вектора ускорения

I а l= yfax + a l  +Clz (1.12)

Рис. 2

Вектор ускорения а принято расклады­
вать на две составляющие (рис. 2):

(1.13)

где \а =-
d  v

тангенциальное ускорение,

направленное по касательной к траектории

движения, | = —  - нормальное (центро-
R

стремительное) ускорение, направленное перпендикулярно скорос­
ти v , R - радиус кривизны траектории (радиус окружности, слива­
ющийся с траекторией на бесконечно малом её участке).

Тангенциальное ускорение характеризует быстроту изменения 
модуля скорости, а нормальное - изменение скорости по направле­
нию.

Квадрат модуля ускорения

а 2 = а} + а 2 т и
отсюда ускорение

а =
d  v 

dt

( у 2Л
(1.14)

При равнопеременном прямолинейном движении «т = const Ф 0 ,

а ап = 0, т.е. ускорение a = cix = d \ / d t . Отсюда d v  = a d t . Интегри­

руя данное выражение, получим формулу скорости равноперемен­
ного прямолинейного движения:

V 1

Jc /v  = « J c / t , v = v0 + a f, (1.15)

если v0 = 0 , то
v = at. (1.16)

1 2

Здесь v 0, v - скорости в моменты времени t  = 0 и t  соот­
ветственно.

Так как скорость v = dS/dt, то dS = vdt. Подставляя в данное 
выражение уравнение (1.15), после интегрирования получим фор­
мулу пути равнопеременного прямолинейного движения:

s t t
dt + а j" tdt 

О 0 0

S = v Qt + a t2 /2  . (1.17)

Если v 0 = 0, t o

S = cit2 / 2- (1.18)
При равноускоренном движении в формулах (1.15) - (1.18)

ускорение а берется со знаком плюс, при равнозамедленном - со 
знаком минус.

§4. Движение тела, брошенного под углом к горизонту

Рассмотрим движение тела, брошенного под углом а  к горизон­

ту с начальной скоростью v 0 . При отсутствии сопротивления воз­

духа движение будет происходить по параболе, изображенной на 
рис. 3.

м  Ч-

Рис. 3

Движение данного тела можно представить как результат нало­
жения двух одновременных прямолинейных движений по осям ох и 
оу, направленных вдоль поверхности Земли и по нормали к ней. 

По оси ох движение равномерное с постоянной скоростью



Воспользовавшись формулой (1.6) для равномерного прямоли­
нейного движения, запишем уравнение движения тела вдоль оси 
ох:

х  = v0xf = V  cosa, (1.19)
где t  - время движения.

По оси оу движение равнопеременное с ускорением ау = -д и с 
начальной скоростью

voy = v0sina.
Для равнопеременного движения согласно уравнениям (1.15) и 

(1.17) запишем:

Vy = V0y - g f = V0 S ln a - g f ’ (1-2°)

y  = v 0yt - g t 2 /2  = v 0t s m a - g t 2 / 2 . (1.21)

Исключив время t  из уравнений движения (1.19) и (1.21), най­
дем уравнение траектории:

j  = x - t g a - g x 2 /(2v 2 cos2 a ). (1.22)

Это уравнение параболы.
В момент падения тела на Землю координата у  = 0. Приравняв у  

нулю, из уравнения (1.21) найдем время полета:

f(v 0 s in a - g /7 2 )  = 0 ,

h = 0’ h  = (2vo / &)sina ■
Значение времени ^  = 0 соответствует точке бросания тела. Та­

ким образом, время полета тела

tn = 2 v0 s in a /g  . (1.23)

При подъеме тела значение скорости vy уменьшается и при утах 
превращается в ноль. Из уравнения (1.20), приняв vy = 0, находится 
время подъема тела на максимальную высоту:

0 = v 0 s i n a - g W
откуда

W = v os ina /S- О-24)
Сопоставляя выражения (1.23) и (1.24), видим, что время подъе­

ма тела на высоту утах равно времени спуска его с этой высоты.
Подставив время подъема fnofl в формулу (1.21), найдем макси­

мальную высоту подъема тела:

1 4

T m a x = V 0 S l n 2 a / ( 2 ^ ) -  

Дальность полета хтах определяется, если в уравнение (1.19) 
вместо t  подставить время полета:

Хтах = V n  cos a  = vg sin 2 a  / g .
Дальность полета максимальна, когда значение sin2a макси­

мально:

sin2a0 = 1 , 2a0 = 90°, a Q = 45°.
Из подобия треугольников MCD  и МЕВ (рис. 3) запишем:

ЕВ DC  v 0 x  _  an
М В ~  М С  или v  g ’

откуда

a« = v o * - g / v ;  (1-25)

M E _ M D  wy _ a x

M B ~ M C  ИЛИ v  ”  g  ’

откуда

« T = v y ' ^ / v - (1-26)
Радиус кривизны траектории R в произвольной точке М  опреде­

ляется с использованием формулы

an = v 2 / R .

§5. Вращение тела вокруг неподвижной оси

Вращательным  называется движение, при котором все точки 
тела описывают окружности, центры которых лежат на одной пря­
мой, называемой осью вращения.

Пусть тело за промежуток времени hd = t2 - t ^  повернулось на

угол Аф, перейдя из положения 1 в положение 2 (рис. 4). Вектор

Дф, направленный вдоль оси вращения перпендикулярно плоско­
сти, в которой происходит вращение, называется вектором углового 
перемещения. Модуль вектора Дф равен углу поворота Аф, выра­
женному в радианах, а ориентация вектора определяется по прави­
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лу правого винта (если смотреть из конца вектора Дф , то вращение 
тела происходит против часовой стрелки).

Рис. 4

Аф
Отношение —  = \ (В/ называется

At
средней угловой скоростью, а предел от­
ношения

Дф dcp _
1гт —-  = —- = со (1.27)
Д'=о At d t 

называется угловой скоростью.
Угловая скорость - это векторная 

физическая величина, равная первой 
производной углового перемещения по времени.

Угловая скорость измеряется в радианах в секунду (рад/с). Век­
тор угловой скорости направлен по оси вращения, и ориентация его 
определяется правилом правого винта.

Если угловая скорость со за промежуток времени At изменяет­

ся на Дсо , то для характеристики такого вращательного движения 
вводится понятие углового ускорения. Угловым ускорением  называ­
ется векторная физическая величина, равная первой производной 
угловой скорости по времени или второй производной углового 
перемещения по времени:

в =
dco d 2 ф 

d t  d t 2
(1.28)

Если со изменяется только по модулю, то векторы б и в  
коллинеарны и направлены в одну и ту же сторону, когда вращение 
ускоренное, и в противоположные стороны, когда вращение замед­
ленное.

Угловое ускорение измеряется в радианах на секунду в квадрате 
(рад 1с2).

Время одного полного оборота тела Т называется периодом обра-

1
щения, величина обратная периоду — = v называется частотой. Пе­

риод измеряется в секундах (с), а частота - в герцах (Гц).

1 6

За один период обращения радиус-вектор г описывает угол, 
равный 2л рад, поэтому 2п = соТ, откуда со = 2n/T = 2nv.

В ращ ательное движ ение, при котором угловая скорость

со = const Ф 0, называется равномерным вращением.

i - i  №1По модулю со = J— L, откуда dcp = codt. Интегрируя данное вы-
d t

ражение:

ф t
|с/ф = со J dt

Фо 0
получим формулу для определения модуля углового перемещения:

ср-фо =сэг,

или

Ф =  Ф0 +соГ. (1.29)

Вращ ательное движение, при котором угловое ускорение 

в = const Ф 0 , называется равнопеременным вращением. Так как

м  N

со

то dco = ed t и |  dco = s J d t .
CD,-, 0

Откуда

со = co0 + s t . (1.30)

Получили формулу для определения угловой скорости при рав­
нопеременном вращении.

Угловая скорость

dco 
со = —L 

d t  ’

откуда

dc$ = codt .
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После интегрирования данного выражения с учетом формулы (1.30)

Ф t t
^d(p = ®Q^dt + z^ td t ,

0 0 0

получим формулу для определения модуля углового перемещения 
при равнопеременном вращении:

cp = co0f + e t2 / 2  . (1.31)

При равноускоренном вращении в уравнениях (1.30) и (1.31) 
угловое ускорение е берется со знаком плюс, при равнозамедленном 
- со знаком минус.

Найдем связь между линейными и угло­
выми величинами. Пусть тело из положения 
1 (рис. 5) переходит в положение 2 за ма­
лый промежуток времени dt, совершая бес­

конечно малое угловое перемещение dip. Из 
рис. 5 видно, что

| d  г | = Rdq> ,

a R = \r | sin а  ,

где R - радиус окружности.
Откуда

d r  = ra tysina .

Полученное выражение запишем в виде 
векторного произведения:

d r  = \d ip r \ .  (1.32)

Поделим правую и левую части уравнения (1.32) на dt\

Рис. 5

dr

dt

откуда

так как

dip.

dt = [®?], 

V = [co r], (1.33)

Следовательно, модули векторов связаны соотношением

|v| = cor s ina  = (oR . 

Дифференцируя по времени уравнение (1.33), получим

dv dco ^ _ dr

dt
— г 
dt

+ со —  
dt

или с учетом выражения (1.28) запишем:

a = [в г ]  + [со v] =  [в г ]  + [со[сог]].

Если заменить вектор ускорения

a  = cl  +  a„  ,Т П ’
то

|с?т | = |[в г ] = s rs in a  = eR , (1-34)

а |<7Н| = cocor s ina  = a 2R . (1-35)

Тогда модуль полного ускорения

И  =  - \ / а т  +  С'п  =  ^ т / в 2  + С 0 4  .
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ПРИ М ЕРЫ  РЕШ ЕН И Я  ЗАДАЧ

З адача 1. С корость  прям олинейно  д виж ущ его ся  тела 
изм еняется  по закону

v = v 0 + a t  + P f2 ,

.  М  _  _  М  М
где а  = 2— , р = 3— , v 0 = 1 —

с с с
Найти средню ю  путевую  скорость за промежуток врем е­

ни от = 1с до t2 = Ю с .

Дано:

v = v 0 +аГ  + рг2

а  = 2 м /с 2

Р = 3 м /с 3 

V q  =  1  м / с

^  = 1с 

Г2 = Юс

Решение:
Среднюю путевую скорость найдем, ис­

пользуя ф орм улу ( 1 .8):

(v) = A S / A t ,  где A t  = t2 - t x .

Путь определяем следующим образом:

S = j \ ( t ) d t  = j" (vq + a t  + f i t 2) d t  =

. a t 2 pr3
= ( v + - ^ + V ) -  V0(f2 l j )  +

Вычислим среднюю скорость:

V 0 ( t 2 - t 1) +  ^  (t% - 12 ) +  ^  ( t 2 -  Г3 )

(v ) = ----------------------— ------------------------= v 0 + ^ ( r 2 + r1) +
'2  '1 z

+ _“ ( l2 + ¥ 2  + 1̂2)-

Подставив числовы е значения, получаем

(v) = 123 м /с.

Ответ: ( v )  = 123m / c .

2 0

З адача 2. М атериальная точка  д виж ется  по закону

r ( t )  = a  sin(5r)/ +P cos2 (5 r)y , где а = 2 м, р = 3 м.

Определить вектор скорости, вектор ускорения и траекторию 
движения материальной точки.

Дано: Решение:
Запиш ем  закон движ ения в коор- 

г (0  = as in (5 r)/ + динатной форме, используя уравнения 
(1.1) и (1.2):

x(t)  = asin(5r),

[ j ( 0  = Pcos2 (5r).

Определим проекции вектора скорости:

+ р cos 2 (51) j  

а = 2 м, р = 3 м

v ( 0 - ? ,  a it)  

у (х) ~ ?

(1)

' х = ~ j~  = 5acos(5r);

d y
v v = ------= -p2cos(5r)s in(5r)5  = -5psin(10r).

y  d t
Тогда выражение для вектора скорости согласно формуле (1.5) 

будет иметь вид

v = 5a cos(5r)/ + (-5Р) sin(lOr) j  . (2)

Аналогично определим проекции вектора ускорения:

d  v
° х = - = -25as in (5 r);

d \

а У =
У = —50р cos( Юг).

В ы ражение для вектора ускорения  со гласно  ф орм уле 
( 1 . 11) прим ет вид

а = -2 5 a s in (5 f)/ + (—50Р)cos(lOf) j  . (3)

Для определения траектории движения исключим из системы 
уравнений (1) время t ■ Представим для этого систему уравнений в 
виде
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sin( 51) = — , 
a

cos 2 (51) = — .P
(4)

Возведя левую и правую части первого уравнения в системе 
уравнений (4) в квадрат и сложив их, получим

2

sin2 (50 + cos2 (50 = — 7 + — .
a  -  Р

Левая часть уравнения (5) равна 1, тогда

.2X*

a
^ = 1Р

Уравнение (6) является уравнением параболы:

а  2р -  р х 2
У =

a

(5)

(6)

(7)

Подставив данные из условия задачи в уравнение (7), найдем 
траекторию движения:

Т 3 2у = 3  x z
4

При у  > О траектория имеет вид параболы, расположенной 
выше оси х. Точка соверш ает колебательное движ ение по 
н е й .

О твет: v ( f ) =  10 cos(5f)i -  15 sin (Ю 07» 

a ( t ) =  -5 0  sin(5f)/ -  150 c o s ( l0 f) j,

, 3 0
v = 3  x “ .

4

З а д а ч а  3. Твердое  тело начинает вращ аться вокруг 
неподвижной оси с угловым ускорением

в = a t ,

где a  = 2 • 10-2 рад/с3.
2 2

Через сколько времени после начала вращения вектор полного 

ускорения произвольной точки тела будет составлять угол ср = 60° 
с ее вектором скорости?

Д ано :
в = a  t

а  = 2- 10_2рад/с3

ф =60°

t - Ч

Решение:
Разложим вектор полного ускорения 

а  (см. рис) на составляющие: с<п и

<7Т . Тогда

а
tgcp = —  

а т
(1)

Рис. к задаче 3

Используя уравнение (1.34), най­
дем

а =в  -R = a t R  т (2)
С другой стороны по определению:

d  v
а = -----

1 d  t (3)

Из уравнений (2), (3) запишем:

(4)
г, dv 

atR = —

Разделим переменные в уравнении 
(4) и проинтегрируем его:

t
а

t
t R d t  = d v ,  j a t R d t  = j d v ,  v = a R — .

0 0  ^
Нормальное ускорение

a 2R t4

0,1 R
Подставим в формулу (1) уравнения (2) и (6):

tgq> = -
a  t~

(5)

(6)

(7)
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Из уравнения (7) найдем время вращения тела:

Подставив числовые значения, получим

t = 7 с.

Ответ: t = 7 с .

Задача 4. Камень, брошенный с высоты h = 2,1 м под углом 
а  = 45° к горизонту, падает на расстоянии S = 42 м (по горизонта­
ли) от места бросания. Найти начальную скорость v0 камня, время 
полета т, максимальную высоту Н полета над уровнем Земли, ради­
усы кривизны траектории в верхней точке RA и в  точке падения 
камня на Землю RB. Сопротивление воздуха не учитывать.

Д ано :

h = 2,1м 

а  = 45° 

S = 42м

= ? Я  = ?

т = ? RA =1  

RB =?

Решение:
Камень можно рассматривать как матери­

альную точку, движение которой происходит 
по параболе. Это сложное движение представим 
как сумму двух независимых движений. Для это­
го выберем систему координат Х О У  так, как 
показано на рис., а начало отсчета поместим 
в точку бросания 0. В горизонтальном направ­
лении сумма сил, действующих на камень, рав­
на нулю. Поэтому движение камня вдоль оси 
ОХ - равномерное со скоростью v T , равной 
горизонтальной составляющей начальной ско­
рости v 0 :

V = Vх cos а

По вертикали на камень действует сила тяжести, поэтому дви­
жение камня вдоль оси ОУ  будет равнопеременным (является равно­
замедленным до точки А и равноускоренным после точки А) с по­
стоянным ускорением g  , направленным вертикально вниз. Скорость

оу
равна вертикальной составляющей начальной скорости v 0 :

V  = v o s in a -
Законы движения вдоль осей ОХ  и ОУ  имеют вид

2 4

x = v0f cosa , (1)

t 2
У = v 0fs in a  ~ S ~  ■ (2)

В конечной точке В тра­
ектории движения

t = т, x  = S, у  = -И  .

Поэтому

5' = v 0xcosa , (3)

X2
- h  = v 0x s in a - g — . (4)

Рис. к задаче 4

Решение системы уравнений (3) - (4) дает время полета и на­
чальную скорость:

т  =
2 (h + S tga)

S
v 0 = ----------

xcosa

Используя уравнение (2), найдем:

(5)

(6)

v v = —  = у о sin a  _ ; (7)

В точке А траектории v  = 0 , тогда время полета камня до этой

точки

h = ( v o sin‘ a )/g-

Подставляя время tl в формулу (1), найдем максимальную вы­

соту траектории над осью ОХ:

•Утах —
Vq s in- a

2g
(8)
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а над Землей:

Vq s in 2 a
H  = h + - ± — ----- . (9)

Радиус кривизны траектории определяется из соотношения

V2
R = — .

ап
В точке А

V =  V A =  V X ’ а п = ё
поэтому

R a =
2 2 Vq cos a

В точке В

V d

RB = —
an

Из рис. видно, что а  =  g  sin  (3, sin (3 -  тогда
”  V R

V D
Ru= в

(10)

■в=  ■ (11)gv0 cos a

Здесь

Y B = V v * + v v  =  V v o  c o s 2  a  +  ( v o s i n  a  -  S x ) 2 ■

Ответ: т = 3с, v0 = 2 0 m/ c, H  = 12m , vb =20 ,8 m/ c,

R ^ =  20m, Rb =61m.
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Глава  2
ДИ НАМ ИКА П О С ТУП А ТЕЛЬ Н О ГО  ДВИЖ ЕНИЯ

Динамика изучает движение тел под действием приложенных к 
ним сил.

§6. Законы И. Ньютона

Первый закон Ньютона (закон инерции)
Существуют такие системы отсчета, относительно которых 

поступательно движущееся тело сохраняет свою скорость постоян­
ной, если на него не действуют другие тела или действия их скомпен­
сированы. Такие системы отсчета называются инерциальными.

Явление сохранения скорости тел постоянной называется инер­
цией.

Действие одних тел на другие характеризуется силой.
Сила - это мера взаимодействия двух тел, в результате которого 

тела приобретают ускорение или деформируются. Сила - векторная 
величина.

Свойство тел сохранять при отсутствии внешнего воздействия 
состояние покоя или равномерного и прямолинейного движения 
называют инертностью. Инертность тел характеризуется скалярной 
величиной, постоянной для данного тела (в классической механике 
Ньютона), называемой массой тела.

Второй закон Ньютона

В инерциальной системе отсчета ускорение a , с которым дви­

жется тело, прямо пропорционально силе F , действующей на тело, и 
обратно пропорционально массе тела т:

a = F / m .  (1-36)

Направление ускорения совпадает с направлением силы.
Если на тело действует несколько сил (л, например), то второй 

закон Ньютона можно записать в виде

П

i - 1
A  nenoai a NE neea ed a?yaony a i u? a i ао (I ), 11 = 1 еа- i /п2.
Уравнение (1.36), записанное в дифференциальном виде:
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m —  = F  
dt

называют основным уравнением динамики материальной точки.В 
зависимости от постановки задачи решение основного уравнения 
динамики проводится в векторной форме или в проекциях на коор­
динатные оси.

Различают основную и обратную задачи динамики. В основной 
задаче по заданным силам и начальным условиям определяется со­
стояние механической системы. Содержанием обратной задачи явля­
ется определение закона движения по заданному параметру движе­
ния и начальным условиям.

Третий закон Ньютона
При взаимодействии двух тел возникают две силы, которые равны 

по модулю, направлены в противоположные стороны вдоль прямой, 
соединяющей тела:

^12 = - * 21. 0-37)

где Fl2 - сила, с которой первое тело действует на второе;

F2l - сила, с которой второе тело действует на первое.

Эти силы не уравновешиваются, так как приложены к разным 
телам.

Принцип независимости действия сил: если на материальную точку 
массой mi одновременно действует несколько сил, то каждая из них

сообщает материальной точке ускорение 3. = F i /m i так, как будто

другие силы не действуют.
По современным представлениям все явления, протекающие во 

Вселенной, обусловлены четырьмя видами фундаментальных взаи­
модействий: сильными, электромагнитными, слабыми и гравита­
ционными. Сильные взаимодействия обеспечивают существование 
атомных ядер и проявляются в действии ядерных сил. Электромаг­
нитные взаимодействия обуславливают существование атомов, мо­
лекул и макротел. Слабые взаимодействия характерны для элемен­
тарных частиц. Г оавитационные взаимодействия проявляются в виде 
сил всемирного тяготения.

Силы, рассматриваемые в классической механике, имеют элек­
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тромагнитную (силы упругости, силы трения) и гравитационную 
природу (силы тяготения, силы тяжести).

В механике Ньютона состояние материальной точки в момент 
времени t определяется из решения основного уравнения динамики 
по известным в начальный момент времени координатам и проек­
циям скорости. Это положение называется механическим детерми­
низмом.

§7. Силы в механике

При изучении движения тел необходимо знать силы, действую­
щие на тело, и их зависимость от различных величин.

Силы тяготения (гравитационные силы) возникают в результа­
те взаимного притяжения тел и подчиняются закону всемирного 
тяготения:

F  = Gmlm2 / r 2 . (1.38)

Сила взаимного притяжения F двух материальных точек прямо 
пропорциональна произведению их масс, обратно пропорциональна квад­
рату расстояния г между ними и направлена вдоль прямой, соединяю­
щей материальные точки.

В уравнении (1.38) G = 6,67-10_n м3/(к г -с )2 - гравитационная 
постоянная.

Силой тяжести материальной точки называется сила mg , рав­
ная векторной разности между силой F  тяготения этой материаль­

ной точки к Земле и центростремительной силой Ац , обуславлива­
ющей участие материальной точки в суточном вращении Земли. Под 
действием силы тяжести все тела падают с постоянным для данной

местности ускорением свободного падения g . Ускорение свободно­
го падения не зависит от массы падающего тела и изменяется с 
широтой местности в пределах от 9,78 м /с2 на экваторе до 
9,83 м/с2 на полюсах.

Весом тела Р  называется сила, с которой тело, вследствие его 
притяжения к Земле, действует на опору или подвес. Вес тела при­
ложен к опоре или подвесу.

Невесомость - это состояние системы, при котором отсутствует 
давление частей системы друг на друга. В состоянии невесомости 
тела не оказывают давления на окружающие их тела. Например, 
при свободном падении тело находится в состоянии невесомости.
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Состояние невесомости тела может наступить при движении в лиф­
те, если кабина лифта опускается с ускорением, равным д.

Силы упругости возникают при деформации тел.
Деформация - это изменение формы или объема тела под дей­

ствием силы.
Упругими называются деформации, которые полностью исчеза­

ют после прекращения действия деформирующих сил.
Для небольших упругих деформаций справедлив закон Р. Гука^\ 

сила упругости F прямо пропорциональна величине деформации х:

F = -кх, (1.39)
где к  - коэффициент упругости (жесткость), [к] = Н/м.

Сила трения скольжения возникает при относительном переме­
щении двух соприкасающихся тел. Она не зависит от площади по­
верхностей соприкосновения трущихся тел и пропорциональна силе 
нормального давления N, прижимающей поверхности друг к другу:

FTp= цЛ/, (1.40)

где ц - коэффициент трения скольжения, зависящий от состояния 
соприкасающихся поверхностей.

Сила трения направлена по касательной к трущимся поверхнос­
тям в сторону, противоположную движению тела.

Сила трения возникает не только при скольжении одной повер­
хности по другой, но и при попытках вызвать такое скольжение. В 
этом случае она называется силой трения покоя.

Сила трения покоя FTp п равна по модулю внешней силе, кото­
рую прикладывают к телу, пытаясь сдвинуть его с места. Она может
принимать любые значения от нуля до силы трения скольжения

V

О ^ т р . п ^ т р .

§8. Импульс тела. Закон сохранения импульса

Рассмотрим движение тела массой т  под действием внешних 

сил. По второму закону Ньютона F  = та , где F  - геометрическая

1Роберт Гук (1635-1703)-английский  физик.
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сумма внешних сил, а - ускорение, сообщаемое телу. Так как ус­

корение a = d v / d t , то

■=, dv d  , dp
F  = m —  = — (mv) = —  . (1.41)

dt dt dt

В уравнении (1.41) произведение массы тела на его скорость 

{т у )  называется импульсом тела р . Согласно уравнению (1.41) 

второй закон Ньютона сформулируется следующим образом: ско­
рость изменения импульса тела равна силе, действующей на тело. 
Это наиболее общая формулировка основного закона динамики по­
ступательного движения.

Импульс тела - величина векторная. Вектор импульса совпадает 
по направлению с вектором скорости.

Единица измерения импульса в системе СИ килограмм - метр в 
секунду (кгм/с).

Рассмотрим механическую систему, состоящую из п поступа­
тельно движущихся тел. Используя второй закон Ньютона (1.41), 
запишем систему уравнений:

dt

d(m2v 2)

~ F 1 2 + F 1 3 + --- + F l n + F l

~ F 2 l + F 2 3 + --- + F 2 n + F 2

Силы f \2 ? F\ 3 ’ F \n ’ F2 i ’ - - ’Fn(n- \ ) ’ возникающие в результате 

взаимодействия между телами данной системы, называются внут­

ренними. Силы F j, F2,...Fk , с которыми на тела данной системы 

действуют тела других систем, называются внешними.

Сложив левые и правые части уравнений, получим
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y 4 mi v i ) =y p  y p
^  внутр внеш

и ли  pp  ~ ^внутр ^внеш  ’

d p
где —— - изменение импульса системы,

dt

внутр  '  сумма внутренних сил,

У ! ^ инрш '  сУмма внешних сил.

На основании третьего закона Ньютона У ,  Fn = 0  , поэтому

данное уравнение запишем в виде d p i d t = У  ̂ внеш .

Изменение импульса системы тел определяется суммой внешних сип, 
действующих на систему. Это закон изменения импульса системы тел.

Если система замкнута, то У ^ внеш = 0 и уравнение примет

вид d p ld t  = 0 или dp = 0 .
А это значит, что

р  = const. (1.42)
Получен закон сохранения импульса системы тел: полный (сум­

марный) импульс замкнутой системы тел остается постоянным по 
величине и направлению.

Закон сохранения импульса справедлив лишь в замкнутой сис­
теме, когда на тела не действуют никакие силы. Однако его можно 
применять: 1) если сумма внешних сил, действующих на систему

тел, не равна нулю, т.е У ф 0,  но равна нулю сумма проекций 

всех внешних сил на какую-либо ось (например, ось х), тогда про­

екция импульса системы на эту ось рх = const; 2) если У Ф 0 , а

взаимодействие тел кратковременно и импульс внешних сил суще­
ственно не изменяет импульса тела.

Закон сохранения импульса связан с однородностью простран­
ства и является фундаментальным законом природы.
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§9. Центр масс. Закон движения центра масс

Точка С (рис. 6), положение которой можно определить радиу­
сом-вектором

Гс =
т1г1+т 2г2 - тпГп

тЛr,l _rm2 _r............и "■/=1
называется центром масс системы. Масса 

/'-й частицы системы обозначена тг - 

радиус-вектор, определяющий положение 
/'-й частицы, т - масса системы.

Дифференцируя по времени уравне­
ние (1.43), найдем скорость движения 
центра масс:

1 YI л П -
-  1 -  1 -  Р
v = - y m Y  = —  2 ^ P i = — , 

т , т , т/=1 /=1

-т„
ОТуГу (1.43)

Рис. 6

(1.44)

где Vy - скорость; р { - импульс /-й частицы; р  - импульс систе­

мы.
Из уравнения (1.44) следует, что импульс системы равен про­

изведению ее массы на скорость движения центра масс:

р  = ту с . (1.45)

Подставив выражение (1.45) в уравнение (1.41), получим урав­
нение движения центра масс:

— ( m \ )  = m ^ ^ -  = ma = F  
d r  с/ d t с

(1.46)

где cic - ускорение центра масс.

Из уравнения (1.46) можно сделать вывод, что центр масс сис­
темы движется так же, как материальная точка, масса которой 
равна массе данной системы, и на которую действует сила, равная 
результирующей всех внешних сил, приложенных к  системе. Для замк­

нутой системы результирующая сила F  = 0 , значит, Йс = 0 ,  т.е. 
центр масс замкнутой системы движется прямолинейно и равно­
мерно или покоится.
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§10. Энергия, работа, мощность

Универсальной количественной мерой движения и взаимодей­
ствия всех видов материи является энергия.

Различают виды энергии: механическая, внутренняя, электро­
магнитная, ядерная и др. В процессе взаимодействия тел энергия 
может переходить из одного вида в другой. Например, при трении 
тела нагреваются, при этом механическая энергия переходит во 
внутреннюю. Изменение вида энергии связано с совершением рабо­
ты.

Механическая работа - это физическая величина, равная ска­

лярному произведению двух векторов, силы F  и перемещения S . 
Для элементарной работы можно записать выражение

dA = F  ■ dS = F  ■ dScos a  = F^dS  , (1.47)

где Fs - проекция силы на направление перемещения, a  - угол

между векторами силы и перемещения.
Если a = 0, то dA = FdS - максимальная величина; если 

a = 9 0 t,  то А = 0; если a = 1 8 0 t, то dA = -FdS - работа 
отрицательная (работа сил сопротивления).

Работа, совершаемая внешними силами над системой, считается 
положительной; работа, совершаемая самой системой, считается от­
рицательной.

Для расчета работы переменной силы ( F  Ф const) при переме­
щении частицы от S1 до S2 надо проинтегрировать уравнение (1.47):

A - ^ F - d S  (1 48)

Si
Работа на отрезке пути от точки 1 до точки 2 численно равна

площади фигуры 012С (рис. 7).
В системе СИ работа и энергия 

изм еряю тся в д ж о ул я х  (Дж), 
1 Дж = 1 Н м .

Консервативной называют силу, 
работа которой определяется началь­
ным и конечным положением тела и 
не зависит от пути, по которому оно 
двигалось.

dS

Рис. 7
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Консервативными являются силы тяготения, силы упругости. 
Системы, в которых действуют только консервативные силы, на­
зываются консервативными или потенциальными системами.

Силы, приводящие к рассеиванию энергии, называются дисси­
пативными (силы трения, силы сопротивления и т.д.).

Вычислим работу упругой силы, действующей, например, при 
растяжении пружины. Сила упругости F  и удлинение пружины х 
связаны зависимостью, определяемой законом Гука (1.39):

F = -кх.

Элементарная работа dA при бесконечно малом удлинении пру­
жины dx будет равна

dA = Fdx  = |^ ||t% o s l8 0 °  = -|i?||a5c| = -k x d x  . (1.49)

Интегрируя уравнение (1.49), найдем работу, совершаемую уп­
ругой силой при растяжении пружины:

(1.50)

*2
с кх2 кх j2 Л
kxdx = -

J
X

2V 2 /-ч

Из выражения (1.50) следует, что работа сил упругости зависит 
только от начального х 1 и конечного х2 положений пружины, а 
значит, силы упругости являются консервативными.

Согласно уравнению (1.50) работа, совершаемая внешней силой 
при растяжении пружины на величину х, равна

кх2
А = ~ ,  (1-51)

если принять х  = 0 у недеформированного тела.
Мощностью N  называется физическая величина, равная работе, 

совершаемой в единицу времени:

дг dA FdS ~dS
N  = —  = -------= F —  = F y Г1 521

d t  d t  d t  ' K >

Мощность равна скалярному произведению двух векторов: силы

F  и скорости перемещения частицы v .
В системе СИ мощность измеряется в ваттах (Вт), 1 Вт = 1 Дж/с.
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§11. Кинетическая и потенциальная энергия

Кинетическая энергия Ек - это физическая скалярная величина, 
являющаяся мерой механического движения тел.

Пусть тело массой т  движется под действием внешней силы F  

с ускорением a = d v / d t .

р  -  d v
Сила r  =mct = т —~ , а элементарная работа данной силы на

dt

перемещение dS равна

dA = FdS = m ^ - d S  = m dv—  = m vdv .

Так как
(  * '> 'if f l V "

= - m -  2vd  v  = mvd v  , to  
2

(  0 Лmv~

Интегрируем полученное выражение:

} d A = [ c
mv 2 A

Al2 -
mvо mvj-

Здесь

mv

2 Ek
(1.53)

- кинетическая энергия тела.
Таким образом, работа внешней силы F  идет на увеличение 

кинетической энергии тела.
Отметим, что приращение кинетической энергии (в отличие от 

импульса) определяется работой не только внешних, но и внутрен­
них сил.

Механическая энергия, зависящая от взаимного расположения 
тел или отдельных его частей и их положения во внешнем силовом 
поле, называется потенциальной энергией.

Мерой потенциальной энергии является работа потенциальных 
сил, осуществляющих взаимодействие между телами или частями 
тел.

з 6

Рассмотрим перемещение частицы мас­
сой т  в поле силы тяжести из точки 1 в 
точку 2 (рис. 8). Работа Л 12, согласно (1.47), 
равна

Л12 = FT§12 = т§^12 '

где F  =m g - сила тяжести.

Проекция вектора перемещения Sl2 на

направление силы тяжести равна разности Рис. 8
высот (/?1 - /?2):

А 12 = тд (Л1 - h2) = -mgh. (1.54)

Величина mgh = Ер называется потенциальной энергией силы 
тяжести.

Таким образом, тело, поднятое на высоту h, обладает потенци­
альной энергией Ер, которая определяется начальным и конечным 
положениями тела. Высота h отсчитывается от нулевого уровня, 
выбираемого произвольно. Из соотношения (1.54) следует, что ра­
бота силы тяжести равна убыли потенциальной энергии системы, 
т.е. dA = -dEp.

Потенциальной энергией обладают упругодсформированные тела 
(растянутый или сжатый стержень, сжатая или растянутая пружина).

В этом случае потенциальная энергия зависит от взаимного рас­
положения частей тела.

Чтобы растянуть пружину на величину х  согласно формуле (1.51) 
нужно совершить работу

кх2 
А = -------.

2
Эта работа идет на увеличение потенциальной энергии пружины:

Ер = кх2/2. (1.55)
Установим связь между потенциальной энергией и силой.
Пусть имеется консервативная система, в которой материальная 

точка движется в направлении оси х. При перемещении точки на 
величину dx силы поля совершают работу

dA = Fxdx,

которая равна убыли потенциальной энергии, т.е. dA = -dEp.
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8E
Таким образом, Fxdx = -dE  откуда Fx = ------ — . Для компонент

р дх
силы по осям у  и z можно аналогично записать:

, ,  дЕР дЕ „
F v = - ^ T - .  F = -

у f y  ’ " z 8z 

Так как вектор силы F  = i F  + j F  + k F  , получим

F  = -
дЕ„ ^ д Е „  ~ д Е Л

= - V E p = - g r a d E p: (1 56)
удх ду dz

где V  - оператор У. Гамильтона1 (оператор набла).

Вектор с компонентами дЕр /8 х ,  8Ер /8 у ,  8Ep /8 z ,  где Ер -

скалярная функция координат х, у, z, называется градиентом по­
тенциальной энергии и обозначается grad Ер.

Направление вектора градиента совпадает с направлением оси, 
вдоль которой скалярная функция (в данном случае Ер) возрастает 
с наибольшей скоростью.

Следовательно, консервативная сила равна градиенту потенци­
альной энергии, взятому со знаком минус.

§12. Закон сохранения энергии

Полная механическая энергия системы Е равна сумме кинетичес­
кой и потенциальной энергий:

Е = ЕК + Ер . (1.57)

Рассмотрим случай, когда в замкнутой системе действуют толь­
ко консервативные силы. Элементарная работа этих сил dA сопро­
вождается изменением кинетической dEK и одновременно равным 
по значению, но противоположным по знаку изменением потенци­
альной энергии dEp системы:

dA = dE„ = -dEn.
К  р

Отсюда
dEK + dEp = d(EK + Ер) = dE = О,

1 Уильям Роуан Гамильтон - ирландский математик.
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т.к. для замкнутых систем dA = 0. Следовательно,

d(EK + Ер) = 0
или

Е = Ек + Ер = const. (1.58)
В замкнутой системе, в которой действуют только консерватив­

ные силы, полная механическая энергия со временем не изменяется. 
Это закон сохранения энергии в механике. При наличии в системе 
диссипативных сил полная механическая энергия системы умень­
шается, переходя во внутреннюю энергию тел системы.

Все процессы преобразования энергии подчиняются закону со­
хранения и превращения энергии: энергия системы может переходить 
из одного вида в другой, перераспределяться между телами системы, но 
полная энергия в изолированной системе всегда остается постоянной.

Закон сохранения механической энергии связан с однороднос­
тью времени и является фундаментальным законом природы.

§13. Соударение тел

Ударом называется совокупность явлений, возникающих за очень 
короткий промежуток времени при столкновении тел. Удар называ­
ется абсолютно упругим, если после соударения тела сами восста­
навливают свою форму и размеры. Если после удара тела не восста­
навливают свою первоначальную форму, то такой удар называется 
абсолютно неупругим.

Удар называется прямым и центральным, если тела при соударе­
нии двигались вдоль прямой, проходящей через их центры.

Рассмотрим соударение двух однородных шаров, двигающихся 
поступательно при отсутствии действия внешних сил.

Абсолютно неупругий прямой центральный удар двух шаров

Пусть шары массами т \̂л т2 имели до удара скорости Vj и v 2 . 

Запишем закон сохранения импульса:

OTjVj + т2У2 = + т2)й ,  (1.59)

где й - скорость шаров после удара. При абсолютно неупругом 
ударе закон сохранения механической энергии не выполняется, т.к. 
часть механической энергии во время удара переходит во внутрен­
нюю энергию или другие формы энергии. Закон сохранения энер­
гии для этого случая можно записать в виде
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ffJiV? m0v 2 I nil + m 0 \ ~
l i - i - — 2 - 2  -  I _ J  2 Im 2 + £

деф, (1.60)

где Едеф - потеря механической энергии тел при деформации.
Из уравнений (1.59) и (1.60) найдем скорость шаров после 

соударения:

й = + m2y 2) /(m l + т 2 )  (1.61)

и энергию, пошедшую на деформацию шаров:

(1.62)
/У / i  t f l r s  /  Ч9

= Ч ~  \ ( v l — v 2 ) .т  2\ГП\ + т2)

Если скорость у2 = 0, то и = т^у^1{т^ + /п2), а

Е деф =  m i m 2 v l  / 2 (m i +  /п 2),

и если при этом /п2 »  т^, то энергия деформации Едеф приблизи­
тельно равна кинетической энергии ударяющего тела:

2rriiVi 
F =деф ' 2

Таким образом, для получения наибольшей деформации, на­
пример при ковке детали, масса наковальни (неподвижного тела) 
должна быть гораздо больше массы молота.

Абсолютно упругий прямой центральный удар двух шаров

При таком ударе кинетическая энергия переходит полностью 

или частично в потенциальную энергию упругой деформации. За­

тем тела восстанавливают первоначальную форму, отталкивая друг 

друга. В итоге потенциальная энергия упругой деформации снова 

переходит в кинетическую энергию и тела разлетаются со скоростя­

ми, величина и направление которых определяется законом сохра­

нения энергии и законом сохранения импульса:

/ 2  + m2v 2 /  2 = /WjMj2 /  2 + /и2м2 ^  > (1 -®3)

4 о

OTjVj +т 2 ^ 2  = т \Щ + т 2й2 , (1.64)

где т1 и т 2 - массы шаров; Vj и v 2 - скорости шаров до удара;

щ и и2 - скорости шаров после удара.

Уравнения (1.63) и (1.64) приведем к виду

m1(v1 -M j)  = т2(и2 -  v 2), (1-65)

mi(y i  ~ и\ ) = т2^2 ~ у г )  ’ 

или ml (vl + u l \ y l - щ )  = т2(у2 + м 2)(м2 - v 2).

Так как все векторы, входящие в уравнение (1.65), коллинеар- 

ны, после преобразований запиш ем v 2 + w 2 = v 1+ w 1, откуда

и 2 =  y i + u i ~ y 2 . Решая полученное уравнение и уравнение (1.65), 
находим

щ = \ lm 2y 2 + {т 1 - т 2 )у1\/(т 1 + т 2), (1-66)

й2 =  [2/и,Vj +  (т2 - m l )v2 \/ (ml + m 2). (1-67)

Рассмотрим частные случаи.
1. Массы соударяющихся шаров равны: /п1 = т2, из уравнений 

(1.66) и (1.67) следует, что Щ = \ 2 и й2 =  V j , т.е. шары при соуда­

рении обмениваются скоростями и если один (например, второй) 
до соударения покоился, то после удара он будет двигаться стой же 
скоростью, с которой двигался первый шар, а первый шар после 
удара останавливается.

2. Шар массой /п1 налетает на неподвижную стенку. Массу стен­
ки можно считать бесконечно большой, тогда шар меняет свою
скорость на противоположную.



ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 5. Невесомый блок закреплен на вершине наклонной 
плоскости, составляющей с горизонтом угол а .  Через блок перебро­
шена нерастяжимая нить, к концам которой прикреплены тела 1 и 
2 массами т х и т2. Коэффициент трения между телом 1 и наклон­
ной плоскостью равен ц. Массы блока и нити пренебрежимо малы, 
трения в блоке нет. Считая, что в начальный момент тела 1 и 2 
неподвижны, найти отношение масс т х / т2, при котором тело 2 
начнет опускаться.

Дано:
а,?

тьт2

«2

т,
=?

Решение:
Рассмотрим силы, действующие на тела 1 и 2. 

Спроектируем их на выбранные координатные оси и 
запишем второй закон Ньютона в виде системы ска­
лярных уравнений.

Для тела 1

?

m2gmxg 
Рис. к задаче 5

ОХ:

Т  = F  -  mxg  sin а  = mxaxx ,

(1)
ОУ:

N - m xg  cosa = 0. (2)

Для тела 2
ОУ:

m2g - T  = m2a2y-  (3)

При этом необходим о
учесть, что

С'\Х  -  а 2 у  -  °

так как нить нерастяжима.

-F.jp = ц N  = ц m xg  cos a . 

Решая систему (1) - (4), находим:

(т2 -  ц тх cos a  - т х sin a )
а =

тх + т 2

(4)

(5)

Разделим в формуле (5) числитель и знаменатель на т х.

4 2

Тогда

а =

то

тл
ц • cos a  -  sin a

/я- (6 )

Очевидно, чтобы тело 2 опускалось, ускорение должно быть 
положительным. Это будет выполняться, когда в формуле (6)

т
—  >  (s in a  +  p ic o s a ). 
тх

т -

Ответ: ------> (sin a  + ц cos a ) .
т ,

Задача 6. Частица движется вдоль оси X по закону: х = a  t 2 -  р Г3 , 
где а и р -  положительные постоянные. В момент t  = 0 сила, дей­
ствующая на частицу, равна F0. Найти значения силы Fx в точках 
поворота и в момент, когда частица окажется в точке х  = 0.

Д ано:

х = а Г  - р г 3 
Fn

F1 = ?, F2 =?

Решение:
Запишем второй закон Ньютона:

Fx = m a x . (1)

Для нахождения силы необходимо определить

ускорение а

= ^ ^  = 2а Г - З р г 2
d t

а х =  = 2а  -  6Р t.
х d t (2)

Перепишем уравнение (1) с учетом уравнения (2):

F x = т (2а  — 6р Г ). (3)

Используя начальные условия, когда t  = 0 и Fx = F0, найдем 
массу частицы:
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F n
Fn = m 2a  => m = ——

0 2 a
а) В точке поворота скорость частицы равна

d x  п v  = —  = 0 ,
d t

т.е. 2 а  t -  З р t2 = 0 ■

Это соответствует времени:

2 а

з р '

Подставим вместо t  выражение для ^  в формулу (3):

(4)

h = - (5)

F J . 2а \
Fj = т{2а -  бр ГД = —— 2а - б р —  

2а  ^ Зр о

б) В точке х = 0 частица будет находиться в момент времени t2, 
которое определим из закона движения:

х = a  -  р f J = 0 ,

t% (a  - р ? о )  =  0  .

Отсюда

a
t 2 = ~2 Р ' (6)

Подставив время t2 в формулу (3), получим

Fn Г. a
F2 = т(2а -  бр^2) = ——̂ 2а - б р —

2а Р =  -2  Fn

Ответ: F1 = - F 0; F n= -2 F0.

Задача 7. Небольшое тело А начинает скользить с вершины 
гладкой сферы радиусом R. Найти угол а между вертикалью и ради­
усом - вектором, характеризующим положение тела А относительно 
центра сферы в момент отрыва от нее, а также скорость тела в 
момент отрыва.

4 4

Дано:

R

v = ? 
а  =  2

Решение: На тело в точке С действует сила тяжес­

ти mg и сила реакции опоры N . По второму закону 
Ньютона

mg + N  = та , (1)

где а = —  - центростремительное ускорение. Проек-
R

тируя уравнение (1) на нор­

маль п к траектории в дан­
ной точке, запишем:

mg cos a  -  N  = т . (2)

Направление орты п вы­
бираем к центру кривизны 
траектории в данной точке. В 
момент отрыва N  = 0, тогда 
уравнение (2) будет иметь 
вид

а

m g

N

mg cos a  = m-
R  ’ Рис. к задаче 7

rcosa =-
R

(3)

Значения скорости v в точке С определим из закона сохра­
нения энергии:

,2
mgh = mY , v 2 = 2 gh.

Из треугольника ОВС найдем h :

О Б

R
= cos a

где OB = R - h,

откуда

R - ,
R

= cos a

' = F ( l - c o s a ) .

(4)

(5)
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Подставив уравнение (5) в (4), получим

v 2 = 2 g i? - ( l-c o s a )  ■ 
Из уравнений (3) и (6) найдем угол а :

V 2
g  cos а  = —  = 2g( l  -  cos а ) , 

R

3 cos a  = 2 .

(6)

a  = arccos I — (7)

Скорость в момент отрыва определим из уравнений (6) и (7):

v = * j2gR( l  -  cos а )  = J j g R  .

Ответ: v
2gR

а  = arccos I —

Задача 8. Брусок массой т = 1,5 кг тянут за нить так, что он 
движется с постоянной скоростью по горизонтальной плоскости с 
коэффициентом трения р = 0,2. Найти угол а , при котором натяже­
ние нити F будет наименьшим. Чему оно равно?

Решение:
Поскольку тело движется с постоянной ско­

ростью, то согласно первому закону Ньютона:

Дано:
т = 1,5 к г

Ц = 0,2

a  = ?

F =  ?mm

N  + F  + mg + FTp = 0. (1)

где mg - сила тяжести, N -  сила реакции плос­

кости, F  - сила трения скольж ения и

F  - сила, с которой тянут брусок. Спроектируем 
уравнение (1) на оси X  и У.

ОХ:

ОУ:

F  cos а  -  FTp = 0,

N  + F  sin а  -  mg = 0 , 

Решая совместно уравнения (2) и (3), получим

(2)

(3)

где FTp = N .
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F  = -
V-mg 

cos а  + р sin а (4)

?oi au i i ?aaaeeou oa e a , 
при котором натяжение нити бу­
дет наименьшим, найдем произ-

dF
водную —— и приравняем ее

da
нулю: m g

dF

cosa + p s in a

Рис. к  задаче 8

p mg (sin a  -  ц cos a ) 

(cos a  -t-ps ina)2
=  0 .

s in a -p c o s a  = 0 , p = tg a ,

a  = arctg p = 11°20 .
Подставив а  и данные задачи в уравнение (4), найдем:

F  = 2 9Нnun

Ответ: a  = 11°20', Fm ■ = 2,9 Н.

Задача 9. Частица 1 массой т, летящая со скоростью v, 
сталкивается с неподвижной частицей 2 массой 4т. После соударения 
частица 1 движется в противоположном направлении, а 1/4 часть ее 
первоначальной энергии уходит на нагревание и деформацию. Найти 
скорости частиц v 1 и v2 после соударения.

Решение: Запишем законы сохранения импульса (1.42) и энергии 
(1.58) для упругого удара частицы:

(1)mv = -m v j + 4mv-,,

<
mv~ mvr 4 mv% 1 mv2 

4 2
(2)

1 m ■ v 2
где —— - —  - потенциальная энергия деформации.
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Система уравнений (1) и (2) содержит два неизвестных. Выразим 
v 1 из уравнения (1) и подставим в уравнение (2):

v 1 = 4 v 0 - v ,  (3)

v 2 = (4v0 - v ) 2 + 4 v^  + “ у2 ,

,2 _ 1
= 16vo - 8 v 0v + v 2 + 4 v^  + —v 2

20v2 -  8 v v 2 + 0,25v2 = 0 . 

Решая квадратное уравнение (4), находим:

v 0 = 0 ,3 6 v . 

Подставляя v2 в формулу (3), определим:

Vj = 0,44v .

Ответ: v 0 = 0,36v ; Vj = 0,44v .

(4)

Задача 10. В стальной кубик массой М=1 кг, находившийся в 
покое на горизонтальной поверхности, попадает стальной шарик 
массой /п =10 г, летевший горизонтально со скоростью v 1 = 103 м/с, 
и упруго отражается обратно. Определить, какой путь L после удара 
пройдет кубик до остановки, если коэффициент трения между 
кубиком и горизонтальной поверхностью ц=0,2.

Решение:
Запишем закон сохранения импульса в 

проекции на ось ОХ:

Д ано :

М  = 1кг

т = 10 -  к г

ц=0,2

Z = ?

ту у = -т у 0 + М у . (1)
Та как удар абсолютно упругий, при-меним 

закон сохранения энергии:

ту г ту
2 + М — . (2)

2 2 2 
Учитывая, что т « М  , и решая систему 

уравнений (1) и (2), находим:

4 8

V  =  -
2туу 2ту

(3)
v2

т
М

Рис. к задаче 10

М  + т М  т
Кубик массой М  движется 

с начальной скоростью v по 
горизонтальной поверхности и 
вследствие действия сил трения
останавливается. Применяя второй закон Ньютона, найдем ускорение 
а и путь L, который проходит кубик:

М а  = ц -M g ,

V 2 4 » 7 2 V ?
откуда ускорение а = p g  , а путь L  = —  = —  ----- -— .

2а M 22 [i-g

Подставив числовые значения, найдем L = 100 м.
Ответ: L = 100 м.

Задача 11. Два шара массами т 1 = 10 кг и т2 = 15 кг подвешены 
на нитях длиной L = 2 м так, что они соприкасаются между собой.

Шар массой т 1 был отклонен на угол а  = 60° и выпущен. Опреде­
лить высоту, на которую поднимутся шары после удара. Удар счи­
тать неупругим.

Д а н о :
ту = 10 к г

т2 = 15 к г  

L  = 2м

а  = 60°

=  ?

Решение:
При отклонении шара 1 на угол а  ему была со­

общена потенциальная энергия:

E p l = m\SK; (1)

где hy = Z ( l - c o s a ) .

Перед столкновением с шаром 2 он будет обла­
дать кинетической энергией

к  w iv i
М-1 -  т (2)

По закону сохранения энергии

Ep i = Eki-

Согласно уравнениям (1), (2) получим
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h
— -от—

mxgL{ 1 -c o s a )  =
/WjVj

(3)

Рис. к задаче 11

Отсюда определим скорость 
первого шара до удара:

у 1=л /2 ^ Д Г  - c o s а ) . (4)

После неупругого соударения 
оба шара получают одинаковую

скорость v 0 , которую определим

из закона сохранения импульса:

OTjVj = {ml + m 0)v 0 ,

V o  = -
1̂ л / а д г  -c o s  a )

(5)

Кинетическая энергия шаров в нижнем положении перейдет в 
потенциальную энергию при их поднятии (по закону сохранения 
энергии):

^к2 = Ер2 ,

(т1 + т2)ч 2
= (ml + m2)gh2 .

Отсюда

Z m ^ ( l-c o s a )

2  2  g  ( m l + m 2 )2

После соответствующих вычислений получаем

hy = 0 ,16м .

Ответ: h~, = 0 ,16м .

5 О

Глава  3
ДИНАМ ИКА ВРАЩ АТЕЛЬНОГО ДВИЖ ЕНИЯ  

ТВЕРДОГО ТЕЛА

§14. Момент силы. Момент импульса.
Закон сохранения момента импульса

Сила F , приложенная к телу в точке А (рис. 9), положение

которой задается радиусом-вектором f  , создает момент силы М  
относительно точки о:

М  = M l - (1.68)

Направление вектора М  определяется правилом правого винта. 
Раскрыв векторное произведение (1.68), получим

М = F r s in a  = FI, (1.69)

где / = r  sina - плечо силы (кратчайшее рас­
стояние от точки о до линии действия силы).

Моментом силы  относительно неподвиж­
ной оси z называется скалярная величина Мг

равная проекции момента силы М  относи­
тельно какой-либо точки о, лежащей на дан­
ной оси z:

M z = [ r P ] z . (1.70)

Аналогично выражению (1.68) определяется момент импульса 

материальной точки L i относительно точки 0:

//

Рис. 9

!, .= [? ,  /« ,v ,] = [7 р ] , (1.71)

где p i = m i v i - момент импульса, г - радиус-вектор.

Проекция момента импульса на ось z называется моментом им­
пульса относительно оси z:

L iz = \ r  P , ]z .

Модуль момента импульса можно определить, раскрыв вектор­
ное произведение (1.71):
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Д  = P jf sin a  = lp j , (1.72)

где /( = r  sin a  - ппечо вектора импупьса Д .

В системе СИ единицей измерения момента сипы явпяется нью­
тон на метр (Нм), а единицей момента импупьса - кипограмм-метр 
в квадрате на секунду (кг м2/с).

Момент импупьса системы материапьныхточек

;=1 ;=1

Дифференцируя по времени уравнение (1.73), попучим

(1.73)

v [
dt “ f f  1=1

dr
~Pi

-dpi
: ^ ( [ у Д ] + И ] ) = ^ М г. = M  t (1 74)
i=1 i=1

d r  d  Д
где —  = v ,  а ------- = Д ,  M  - резупьтирующий момент внешних

d t  d t

сип.

Сумма , так как векторы v и Д  направпены по од-
;=1

ной прямой в одну сторону.

d L  

d  t
производная по времени от момента импупьса системы относитель- 
но какой-пибо точки равна моменту резупьтирующей внешних сип 
относитепьно той же точки.

Выражение (1.74) ~ 7 7 ~ ^  называется уравнением моментов:

Еспи система замкнута, то момент внеш них сип М  = 0 и

d _ L =()
P f ’те - L =  const- (1 -75)

Момент импульса замкнутой системы со временем не изменяется. 
Будет оставаться постоянным со временем и момент импупьса систе­
мы относитепьно произвопьной оси z, проходящей через точку о.
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Уравнение (1.75) выражает закон сохранения момента импульса 
системы. Этот закон можно вывести, опираясь на второй закон 
Ньютона и свойство симметрии пространства: его изотропность.

Закон сохранения момента импупьса явпяется фундаментапь- 
ным законом природы.

§15. Момент инерции.
Кинетическая энергия вращающегося тела

Рассмотрим тело массой т, вращающееся вокруг неподвижной оси 
z(pnc. 10). Мысленно разобьем его на систему материальных точек.

Пусть материальная точка А массой /п/ отстоит от оси вращения 
на расстоянии г). Скалярная физическая величина Jjt равная произ­
ведению массы материальной точки на квадрат расстояния от нее до 
оси вращения, называется моментом инерции материальной точки:

J ;. = тj r^ (1.76)

Момент инерции тела равен сумме моментов инер­
ций всех материальных точек, из которых состоит 
тело:

J = T . m>rr -
При непрерывном распределении массы в теле 

данная сумма сводится к интегралу:

J  = |  г2 dm = |  p r2dV

Рис. 10
(1.77)

(«О (П
где р - плотность тела; d V - объем малого элемента
тела массой dm, отстоящего от оси вращения на расстоянии г.

В СИ момент инерции измеряется в килограммах на метр в 
квадрате (кгм2).

Кинетическая энергия материальной точки определяется по фор­

муле
т-м-г

Z7 _  1 1
h ki ~

где Vy - линейная скорость движения точки.

Если просуммировать кинетические энергии всех п материаль­
ных точек, из которых состоит тело, то найдем кинетическую энер­
гию тела:
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*.=z
/■=1 2

Заменив в данном выражении линейную скорость через угло­

вую: v i = (01) ,  получим формулу для определения кинетической 

энергии вращающегося тела:

п „ 2 , ,  2 ;; о о ;; о^ mi ri ® г С0“  С0“  С0“
— 9—  = 2 У / _г  = _Г ^  г “ Г ’ (1-78)

7=1 ;=1 /= 1

где J j - момент инерции материальной точки, J - момент инерции

тела , оз - угловая скорость вращения.
В случае, когда тело совершает одновременно поступательное и 

вращательное движение (например, шар катится по плоскости), его 
кинетическая энергия равна сумме кинетических энергий поступа­
тельного и вращательного движений:

Е  =  р п о с т  +  рвращ  =  
к к  к  2  2

§16. Моменты инерции некоторых тел

1. Обруч. Ось вращения обруча 00 проходит через центр масс - 
точку С (рис.11).

Выделим на обруче материальную точку массой тг 
отстоящую на расстоянии R, равном радиусу обруча, 
от точки С.

Момент инерции материальной точки согласно урав­
нению (1.76) равен

Jj = rrtjR2.
Рис. 11

Момент инерции обруча равен сумме моментов 
инерции материальных точек, из которых состоит обруч:

J  = Y JJ i = R 2Y Jmi =m R 2 _ (1 79)
п i =1 /=1

где m = ^ \ n i - масса обруча.
;= 1
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2. Д и с к . Рассмотрим однородный 
д и ск (пл о тно сть  p= cons t), имею щ ий 
радиус R, массу т  и толщ ину а, ось 
вращения 00 которого проходит через 
центр масс - точку С (рис. 12).

Разобьем мысленно диск на полые 
концентрические цилиндры бесконеч­
но малой толщ ины  d r с внутренним  
р а д и усо м  г и внеш ним  р а д и усо м  
(г + dr). По формуле (1.77) найдем мо­
мент инерции диска как сумму момен­
тов инерции малых цилиндров:

Рис. 12

J  = р |  r 2dV = р |  г2 2%rdr ■ а = 27ш р J ;

( Г )  ( г )  0

3 dr

где 2%rdr-a - объем малого полого цилиндра. 
Интегрируя данное выражение, получим

J  = 2пар—  
4

R 1 1
= — napR4 = — mR2 

0 2 2 (1.80)

Далее без вывода запишем формулы для вычисления моментов 
инерции некоторых однородных тел, имеющих массу т, когда ось 
вращения проходит через центр масс.

3. Шар: J = 0 ,4 m R 2, (1.81)
где R - радиус шара.

4. Прямой тонкий стержень:

J = /77/2/12, (1.82)
где / - длина стержня.

Если ось вращения проходит через конец стержня, то

J = /77/2/3. (1.83)
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Момент инерции тела относительно оси, не проходящей через 
его центр масс, определяется по теореме Я. Штейнера1:

Момент инерции тела J относительно произвольной оси равен 
сумме момента инерции этого тела Jc относительно параллельной 
оси, проходящей через центр масс, и произведения массы тела т на 
квадрат расстояния а между осями:

J = Jc + та2. (1.84)

§17. Основной закон динамики вращательного движения. 
Работа и мощность при вращательном движении

Рассмотрим вращение твердого тела вокруг неподвижной оси 
(см. рис. 10). Мысленно разобьем тело на материальные точки массой

т ,, находящиеся от оси вращения на расстоянии /7. Траекториями

движения материальных точек являются окружности с радиусом /7 .

Определим момент импульса материальной точки А относительно 
оси вращения:

4  = in P i l
Модуль

It I • nA  J  = Pi sin — = r- p- = m -\-r ;•I i  z  | i * i ^  i  i i i t

Так как скорость v,- = юг,- то

L iz = mi(0r,2 = J iz(0 ’
где Jjz  - момент инерции материальной точки относительно оси z, 
оз - угловая скорость вращения тела.

Момент импульса тела относительно оси z запишется в виде

n п

L z = T j J iz (a=(aH J i z = J z(a , (1.85)
;=1 ;=1

где Jz - момент инерции тела относительно оси z, п - число матери­
альных точек.

Вектор момента импульса совпадает по направлению с вектором 
угловой скорости.

1 Якоб Ш тейнер(1763-1863)-ш вейцарский математик.
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Согласно (1.85) закон сохранения момента 
импульса запишется в виде

Jo) = const ИЛИ J1ro1 = J2(02- (1 -86)
Если у тела, совершающего вращательное 

движение, под действием внутренних сил уве­
личивается момент инерции, то это приводит к 
уменьшению его угловой скорости вращения, и 
наоборот.

Законы сохранения момента импульса мож­
но иллюстрировать с помощью скамьи Ж уковс­
кого1 (рис. 13). На платформу, которая может 
вращаться вокруг вертикальной оси, встает че­
ловек и вытягивает в стороны руки. Платформа Рис' 13
приводится во вращательное движение. При опускании рук вниз 
уменьшается момент инерции человека (J2 < J-1), а следовательно, 
увеличивается угловая скорость вращения (оэ2 > ю.,), так как про­
изведение

Jo3 = const.

c!L
Продифференцируем по времени уравнение (1.85):

da  

z d t  ■

Согласно (1.83)
dL da

= M  , а по формуле (1.28) —  = в, откуда
d t  d t

угловое ускорение s = M I J Z . (1.87)

Уравнение (1.87) называется основным законом динамики вра­
щательного движения: угловое ускорение при вращательном движе­
нии твердого тела прямо пропорционально моменту внешних сил, дей­
ствующих на тело, и обратно пропорционально моменту инерции тела.

Найдем формулы для вычисления работы и мощности при вра­
щении тела.

При неподвижной оси вращения потенциальная энергия враща­
ющегося твердого тела не изменяется и работа внешних сил идет на

1 Ж уковский  Николай Егорович-(1  847-1 921 )-р усски й  учены й, осн о во по ­
лож ник аэродинам ики.
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приращение кинетической энергии тела. Используя уравнение (1.78), 
для элементарной работы запишем:

dA = d = — J  ■ 2 • codco = Jcodco 
2

Согласно (1.85) J d m = d L ,  то d A  =  m d L ,  но d L  =  M d t  (уравне­
ние (1.74), следовательно, d A  =  M m d t  = M d c p , т.к. m d t  = dcp. Отсю­
да находится работа при вращательном движении:

А = p lfd c p .

Мощность
лт dA d(p 
N  = —  = М — =М(я

(1.88)

(1.89)

Следовательно, мощность при вращательном движении равна 
произведению момента внешних сил на угловую скорость враще­
ния.

§18. Гироскопы

Оси вращения твердых тел, не изменяющие своей ориентации в 
пространстве без воздействия внешних сил, называются свободны­
ми осями. Свободными осями могут служить три взаимно перпенди­
кулярных оси, проходящие через центр инерции твердого тела. Их 
также называют главными осями инерции тела.

При вращении вокруг любой из главных осей момент импульса

L  тела имеет одинаковое направление с угловой скоростью со тела

и определяется формулой (1.85): L  = Ja>. Причем вектор L  не за­
висит от выбора точки на оси вращения.

Г ироскопом (волчком) называют массив­
ное симметричное тело, вращающееся с боль­
шой скоростью вокруг оси симметрии. Рас­
смотрим движение волчка, один конец оси 
вращения которого шарнирно закреплен (точ­
ка о на рис.14). Опыт показывает, что при 
некоторой угловой скорости вращения со вол­
чок совершает прецессионное движение: ось 
волчка описывает конус вокруг вертикали

Рис. 14

dL
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о о ' с угловой скоростью сс/ «  со. В результате этого возникает

добавочный момент импульса L ' ,  обусловленный прецессией. По­

скольку со « с о ,  моментом импульса L ' в ряде случаев можно 
пренебречь. Тогда характер движения волчка определяется поведе-

—» —»
нием вектора L - J c o .  Согласно уравнению моментов (1.74) век-

—̂ ^
тор L  относительно точки 0 за время d t получает приращение d L
(рис. 14):

dL = M d t ,

где м -  момент силы тяжести m g  относительно той же точки. Век-

—̂ ^
тор dL  совпадает по направлению с векторомА/ и перпендикулярен

вектору L  ■ В результате вектор L  , а значит, и ось волчка будут 
поворачиваться вокруг вертикали о о ' , совершая прецессию.

Рассмотрим случай, когда на вращающийся гироскоп действует
—»

пара внешних сил F  (рис. 15), создающая относительно центра масс

гироскопа С момент М . Момент сил 
i ai ?aaeai aai eu i ?yi i e o2o2 и за вре­

мя d t  момент импульса гироскопа L  по­

лучит приращениe d L = M d t  (заметим,
—̂ —>

что dL  и м  сонаправлены) и станет

—̂  ̂ ^
равным L ' =  L +  d L  . Новое положение
оси гироскопа будет совпадать с направ­

лением вектора L ' , т е. ось вращения 
гироскопа повернется вокруг прямой

d L

Рис.15
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о3о3 (а не o2o2, как кажется). Данное явление получило название 
гироскопический эффект.

Чтобы ось гироскопа могла свободно поворачиваться в простран­

стве, её закрепляют в карданном подвесе. При этом гироскоп при­

обретает три степени свободы. Свойство гироскопа сохранять на­

правление своей оси в пространстве используется в устройствах ав­

томатического управления движением самолетов (автопилот), ра­

кет, торпед и т.д. Свойство гироскопа прецессировать под действи­

ем приложенных сил используется в навигационных приборах: ги­

рокомпасах, гировертикалях и т.д.

Навигационные гироскопические системы и приборы обладают 

высокой надежностью и помехоустойчивостью.

6 о

ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 12. К концам невесомой и нерастяжимой нити, пе­
рекинутой через блок, прикреплены грузы =300г и т0 = 200г . 
Блок, укрепленный на горизонтальной оси, считать однородным 
диском массой т0 = 300г . Найти линейное ускорение грузов.

Решение:
Заданная система состоит из трех тел, 

каждое из которых следует рассматривать 
отдельно. На рис. к задаче показаны силы, 
действующие на грузы /п1 и /п2. Тогда вто­
рой закон Ньютона для каждого из грузов 
может быть записан следующим образом:

m)a = f x + mxg, (1)

m2ct = Т2 + m2g . (2)
Ускорения грузов считаем равными, но 

направленны м и в противополож ны е 
стороны. В проекциях на координатную ось 
ОУ  уравнения (1) и (2) примут вид

m]a = m{g -  Тх , (3)

- m 0a = m0g - T 0 . (4)

Так как масса блока соизмерима с 
массой грузов, нельзя предположить, что 
силы, с которыми нить действует на грузы 
/т?1 и /т?2, равны между собой. Вращение 
блока вызывается действием сил натяжения 
нити:

Ч  =  Т Ь  Т 2 = Т 2 -

Запишем основное уравнение динамики 
вращательного движения (1.87) в при­
менении к блоку, считая направление 
вращения блока против часовой стрелки 
за положительное:

./s = У|7 -  7т г . (5)

6 1

-►
т2 8

Рис. к задаче 12

Дано:

Шу = ЗООг = 0,3кг 

т2 = 200 г = 0,2кг 

т0 =  ЗООг = 0,3кг 

~а^7



В силу того, что нить нерастяжима и, следовательно, линейное 
ускорение грузов и всех точек нити одинаково равно (при отсутствии
проскальзывания нити) касательному ускорению крайних точек
обода, справедливо равенство

а
8 = - .  (6 )

Г
Перепишем уравнение (5):

ГТ1 Г,,
—  = Тхг - Т 2г ,  (7)
Г

m()r 2
где момент инерции диска J  = —^ — .

Решая совместно уравнения (3), (4) и (7), находим:

g(m x - m 2) 
а = --------    —

moml + m2 ~\— -

Ответ: a = 1,5 м/с2 .

Задача 13. Однородный шар массой m  скатывается по наклонной 
плоскости, составляющей угол а  с горизонтом. Определить ускорение 
ас центра масс.

Дано:
m

а

ас - 1

Решение: Скатывающееся тело обладает сим­
метрией вращения относительно точки С. Будем 
предполагать, что при движении не возникает 
скольжения. Это означает, что скорость тела в точке 
А равна нулю. На скатывающееся тело действуют сила

нормального давления N  , касательная сила трения 

Fz и сила тяжести шара mg . При отсутствии сколь­

жения (чистое качение) сила Fz есть сила трения покоя или сила 
трения сцепления. Она может принимать любые значения от 0 до цЛ/.

Если Fz > \x N ,  то чистое качение невозм ож но - оно будет

сопровождаться скольжением.
Решим задачу двумя способами:

6 2

Способ 1. Применим основное 
уравнение динамики вращательного 
движения относительно мгновенной 
оси вращ ения. При отсутствии  
скольжения мгновенная ось про­
ходит через точку касания А. Так как 
мгновенная ось и ось, проходящая 
через центр масс С, движ утся 
параллельно друг другу, то основное 
уравнение динамики имеет форму:

mg

J  Wco 
— = М  

d  t

Рис. к задаче 13
А (1)

Или, в соответствии с рисунком:

' t
= mgr sin a (2)

Сила N  выпадает из уравнения, так как она проходит через ось 
А, и ее момент относительно этой оси равен нулю. Линейная скорость 
точки С связана со скоростью точки А соотношением

Vc  = V , +С0Г .А

При отсутствии скольжения v 4 = 0 , а поэтому

v c  = со г

Ускорение центра масс

ас =-
d v r  rda

(3)

Из уравнений (2), (3) получаем

ас  =
mgr “  sin a

J A
По теореме Штейнера

(4)

(5)

где J с - момент инерции шара относительно оси, проходящей через 
его центр.
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Окончательно получаем
5g sin а

ас = — п— > (6)

2
т.к. J cJ r  = — m r2.

5
Способ 2. Применим закон сохранения энергии:

1 9
~ J Aa  = тФ , (7)

где h - высота, с которой опустилось тело при скатывании из

1 Г 2состояния покоя; —УАсо - кинетическая энергия тела.

Пусть тело прошло вдоль наклонной плоскости путь х , тогда 

/2 = x -s in a  и, следовательно:

J , со2 J  AV2
—  = £  2 = mgx sin a  . (8)

Найдем из уравнения (8) v:

2 r2rwexsina
v i

d  x
Учитывая, что v  = — , и разделив переменные, интегрируем

d  t
соотношение (9):

2 ^ g s i n a  г

■Jx у  J A J
О

„  /— 2r 2mg sin a
2 ^  = f l  j -  . (10)

Возведем обе части уравнения (10) в квадрат и найдем х:

х =
r 2m gt2 sin a

2ТА
(11)
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Сравнивая формулу (11) с уравнением равноускоренного

a t2
движения х = — получаем

ас  =
r 2mg sin a  g s in a  5 g s in a

1-
J,С
m r-

Ответ: ac = - g s ina  .

Задача 14. На однородный сплошной цилиндр массой М  и 

радиусом R плотно намотана легкая нить, к концу которой при­

креплен груз массой т  . в момент времени t = 0 система пришла в 
движение. Пренебрегая трением, найти зависимость от времени 
модуля угловой скорости цилиндра; кинетической энергии всей 
системы.

Дано:

M ,R ,m

со=  ?

Ек = 2-

Решение: Запишем систему уравнений для 
падающего груза т  и вращающегося сплошного 
цилиндра М:

I T R  = J в,

[mg + Т = та.

Спроектируем уравнения (1) на ось ОУ;

\T R  = Jz ,

[mg - Т  = та,

(1)

(2)

где J  =

Совместное решение системы уравнений (2) дает:

2 mg
в =

R(2m + М )  ’ (3)

где в = -
с/со
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m

mg

T

—►

T

Перепишем уравнение (3):

с/со 2 mg

d t  R ( 2 m + M ) (4)

П роинтегрировав  уравнение  (4), 
находим модуль угловой скорости:

СОJ" t/co = 
о

со = -

2 mg

R(2m + М )  

2 mgt (5)

R(2m + М )

Рис. к задаче 14
К инетическая  энергия систем ы  

представляет собой сумму кинетической 
энергии вращ аю щ егося цилиндра и 
кинетической энергии поступательного 

движения падающего груза:

Ек =
./со “ т \

(6)
2 2

Произведем в уравнении (6) замену: со по формуле (5) и v = со R . 

Окончательное выражение для кинетической энергии всей системы 
будет:

M R 2
Е к =-

m 2g 2t 2 

2т + М

4m 2g 2t 2 

R 2 (2т + М У

mR- 4m 2g 2t 2 

R 2 (2т + М У

Задача 15. На скамье Жуковского (см. рис.13) стоит человек и 

держит на вытянутых руках гири по 10 кг каждая. Расстояние от 

каждой гири до оси вращения скамьи 1Л = 75 с м . Скамья вращается, 

делая = 1об/с . Определить скорость вращения скамьи и работу,

6 6

которую произведет человек, если он сожмет руки так, что расстояние 

от каждой гири до оси уменьшится до / 0 = 2 0 см . Момент инерции 

скамьи с человеком относительно оси вращения

J q = 2,5 кг • м 2 .

Решение: При перемещении гирь отно­
сительно оси вращения на систему человек - 
скамья - гири будут действовать внешние силы 
- силы реакции опоры , линия действия  
которых проходит через ось вращения. Момент 
этих сил равен нулю. Следовательно, для 
системы данных тел будет выполняться закон 
сохранения моментов импульса. Момент силы 
тяжести относительно оси скамьи равен нулю. 
Работу сила тяжести не совершает (гири не 
смещаются по высоте).

П оскольку  м ом ент инерции гирь, а 
следовательно всей системы, будет умень­

шаться, скорость вращения скамьи будет возрастать, возрастает и 
кинетическая энергия системы.

Увеличение кинетической энергии происходит за счет работы 
человека. До перемещения гирь момент импульса системы

Дано:

т  = 10 кг

JQ = 2,5 кгм

Е\ = W  + 2w /2 )«>!,

после перемещения

^2 = (/о  + )к*2 ’

со = 27т .

По закону сохранения момента импульса Z j = Z 0 , следова­

тельно,

( j 0 + 2ml^2% nl = ( j 0 + 2m l^2% n2 

Из уравнения (1) находим:

п1 (-/о + 2w/j2 )

(1)

п2 =-
Л ■ 2 тЦ

6 7



Работа человека равна приращению кинетической энергии 
системы

A = Ek 2 ~ EkV (2)

Так как начальная кинетическая энергия системы

Ek \ = \ ( J 0 +2m l l ) a l ,  

конечная кинетическая энергия системы

E k 2 = \ { J 0 + 2 m l 2 ) &2 > 

то А = 2%2 [( j0 + 2т1-2 )«2 -  ( / 0  +  2 m l 2 ) п 2 ] .

Ответ: А = 870 Д ж;

п2 = 4,2 с-1 .
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Глава  4 
ГРАВИТАЦИЯ

Взаимное притяжение тел называется гравитационным взаимо­
действием или гравитацией. Гравитация - это универсальное взаи­
модействие между любыми видами материи.

§19. Законы Кеплера. Гравитационное поле

И. Кеплер1, основываясь на астрономических наблюдениях, ус­
тановил три закона:

1. Все планеты двигаются вокруг Солнца по замкнутым кривым, 
представляющим собой эллипс, в одном из фокусов которого находит­
ся Солнце.

2. Радиус-вектор г , проведенный от Солнца 
С к  планете М  (рис. 16), за равные промежутки 
времени описывает равные площади.

На рис. 16 эти площади заштрихованы.
3. Квадраты периодов Т обращения двух пла­

нет вокруг Солнца относятся как кубы больших 
полуосей их орбит:

Рис. 16

1 /  Го (1.90)7 ? /7 ? = , ,

Всякое тело изменяет свойства окружающего пространства - со­
здает вокруг себя гравитационное поле. Под гравитационным полем 
понимают материальный объект природы, который осуществляет 
взаимодействие тел по закону всемирного тяготе­
ния (1.38).

Если в гравитационное поле, образованное 
телом массой т  (рис. 17), внести материальную 
точку массой т 0, то на нее будет действовать сила 
притяжения

ттп 
F  = - G — -Р-

Рис. 17

гдеё - орт радиуса-вектора г . Знак минус показывает, h t o F  иё 
направлены в разные стороны.

Физическая величина g , равная отношению силы притяжения F

1Иоганн Кеплер (1571-1630)-нем ецкий астроном.



к массе материальном точки т0 , называется напряженностью гра­
витационного поля:

-  F  т _
8 = -----= ~G — -e . (1.91)

т0 г~

Напряженность - векторная величина, являющаяся силовой ха­

рактеристикой гравитационного поля. Вектору совпадает по направ­
лению с силой, действующей на материальную точку массой т0. На­
пряженность измеряется в метрах на секунду в квадрате (м/с2).

Поле однородно, если напряженность во всех точках поля оди­
накова.

Найдем работу, совершаемую силами гравитационного поля, по 
перемещению материальной точки т0 из поло­

жения 1, определяемого , в положение 2 с

радиусом-вектором Я, (рис. 18). Элементарная ра­

бота

с/А = - F d S  = - F d r  = - G -
mmr

-d r

Рис. 18
Знак минус указывает, что сила и переме­

щение противоположны по направлению. Тогда

г d r  ттп ттп 
А  о = -Gm m n \ ^  = G  - - G ----- ^1-2 . (1.92)

Из формулы (1.92) видно, что работа сил гравитационного поля 
не зависит от того, каким путем осуществляется процесс перехода 
из положения 1 в положение 2, а определяется координатами на­
чального и конечного положений точки. Следовательно, гравитаци­
онное поле потенциально и работа А^_2 равна убыли потенциальной 
энергии системы:

(
E p l Ер2 - G-

ттп
- G -

тт, \

0 ^ о о , то Е ^ 2  = 0 ■ Таким образом, потенциальная энергия

Е  = -G m m Q/ г . (1.93)
7 О

Скалярная физическая величина ср, равная отношению потен­
циальной энергии Ер к массе материальной точки mQ, называется 
потенциалом гравитационного поля:

<p = E p /m 0 = - G m / r . (1.94)

Потенциал - энергетическая характеристика поля.
В системе СИ потенциал гравитационного поля измеряется в 

джоулях на килограмм (Дж/кг).
Установим связь между напряженностью и потенциалом грави­

тационного поля. Из выражений (1.91) и (1.94) следует, что

F  = mQg  , а Ер = да0ср.

Так KaKF = -V i?  (1.56), то m0g  = -m 0'Vq>, 

откуда g = - У ф . Таким образом,

^ - < 3 ф  - < 3 ф  ,-<ЗсрЛ
j l F  + j l F  + k i r  ■ 0-95)ч ох су  oz j

Напряженность гравитационного поля равна градиенту потенци­
ала поля, взятому с противоположным знаком.

Знак минус в уравнении (1.95) показывает, что вектор напря­

женности гравитационного поля£ направлен в сторону убывания 
потенциала ф.

§20. Космические скорости

Для того чтобы тело стало спутником Земли, оно должно иметь 
вполне определенную скорость, называемую первой космической 
скоростью v1.

При движении спутника на него действует сила притяжения к 
Земле:

F = GmM /  R2,
где т - масса спутника; М, R - масса и радиус Земли соответствен­
но.

Эта сила сообщает спутнику центростремительное ускорение

%  =v ? / t f .

Применяя второй закон Ньютона, запишем:

G m M / R 2 = тац и G M / R 2 = v f  /R  .
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Отсюда

vj = J G M / R  . (1.96)
Подставив в уравнение (1.96) выражение для G, найденное из 

(1.38), и учитывая, что F = тд, получим значение первой косми­
ческой скорости:

v l = 4 *  ~  ̂• Ю3 м/с •
Вторая космическая скорость v2 - это наименьшая скорость, 

которую надо сообщить телу, чтобы оно преодолело земное притя­
жение и стало спутником Солнца. Для этого необходимо, чтобы 
кинетическая энергия тела была равна работе, совершаемой против 
сил притяжения Земли:

о  СО

m v ^ = г G a iK dr. = G m M /R  
2 J г2

R
откуда

= л/2G M  / R = -\j2Rg « 1 1км/с . (1-97)
Третья космическая скорость v3 - это скорость, которую необ­

ходимо сообщить тепу, чтобы оно вышло за пределы Солнечной 
системы. Она определяется из соотношения

т ч \ т М п
— -  = G -------

2 R, ■

гд е М с - масса С о л н ц а ,^  - радиус орбиты Земли.

v 3 = ^2G M C / R0 и 42 км/с . (1.98)

С учетом того, что Земля вращается вокруг своей оси со скорос­
тью 30 км/с, значения третьей космической скорости зависят от на­
правления запуска ракет и изменяются в пределах от 17 до 73 км/с.

§21. Неинерциальные системы отсчета

Неинерциальными называются системы отсчета (НИСО), дви­
жущиеся с ускорением относительно инерциальных систем отсчета 
(ИСО). Пусть имеются две системы отсчета (СО) (рис. 19): К  -

инерциальная СО, а К ' - неинерциальная СО.
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СО.
Рассмотрим движение материальной точки массой т0 в К  и К '

I.

Из рис. 19 видно, что г = R  + г ' . (1.99)
Дифференцируя дважды по времени уравнение (1.99), получим

d 2r  d 2R d 2r '

d t2 d t2 d t2
или

a = a 0+a (1.100)

где a - ускорение материальной точки в ИСО, a 0 - ускорение точ­

ки 0 ' (начала  координат систем ы  К ' ) о тноси тел ьно  ИСО, 

а ' - ускорение материальной точки 
в НИСО.

Умножим на массу т0 правую и 

левую  части уравнения (1.100):

mQa =  т0а 0+т 0а ' или

F  = т0а 0+т 0а ' , 
откуда

mQd' = F  - (1.101)

сила, с которой дей-

щ
К ’-

Рис.19

г д е ^  = т0а

ствуют на материальную точку тела других систем.
Таким образом, относительно НИСО  материальная точка ведет

себя так, как если бы кроме внешней с и л ы ^  на нее действовала 

бы еще одна сила: Ff = -т 0а 0 , названная силой инерции. Сила инер­

ции обусловлена неинерциальностью СО.

В итоге получим

m0d' = F  + F r  (1.102)
Уравнение (1.102), аналогичное по форме второму закону Ньюто­

на, справедливо в НИСО.
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a) б)

Пример 1. Шар массой т подвешен на нити к потолку вагона. Если вагон 
покоится или движется равномерно и прямолинейно, то нить занимает вер­
тикальное положение, так как сила тяжести шара mg  уравновешивается си­

лой реакции нити /' (рис. 20, а). Как только 
ваши начнет двигаться поступательно с ус­
корением cIq (рис. 20, б), нить с шаром 
отклонится от вертикали в противополож­
ную направлению движения сторону на 
угол а. При этом сила, действующая на шар:

R = F  +  mg , уравновешивается силой

инерции F- = - т а {), и относительно ваго­
на шар покоится.

-►
F

-та.
О т

mg

mg

Рис. 20

а) б)

Пример 2. Маятник, представляющий собой шарик массой т, подвешен
на нити к штанге, установленной на вра­
щающемся диске (рис. 21, а). При враще­
нии диска шарик отклоняется от вертика­
ли на некоторый угол а  (рис. 21, б). В 
IIC О (относительно пола, на котором зак­
реплен диск) на шарик действует центро­
стремительная сила

F „  „ = тся2г = m v2 / г ,ц.с

т

а

mg

Рис. 21 перпендикулярная оси вращения, являю­
щаяся равнодействующей силы тяжес­

ти mg  и реакции нити F  , т.е. R = mg +  F  .

В НИСО  (относительно диска) шарик покоится. Сила R  уравновешена 

центробежной силой F  q . которая является силой инерции.
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ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 16. Метеорит падает на Солнце с очень большого рассто­
яния, которое можно считать бесконечно большим. Начальная ско­
рость метеорита пренебрежимо мала. Какую скорость будет иметь 
метеорит в момент, когда его расстояние от Солнца равно среднему 
расстоянию Земли от Солнца?

Дано:

/ 0 = С О

I  = R =  1,49 • 1011 м 

М  =  1,98-1030 кг

■ = ?

Реш ение: О бозначим  начальное 
расстояние от метеорита до Солнца через 
/0. По закону всемирного тяготения (1.38) 
найдем силу F, с которой метеорит 
притягивается к Солнцу, находясь на 
расстоянии х  от него

F  = G
т М

(1)

где m - масса метеорита, а М - масса
Солнца.

При движ ении  м етеорита  расстояние  х  ум еньш а ется , 
следовательно, сила F тоже уменьшается. Найдем работу силы 
притяжения dA на элементарном перемещении dx\

т М
---

Работа dA равна убыли потенциальной энергии Ер:

dA = -dE
Тогда

R R
Е „ = -  | G  " “Г dx = -G m M  J -тг = G

dx
2X

т М

R

(2)

(3)

(4)

По закону сохранения энергии

E v = E k =
тх

(5)

Из уравнений (4) и (5) определяется скорость движения 
метеорита:
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mx
= G

m M v =
2 R

Ответ: v = 42,1 км/с.

2 G M  

R
= 42Д км/с

Задача 17. Частица массой m  в некоторый момент времени 
находится в точке А на оси длинного тонкого стержня массой М  и 
длиной / на расстоянии а от одного из его концов (см. рис.). 
Определите напряженность д  и потенциал ср гравитационного поля 
стержня в точке А, а также силу, действующ ую на частицу в 
рассматриваемый момент времени.

т
А

I

d x

Дано:
т

F = ?

Рис. к задаче 17

Решение: Выберем инерциальную систему 
отсчета, связанную с точкой А. Стержень нельзя 
считать за материальную  точку. Разобьем 
стержень на бесконечно малые элементы длиной 
dx, каждый из которых можно принимать за 
материальную точку.

В ы деленны й элем ент dx  имеет м ассу 
dM  = M dx/I. Н айдем  напряж енность  dg  и 
потенциал dcp в точке А от выделенного элемента 
стержня, используя выражение (1.91) и (1.94):

, „  d  М  „  М  dx
dS = G —  = G — — ,

х~ I х~

, d M  М  dx
t / ф  =  —  G ------------ =  —  G ----------------

X I X

(1)

(2)

Для определения д  и ф воспользуемся принципом суперпозиции. 

Так как все элементарные векторы dg направлены в одну сторону 
(вдоль оси х), a dcp величина скалярная, то, интегрируя уравнения 
(1) и (2), получим
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g = G ^ - j  %  = GM/[a(a + l)]
/  J »/ J X

а

. <2+ /

— т ! т - т '” 4/ J X /
а

Сила F  = mg = G M m /[a(a + /) ]  и направлена по g  , т.е. совпадает 
с направлением оси х.

Ответ: g = G M / [а (а  + /)],

Ф=СТ 1П( 1 + а ) ’
F  = GM m /[a(a + / ) ] .

Задача 18. Тело массой т  находится на вершине наклонной 
плоскости и удерживается силой трения. За какое время t  тело 
спустится с наклонной плоскости, если плоскость станет двигаться 
в горизонтальном направлении с ускорением а0 = 1 м/с2?

Длина плоскости / = 1 м, угол наклона к горизонту а  = 30°, 
коэффициент трения между телом и плоскостью ц = 0,3.

Дано:

a Q = 1 м/с2 

/ = 1 м 

а  = 30°

ц = о,з

/ = ?

Решение: Задачу решаем в системе отсчета хоу, 
связанной с наклонной плоскостью. На тело

действуют три силы: сила тяжести m g, сила

реакции наклонной плоскости N  и сила трения 

покоя F  которые уравновешивают друг друга,

и тело покоится.
Как только  наклонная плоскость  начнет

двигаться с ускорением ct0 , указанная система 

отсчета будет неинерциальной, появится сила 

инерции Ff = -т а 0 и тело начнет двигаться вниз с ускорением а .
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Время движения

t = 421 la  . (1)
Для нахождения ускорения 

а запишем второй закон Нью­
тона:

mg + N  + FTp + Ff = та . (2)

П роектируя все векторы  Рис. кзадаче 18
уравнения (2) на оси х  и у, 
получим

ox: mg sin а  -  FTp + та0 cos а  = та , (3)

оу: -m g c o s a  + N  + maQ s ina  = 0. (4)

Реш ая систем у уравнений  (3), (4) с учетом  вы раж ения
FTp = |iN , определим ускорение:

а = g (s in a  -  p,cosa) + aQ (cosa + p,sin a ) . (5)

Из уравнений (1) и (5) найдем время движения тела:

t = у]21 /[g (s in  a  -  pcosa ) + aQ (cos a  + psin a ) ] = 0,77 с •

Ответ: t  = 0,77 с.
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Глава  5
ЭЛЕМ ЕНТЫ  СПЕЦИАЛЬНОЙ ТЕОРИИ  

О ТНО СИТЕЛЬНО С ТИ  

§22. Преобразования Галилея.
Сложение скоростей в классической механике

Принцип относительности Г. Галилея1, справедливый в класси­
ческой механике, гласит: все механические процессы протекают оди­
наково во всех ИСО, или никакими механическими опытами, прове­
денными внутри ИСО, невозможно установить, движется система 
равномерно и прямолинейно или покоится.

Законы динамики не изменяют своего вида при преобразовани­
ях Галилея, т.е. они инвариантны к преобразованиям Галилея.

Для доказательства этого рассмотрим две ИСО, из которых одна 
(система К) покоится, а другая (система К ')  движется относитель­
но первой равномерно и прямолинейно с постоянной скоростью 
( V) .  В момент времени t  = 0 начала координат обеих систем совме­
щены (точки 0 и 0' совпадают).

Найдем связь между коор­
динатами произвольно взятой 
материальной точки М  в рас­
сматриваемых СО (рис. 22):

г = r '  +  r0 = r '  +  v t . (1.103)

Запишем уравнение (1.103) 
в проекциях на оси координат:

X  =  х' +  V ,. / ,

y  =  y '  +  v yt ’ у

z = z'  +  V /  

и t  =  t'
ИЛИ X = X - V xt ,  

у '  =  У  -  v y t ,  

z '  =  z  -  V _/

и t '  = t  * (1-104)

Рис. 22

1 Галилео Галилей (1564-1642) -  итальянский физик и астроном.



Систему уравнений (1.104) называют преобразованиями коорди­
нат Галилея. Если система К 'движется вдоль положительного на­
правления оси х, то уравнения (1.104) примут вид

X = x ' + \ t ,

У = У', 
z = z'

или

х ' = x - v t ,

= (1.105)
f

Z  — Z.

Принято добавлять к уравнениям (1.105) еще одно уравнение: 
t  = t ' , так как в классической механике считается, что время не 
зависит от движения СО.

Дифференцируя по времени уравнение (1.103), найдем правило 
сложения скоростей в классической механике:

й = й ' + v-
Взяв вторую производную по времени от уравнения (1.103), 

получим, что ускорение материальной точки М  в системах К  и К ' 
одинаково:

a = a'-
Таким образом, если на материальную точку не действуют вне­

шние силы (а  = 0), то и а '= 0, т.е. материальная точка движется 
равномерно и прямолинейно или покоится.

А это означает, что система К ' также является ИСО.
Тем самым подтверждается механический принцип относитель­

ности: при переходе от одной ИСО  к другой законы динамики не 
изменяют своего вида.

§23. Относительность одновременности

По классическим представлениям взаимодействие тел осуществ­
ляется мгновенно, т.е. соблюдается принцип дальнодействия. Если в 
различных точках на поверхности Земли происходят два события 
одновременно, то они должны протекать одновременно в любых 
точках Вселенной.

Из астрономических наблюдений известно, что свет, улавлива­
емый телескопами от различных звезд, излучался ими десятки, а то
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и миллионы лет тому назад. Следовательно, событие, происходящее 
на Звезде и воспринимаемое нами, не является одновременным, 
так как любой сигнал распространяется с конечной скоростью. Мы 
не знаем, что происходит в момент приема сигнала на Звезде (мо­
жет, она давно потухла). Чтобы определить, в какое время про­
изошло событие, надо сверить часы на Звезде с земными часами, 
т.е. провести синхронизацию часов. В повседневной жизни мы перио­
дически проводим синхронизацию часов, сверяя их с сигналами 
точного времени, передаваемыми по радио из Москвы. И хотя до 
Самары сигналы точного времени приходят с запаздыванием на 
0,003 с, такие погрешности для нас несущественны. Когда же рас­
стояния имеют космические масштабы, эти поправки приобретают 
большое значение. Если синхронизировать часы в данной системе 
координат, то такая синхронизация будет справедлива только для 
данной системы. Однако оказывается невозможным установление 
времени, одинакового для всех систем координат. Согласно теории 
Эйнштейна для каждой ИСО, находящейся в относительном дви­
жении, существует лишь собственное время. Это время показывают 
часы, покоящиеся в данной системе. Абсолютной одновременности 
не существует.

§24. Постулаты специальной теории относительности (СТО).
Преобразования Лоренца

При рассмотрении движения частиц со скоростью, сравнимой 
со скоростью света в вакууме (с и 3-108 м/с), классическая механи­
ка Ньютона оказывается неприменимой.

В 1881 г. американские ученые А. Майкельсон и Э. Морли опыт­
ным путем установили, что скорость света остается одинаковой, 
если свет распространяется в направлении движения Земли или в 
направлении, ему противоположном или перпендикулярном. Из 
опыта следовал вывод, что свет распространяется во всех направле­
ниях с одинаковой скоростью независимо от движения источника 
света и наблюдателя. Это оказалось в противоречии с классическим 
законом сложения скоростей и преобразованиями Галилея, лежа­
щими в основе механики Ньютона. В СТО классические преобразо­
вания координат (преобразования Галилея), позволяющие перехо­
дить от одной инерциальной системы отсчета к другой, были заме­
нены преобразованиями Лоренца1.

1 Х ендрик Антон Лоренц (1853-1928 гг.) -  нидерландский физик.
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В основе СТО лежат два постулата:
1) Все физические процессы протекают одинаково во всех инер- 

циальных системах отсчета; этот постулат называется принципом 
относительности А. Эйнштейна.

2) Скорость света в вакууме одинакова для всех инерциальных сис­
тем отсчета и не зависит от движения источника и приемника света.

Кроме того, в СТО перешли многие постулаты классической 
физики: однородность пространства и времени, изотропность про­
странства, обратимость времени и др.

Из постулатов теории относительности вытекают преобразова­
ния Лоренца. При выводе их накладывается еще одно условие: пре­
образования должны быть линейными. Это условие следует из од­
нородности пространства-времени: все точки пространства и все 
моменты времени равноценны.

Пусть система координат x ',y ',z ',  t ' движется относительно си­

стемы х, у, z, t  (рис. 23) со скоростью у , направленной вдоль общей 

для систем оси ох. Определим координаты x ',y ',z ' и время t '

некоторого события относительно системы К ' , если известны 
координаты х, у, z и время t  этого события в системе К. Допустим,

что при t  = 0 точки о и о ' совпадают.
Поскольку движение вдоль осей у  и z не происходит, то

y ' = y , z '  = z .

Из рис. 23 следует, что точка о' с координатой х ' = 0 в системе

К '  движется вдоль оси х  системы К  со скоростью v , то есть коор­
дината точки в системе К  изменяется по закону: х  = vt. Условие 
эквивалентно x - v f = 0 .

Учитывая этот факт и линейность преобразований координат,

связь между i '  и х  должна иметь вид

х ' = у ( x - v t ) ,  (1.106)
где у - коэффициент, зависящий от скорости.

С другой стороны, координата х  = 0 системы К  в системе К '

изменяется по закону x ' = - v t '  Выражение x ' + v t должно обра­
щаться в нуль одновременно с координатой х. Для этого преобра­
зование запишется в виде
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х = у (x ' + v t ') .  (1.107)

Так как системы К  \л К '  равноправны, то коэффициент у 
один и тот же.

Для определения у воспользуемся вторым постулатом теории 

относительности. Предположим, что в момент t = t ' = 0 , когда нача­

ла координат о и о ' совпадают, посылается вдоль осей х  и х ' свето­
вой сигнал, который вызывает вспышку света на экране. В системе 
К  вспышка характеризуется координатой х  и временем (  а в

системе К '  - координатой х ' и временем г '. Так как скорость 
света с одинакова в обеих системах, то получим уравнения:

x  = ct, х ' = c t ' . Подставим эти уравнения в формулы (1.106), (1.107):

ct = у (c t' + v t ')  = у t'{c  + v ) ,
c t' = у (ct + v t)  = у t{c -  v )  ■
Перемножив правые и левые части уравнений и поделив их на 

t t ' , получим
2 г (  2 г )  с = у (с - v  )■

Отсюда у = l / - y / l - v 2/ c 2 .

Подставив значение у  в (1.106-1.107), получим преобразова­
ние координат:

x ' + v t ' . x - v t
X  =  , =  X  =  , =

Для нахождения формул преобразования времени исключим из 

уравнений преобразования координат х ' , подставив во второе урав­

нение значение х ',  следующее из первого. Получим уравнение,

, х , t - v x / c 2 
определяющее зависимость t OTt nx :  t = , = .

ф + Т р

Аналогично, подставляя значение х  из второго уравнения в пер­

вое, находим выражение t через t ' и х ' :
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t =
t '  + vx' /c~

л/ i
2 / 2 - V  С

Выпишем полученные формулы, которые называются преобра­
зованиями Лоренца:

х = (х' + v / ' ) / V l -  V2 / с 2 , 

V = / ,
fz = z ,

х' = ( х - v ^ / V l - V2 / с 2 . 

/  = V,
fz =z . (1.108)

/ = ( '̂ + x 'v / c2) / V l - v 2 / с2 , /' = ( / -  x v / c 2) / V l -  v2 / с2 .

Из (1.105) и (1.108) видно, что при скорости движения, кото­

рая намного меньше скорости света, отношение v 2 / c 2 « 1 и  пре­
образования Лоренца переходят в классические преобразования Га­
лилея. Таким образом, законы механики Ньютона не отвергаются, 
они рассматриваются как частный случай движения тел с малыми 
скоростями.

Из преобразований Лоренца (1.108) вытекает ряд следствий:

1. Сокращение длины движуще­
гося тела

Допустим, ЧТО ВДОЛЬ ОСИ х ' В

движущейся системе К '  покоится 
стержень. Наблюдатель, находящийся

в системе К ' , определяет длину 

этого стержня / '  (собственная дли­

на) как разность координат его кон­
цов:

v - х ' _ х >
‘ о  ~  л 2  Л 1 '

Определим длину этого стержня / в системе отсчета К, относи­
тельно которой стержень движется со скоростью у .

Используя преобразвания Лоренца (1.108), запишем:

(  \  \

Рис. 23

X, = хх -  Vt

л/l
2 / 2- V  / с

х9 =
х2 -  vt

л/i
2 / 2- V  / с
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v , , (х9 - х . )
откуда /о = х 2 - х 1= v ~ 17 -

л/  l  “  v 2/ c 2 л/  l  -  v 2/ c 2

так как / = х9 -  хх.
Таким образом, j

Го =  ^ _ х 2 / с 2 и л и  l  = l ' J \ - v - / c -  ■ (1.109)

Стержень, движущийся относительно наблюдателя, кажется ему 
более коротким, чем в случае, когда стержень относительно него 
покоится.

Релятивистское сокращение длины, происходящее только в 
направлении относительного движения, становится заметным при 
очень больших скоростях. Если, например, тело движется со скоро­
стью v = 0,8 скорости света, то согласно формуле (1.109) оно 
укорачивается до 60% от длины в состоянии покоя.

Сокращение длины движущегося тела носит относительный ха­
рактер. Если стержень покоится в системе К, то его длина в системе 
К ' выражается формулой (1.109). Поэтому, когда в системах К  и К' 
покоятся одинаковые стержни, то нельзя ставить вопрос: какой из 
них на самом деле короче? Все зависит от системы отсчета.

2. Замедление хода часов
Пусть часы и наблюдатель находятся в точках х' в движущей­

ся системе отсчета К ' . Наблюдатель посылает световой сигнал. Нача­

ло светового сигнала t[ и конец сигнала t'0 он фиксирует по своим

часам. Длительность сигнала A t' = t\ - 1[.
Наблюдатель, находящийся в системе К, принимает этот сигнал 

в течение промежутка времени At = /9 - t x, фиксируя начало и

конец сигнала по своим часам. Так как система К '  движется, на­
блюдатель системы К фиксирует начало и конец светового сигнала

в различных точках пространства, т.е. tx ^ t 0, т.к. хх Ф х9. Воспользо­
вавшись преобразованиями Лоренца (1.108), сравним интервалы 

времени A t' и А г:

, _  t[ + v x [ /c 2 t _ t '2 +vx'2/ c 2
Ч — I 5 2 _-1 L о /о 2 / 2- V  с
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Af = t t {t'l -  t p + ( 4  -  x Q v /c 2

f i
2 /  2 

- V  С

Так как = x [ = x '  (сигнал посылается из одной точки), то

t ' - t '  A t'
\ t -  12 h  или At — (1.110)

- f i -  v 2 c2

Итак, покоящиеся часы дают более длинный интервал време­
ни между событиями, происходящими в движущейся системе от­
счета, чем часы, движущиеся вместе с этой системой. Как и изме­
нение длины, это сокращение носит относительный характер.

3. Релятивистский закон сложения скоростей

Предположим, что в системе К '  вдоль оси х ' движется

, dx'
материальная точка со скоростью и = ~^г-

dx
Найдем скорость этой точки и  =  —  в системе К. Используя

d t
преобразование Лоренца (1.108), запишем:

dx' + vd t' _  d t' + ( v / c 2)dx'
dx = . d t=  r-

F F W -  A 2 /  2 
- V  С

dx dx + vdt
Тогда u =  —  = ------- / , — r .

d t d t' + (у /с  jdx

Поделив числитель и знаменатель правой части уравнения на

d t ' , получим релятивистский закон сложения скоростей:

_ d x 'jd t ' + у _  u ' + v

\ ■ ( \  с  ) ( с / х '  с / / ' )  1 +  т е ' / с 2 ’ ( 1 . 1 1 1 )

Из формулы (1.111) видно, что в случае, когда v «  с, релятивис­
тский закон сложения скоростей переходит в классический: и = и '+  v.

Если и' = с , то и = (с + v ) / ( l  + v / c )  = с .
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§25. Энергия релятивистской частицы. 
Закон взаимосвязи массы и энергии

В СТО вводится релятивистская масса частицы т, зависящая от 
скорости ее движения v:

т = т, J V l - v 2 / с 2 , (1.112)

где/и0 - масса частицы, находящейся в покое.

С возрастанием скорости движения частицы, как следует из 
формулы (1.112), масса тоже увеличивается. Если скорость частицы 
v стремится к скорости света с, то масса частицы стремится к бес­
конечности. При малых скоростях, когда v « c ,  массы движущей­
ся и покоящейся частиц приблизительно одинаковы.

Основное уравнение релятивистской динамики имеет такой же 
вид, как и в классической механике Ньютона:

F  = dp / d t = d {m x )td t  , (1.113)
только в этом уравнении масса - переменная величина. Здесь

F  - сила, действующая на частицу, р -  импульс частицы.
Выведем соотношение между массой и энергией (знаменитую 

формулу А. Эйнштейна). Как известно из классической физики,

работа силы F  на элементарном перемещении dr равна прираще­

нию кинетическй энергии тела: dEK = F d r  = F v d t , где у - ско­
рость.

Подставив в данное выражение основное уравнение релятиви­
стской динамики (1.113) и преобразовав его с учетом того, что

vd v  = v d v ,  и формулы (1.112), получим

dd E K =  —
dt

(
m v

2 /  2 
- V  С

\  f
vd t = v d

Л
m v

.■fi
2 / 2  

- V  С

Интегрируем полученное выражение считая, что кинетическая 

энергия покоящейся частицы равна нулю, а ее масса равна т \
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Выражение Е  = тс2 назвали полной энергией тела, а Е а = т0с2

- энергией покоя. Если тело покоится и его Е к = 0 , оно тем не 
менее обладает энергией покоя.

Запишем уравнение (1.114) с учетом введенных обозначений

К = Е - Е 0 ,

где Е  = т с2, (1.115)

Е а = т ас2 ■ (1.116)
Таким образом, кинетическая энергия релятивистской частицы 

Е к равна разности полной энергии Е и энергии покоя частицы Е0. 
При скорости движения у « с  уравнение (1.114) переходит в

классическое Е к *  m v2/ 2.

Энергия покоя Е а = т ас 1 представляет собой внутреннюю энер­

гию тела и включает в себя энергию покоя частиц, из которых 
состоит тело, кинетическую энергию частиц, обусловленную их 
движением относительно центра масс и энергию их взаимодей­
ствия друг с другом.

Согласно Эйнштейну полная энергия тела, из каких бы видов 
она не состояла (кинетической, химической, электрической и т.д.),

связана с массой этого тела соотношением Е  = тс2 ■
Связь между полной энергией и релятивистской массой явля­

ется фундаментальным законом природы. Изменение энергии тела

сопровождается эквивалентным изменением его массы: Ат = AF.jc2 

и наоборот, изменение массы сопровождается изменением его энер­

гии: а е  = с 2Ат. ■ Это закон взаимосвязи релятивистской массы и 
энергии.

Если в классической механике масса тела является мерой инер­
тности или гравитационного действия, то релятивистская масса 
выступает как мера энергосодержания тела.

Закон взаимосвязи массы и энергии подтвержден эксперимен­
тами в ядерной физике. Например, при образовании атомного 
ядра из составляющих его нуклонов наблюдается уменьшение массы, 
которое связано с выделением энергии. Выделившейся энергии связи

Есе, соответствует масса Ат = E cJ c 2 , называемая дефектом масс.
Релятивистская теория тяготения, удовлетворяющая принципу 

относительности А. Эйнштейна, развита в общей теории относи­
тельности.



ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 19. Космический корабль движется с постоянной скоростью

24
v = —  с по направлению к центру Земли. Какое расстояние в системе

отсчета, связанной с Землей, пройдет корабль за промежуток времени 
At' = 7 с, отсчитанный по корабельным часам? Вращение Земли и 
ее орбитальное движение не учитывать.

Дано:
24

v = —  с
25

At' = 7 с

S = ?

здесь

с = 3 • 108 — ■ 
с

Ответ: S = 72 м.

Задача 20. В ускорителе протоны ускоряются до скоростей, 
отличаю щ ихся на 0,01%  от скорости света. Во сколько раз 
релятивистская масса таких протонов превышает их массу по­
коя?

9 0

Решение: Если на корабле отсчитан про­
межуток собственного времени At', то по земным 
часам согласно уравнению (1.110) будет отсчитан 
промежуток:

Поэтому S = уД t ,

Дано:
с -  у

100 % = 0,01%

т

тг

Реш ение: При ско р о стях  
движения v, соизм ерим ы х со 
скоростью света, масса зависит 
от скорости движения по фор­
муле (1.112):

т
т = о

(1)

где Р = —; т(,-  масса покоя.
с

Так как
с — V

100% = 0,01% (по условию), то

1 —  =  10 
с

1 -Р  = 10“ 4 ,

Р = 1 -  10-4 * 1 ,

т.е. мало отличается от единицы. Подкоренное выражение в формуле 
(1) можно представить в виде

Тогда
1 -  Р2 = (1 -  Р)(1 + Р) ~ 2(1 -  р) - 

1т

тп

Ответ:
т 1

>/2(1-Р )

~ 42(1-р )  

-70.

Задача 21. Из астрономических наблюдений установлено, что 
количество энергии, которое приносит на Землю солнечное излучение 
за 1 с на площадку 1 м2, перпендикулярную солнечным лучам,

составляет около 1,4-103
Д ж

(с-м 2)
. Какую массу ежесекундно теряет

Солнце?
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Дано:
№

~S М

Ат

т
= ?

Решение: Суммарная энергия, из­
лучаемая Солнцем за 1 с:

АЕ = 1,4-103 -4%-R2 ,

где i? = l,49-10n  м - расстояние от Земли 
до Солнца. Согласно формуле (1.115) 
Солнце ежесекундно теряет массу

АЕ . . . „з 4%R2
Ат = —— = 1,4 • 103 — -— 

с2 с2 '
Вычисления дают:

Ат  = 4,4-109 —  .
с

Величина грандиозная сточки зрения земных масштабов, однако 
по сравнению с массой Солнца эта потеря ничтожно мала и 
составляет

Ат
 = 2-10 21 - за одну секунду.

т
Здесь m - масса Солнца.

Ответ:
Ат

т
=  2-10 -21

Задача 22. Какую работу необходимо совершить, чтобы увеличить 
скорость частицы с массой покоя т0 от 0,6 до 0,8 с? Сравнить 
полученный результат со значением, вычисленным по классической 
формуле.

Дано:
Vj = 0,6 с

у 2 = 0,8 с

А = ?

Решение: Искомая работа равна изменению 
кинетической энергии:

А  = Ек2 ~ Ек\ ’

где Ек] = т0с2 -1

9 2

Ек 2 = т 0е2
i/н Ч

, -1

Vi v 0
a Pj = ; Р2 = .

с с
Подставляя данные из условия задачи, получим

(  \
А = т0с2

1 1
= 0,42/и0с2

Соответствующая же работа по классической формуле

А =  ^  = 0,14т(х 2 .
2 2 0

(1)

(2)

Из уравнений (1) и (2) видно, что значение работы, рассчитан­
ное по формулам релятивистской механики, оказывается в 3 раза 
больше значения работы, которое мы получили бы при расчете по 
формулам классической механики.
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Глава  6
М ЕХАНИЧЕСКИЕ КОЛЕБАНИЯ И ВОЛНЫ  

§26. Гармонические колебания
Колебаниями называются движения или процессы, точно или 

приблизительно повторяющиеся во времени. По способу воздей­
ствия на колеблющуюся систему колебания делятся на свободные 
(собственные), вынужденные, автоколебания и параметрические.

Свободными называются колебания системы, предоставленной 
самой себе после того, как она была выведена из положения равно­
весия, и не подверженной действию переменных внешних сил.

Вынужденными называются колебания, при которых система 
подвергается воздействию внешней периодически изменяющейся 
силы. Если при этом система сама управляет внешним воздействи­
ем, то такие вынужденные колебания называются автоколебания­
ми.

Колебания, при которых колеблющаяся величина изменяется 
со временем по закону синуса или косинуса, называются гармони­
ческими.

Любую колебательную систему принято называть осциллято­
ром.

Рассмотрим свободные колебания тела на пружине (пружинный 
маятник). Тело массой т, подвешенное на абсолютно упругой пру­
жине длиной I (рис.24), и жесткостью к  способно совершать коле­
бания в вертикальной плоскости. Допустим, что силы сопротивле­
ния при колебаниях пренебрежимо малы.

-ч.

mg 

Рис. 24
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В положении равновесия сила тяжести тела mg уравновешива­

ется силой упругости пружины F a = к А 1 , т.е.

тд = кл/ ,  (1.117)
где д/ - удлинение пружины после подвески тела. Если внешней 
силой растянуть пружину на х, то ее удлинение станет равным 
(х+ д/). Тогда проекция результирующей силы F на направление х 
с учетом выражения (1.117) будет равна

F  = mg -  к ( х  + А /) = F a -  к ( Ы  + х) = к Ы  -  к (  А/ + х) = - к х . (1.118)
Знак минус в уравнении (1.118) показывает, что смещение х  и 

сила F, действующая на тело, противоположны но направлению.
По второму закону Ньютона сила F =та. Приравняв правую 

часть уравнения (1.118) к та, получим
та = -кх

или

d2x
т—Г + к х = 0 . (1.119)

Введем обозначение: отношение к /т = о 02.

С учетом обозначения уравнение (1.119) примет вид

d 2x
— Г + со2х = 0, (1.120)

где ш 0 - циклическая частота.

Это соотношение представляет собой однородное линейное диф­
ференциальное уравнение второго порядка, решением которого яв­
ляются уравнения вида

х = A-cos(cot)t + % )  (1.121)
или

х  = А  ■ sin( со А  +  % ) ,  (1.122)

где А -  амплитуда колебаний (максимальное смещение колеблюще­

гося тела от положения равновесия), (cont +  ср()) -  фаза колебаний,

срп - начальная фаза в момент времени t  =  0 ■

Фаза колебаний -  это физическая величина, определяющая по­
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ложение колеблющейся системы в данный момент времени. Фаза 
колебаний измеряется в радианах (рад). Таким образом, колебания 
пружинного маятника осуществляются по закону синуса или коси­
нуса, т.е. являются гармоническими.

Различные состояния системы, совершающей гармонические 
колебания, повторяются через промежуток времени Т, называемый 
периодом колебаний, за который фаза колебаний получает прираще­

ние 2ж  , т.е.

[(®0(t + T) + <p0)~  (<V + <Ро)] = 2я: ■
Отсюда

®0 = 1ж IT  . (1.123)

Циклическая частота со0 - есть физическая величина, опреде­

ляющая число колебаний, происходящих за 2ж  секунд. Здесь Т -  
период колебаний.

Величина, обратная периоду: у  = \ / Т , называется частотой ко­
лебаний (число колебаний, совершаемых в единицу времени).

Период колебаний измеряется в секундах (с), а частота -  в 
герцах (1 Гц = 1/с = 1с"1).

В дальнейшем при исследовании гармонических колебаний бу­
дем пользоваться уравнением (1.121).

Скорость колеблющегося тела находится как первая производ­
ная смещения х  (1.121) по времени t\

v = f  = -Асо0 ■ sin(co0f + ф0) = Aco0 cos|^co0f + ф0 + ^  j  i (1

а ускорение -  как вторая производная смещения по времени:

d 2x dv

124)

a = - = —  - A a 20 - cos(co J  + ф0) = Aco2cos(co0t + cp0 + n )  = -со2х.(1.125)

Зависимости x, v и а от времени t графически представлены на 
рис.25.

Из уравнений (1.121), (1.124) и (1.125) следует, что скорость и 
ускорение изменяются также по гармоническому закону и с той же

циклической частотой соп , фаза скорости колебаний отличается от

фазы смещения на ж 12 , а фаза ускорения -  на ж .
Для определения энергии колеблющейся системы воспользуем-

9 6

х .  V .  я

Рис. 25

ся выражениями для потенциальной энергии деформированной пру­
жины (1.55) и кинетической энергии движущегося груза (1.53):

Е р =  к х 2 / 2  = к  ■ A 2 cos2(co0t +  % ) / 2  , (1.126)

Е к = m w 2 /2  = п т 2 -A 2 s in 2 (со0/ +  ф „)/2  . (1.127)

Суммируя уравнения (1.126) и (1.127) и учитывая выражение

=  к / т , найдем полную энергию системы:

Е  = Е р + Е к = A 2 meal 12 . (1.128)

Из формулы (1.128) следует, что полная механическая энергия 
не изменяется при гармонических колебаниях.

§27. Физический и математический маятники

Физическим маятником  называется твердое тело, имеющее ось 
вращения, не проходящую через центр масс. На рис.26 изображен 
физический маятник, отклоненный на угол а  от положения рав­
новесия.

Разложим силу тяжести маятника mg на составляющие F \  и F 2 .

Сила E i = m g  sin а  создает вращательный момент

М  =  F J  = —m g l sin a  «  —m g la  , (1.129)
стремящийся вернуть маятник в положение равновесия.
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Рис. 26 d 2a

~ d f

M

J
(1.130)

Знак минус в выражении (1.129) 
показывает, что смещение и сила про­
тивоположны по направлению. При ма­

лых углах отклонений sin а  & а  .
С огласно  уравнениям  (1 .28 ) и 

(1.87) для углового ускорения s за­
пишем:

d 2a
* = - # • , = м и .

или

где J -  момент инерции маятника относительно оси вращения.
Из выражений (1.129) и (1.130) получим дифференциальное 

уравнение колебаний физического маятника при малых отклонени­
ях его от положения равновесия:

d 2a  mgl

или
dt~ J

d 2a  2
,, +  со 'а  =  0 , 

d t2

- _ mgl
где (оо -  —  - циклическая частота колебаний маятника.

Так как согласно (1.123) соа = 2 п  ! Т , то период колебаний 

физического маятника

Т = 2 % р / (m g l). (1.131)

Таким образом, при малых углах отклонений физический маят­
ник совершает гармонические колебания с периодом, определяе­
мым формулой (1.131).

Математическим маятником называется материальная точка, 
подвешенная на невесомой и нерастяжимой нити. Пусть масса точки

9 8

/л, а длина нити /. Используя уравнение (1.131), найдем период 
колебаний Тм математического маятника:

Тм  = 2%^  m l2/(m g l) = 2тi^ j l fg  ■ (1.132)

Приведенной длиной 1пр физического маятника называется дли­

на такого математического маятника, период колебаний которого 
равен периоду колебаний данного физического маятника. Из сопос­
тавления формул (1.131) и (1.132) для приведенной длины можно

получить выражение: /  = J /(m l) .  Точку О' (рис.26), отстоящую

от оси вращения на расстоянии приведенной длины, называют цен­
тром качания физического маятника. При переносе оси вращения в 
центр качания период колебаний физического маятника не изменя­
ется.

§28. Сложение гармонических колебаний одного направления

Сложение колебаний выполним с помощью векторной диаграммы.

Пусть вектор ^  равномерно вращается с угловой скоростью со()

относительно точки о (рис.27), при этом угол (р между осью ох и 
вектором непрерывно изменяется со временем:

<Р = 0)d  + %  . 

где (р:) - начальный угол при t  =  0 ■

При вращении проекция конца вектора А  на ось ох совершает 
гармонические колебания:

х  = Acos(cont +  <рп) , 

при которых модуль вектора А является амплитудой, угловая ско­

рость вращения соп - циклической ча­

стотой, а угол (р:) - начальной фазой

колебаний.
Рассмотрим несколько случаев сло­

жения двух гармонических колебаний.
1. Складываемые колебания име­ Рис. 27
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ют ам плитуды  Аг и А, , циклические  частоты  одинаковы  

сот =сот = © „ ,  а начальные фазы равны <р и <рп соответственно:

Xj =  A 1q,os( coJ  +  срх) ,

х 2 = А2 cos(cot)t  +  <р2) .
Используя векторную диаграмму, в результате сложения полу­

чим гармонические колебания, описываемые уравнением

х  = Xj + х п = A cos(co0t +  ( р ) , (1.133)

где

А = -^А  ̂ + А2 + 2А1А2 cos(cp2 — Ф1 ) >

tg y  _  A C  _ Ах s in  фх + А 2 s in  ф2 

ОС A 1 cos фх + А 2 cos ф2 

определяются из векторной диаграммы (рис.28).

а) Пусть (<р2 -<р1) = 2 к п , где k  = 0 , 1 ,  2, 3, ... т.е. разность 

начальных фаз складываемых колебаний равна нулю или кратна 27г ■

Тогда А = А1+ А 2,

I >

tgcp = tgq\ = tg<p2 ■
Результирующие колебания будут 

происходить с амплитудой, равной сум­
ме амплитуд складываемых колебаний, 
и начальной фазой, равной начальной 
фазе любого из складываемых колеба­
ний.

б) Пусть (ф2 - ф х)=  (2к + \)% ,

\а2 > КС v где к = 0,1, 2, 3,..., а

Рис. 28

1 00

Тогда

А = \А2 - А 1\, tg<p = tg<p2 .
Амплитуда результирующих колебаний будет равна разности 

амплитуд складываемых колебаний и направлена в сторону боль­
шей амплитуды, а начальная фаза равна начальной фазе того из 
колебаний, амплитуда которого больше.

2. Складываются два колебания, циклические частоты которых

сот т  сот , но разность частот А со() =  сот -  сот очень мала по сравне­

нию с соП1 и  соП2:

Xj = Acoscomt , 

х 2 =  Acosco02t .
В результате сложения получим колебания, называемые биения­

ми:

х = Xj + х2 = A cos ю01Г + A cos cowt = 2A cos ю°2 с° 01

или

t cos-
СО0 2 +  СО о

х = Арез COSO)P0.,/ (1.134)

где

А =
р е з

2 ^ c o s C°02 Юо1 < v 3 =
«02 +  «01

Рис. 29
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Результирующие колебания можно рассматривать как прибли­

зительно гармонические с средней частотой сорез и амплитудой Арез,
медленно меняющейся по гармоническому закону (рис.29). Сплош­
ной линией на рис. 29 изображены результирующие колебания, а 
пунктирной линией -  медленно изменяющиеся со временем амп­
литуды колебаний.

Частота биений тем меньше, чем меньше разность А со(), поэто­

му наблюдение биений позволяет с большой точностью определять 
равенство частот двух колебаний в момент, когда частота биений 
падает до нуля. В таком виде метод биений используется для на­
стройки музыкальных инструментов с помощью камертона.

§29. Сложение взаимно перпендикулярных колебаний

Рассмотрим сложение двух гармонических колебаний, имею­

щих одинаковую циклическую частоту со(), происходящих во вза­

имно перпендикулярных направлениях:

х  = Д  c o s (o ,/ +  <р1), 

у  = 4 ,c o s ( f f l0f  +  p 2) .

В результате сложения получаются колебания, траектории ко­
торых описываются уравнением эллипса (вывод уравнения опуска­
ется):

* 2 ~ ху  , У2 ■ ,
~  2 — —  cos(<p2 -  <д) +  - у  = sin “ (<р, -  <д ) (1.-135)

1 А Д  2
Ориентация осей эллипса относительно координат х  и у  зави­

сит от амплитуд А 1 и А2 и разности фаз (<рп -(р х) ■
Рассмотрим несколько частных случаев.
1) Разность начальных фаз складываемых колебаний равна нулю 

или кратна четному числу ж :

(<р2 ~(рх) = 2 кж  , где к = 0, 1, 2, 3,.......

1 02

После подставки в (1.135) получим

х У п х У —  = 0 или —  = —  ,
А[ А2 Д  А2

,__________  д
А = т]А ;  + А ; , tg<p~ ~ ^ -  О-136)

Точка будет совершать гармонические колебания, направлен­
ные вдоль прямой, лежащей в первой и третьей четвертях (рис. 
30,а), амплитуда и начальная фаза которых определяются выраже­
ниями (1.136).

Р и с . 3 0

2) Разность начальных фаз складываемых колебаний кратна 
нечетному числу ж :

(ср2 - ( р х) =  (2 к  +  \)ж  , где к = 0, 1, 2, 3 , Из уравнения (1.135)
получим

J L  +  J L - o  _ Д - _ Д _
А А или А А ,2̂1 /±2 2
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A = ^ A 2 +A; tg(p = ~ r

Колебания точки будут совершаться вдоль прямой, лежащей во 
второй и четвертой четвертях (рис. 30, б).

Изображенные на рис.30 колебания называются линейно поляри­
зованными.

Если разность фаз складываемых колебаний

(ср2 ~(рх) = (2к  +  1)ж / 2 ,

где к = 0, 1 ,2 , 3 ,....... , а амплитуды одинаковы: А1= А П= А ,  то

уравнением движения точки будет окружность с радиусом, равным 

амплитуде А складываемых колебаний: х 2 +  у 2 = А 2 ■
Такие колебания называются циркулярно поляризованными.
В результате сложения взаимно перпендикулярных колебаний с 

разными циклическими частотами:

х  = Ах cos(pco0t + срх) ,

у  = A 2 cos(gco0t +  (p2)

траекториями точек являются сложные замкнутые кривые, по­
лучившие название кривыхЛиссажу.

ср1 -  <рг = 0 , <Pi V i Ч \ ~ Ч >2 =

Рис.31
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На рис.31 показаны фигуры Лиссажу для некоторых частных 
случаев.

§30. Затухающие колебания

В реальных условиях на колеблющуюся систему действуют силы 
сопротивления (трение, например) и колебания со временем зату­
хают.

При небольших скоростях движения сила сопротивления Fc 
прямо пропорциональна скорости v и направлена в сторону, про­
тивоположную движению:

dx
А = - r v  =  - г  —  

d t
С учетом силы сопротивления дифференциальное уравнение 

колебаний пружинного маятника примет вид

d 2x  г dx к— ^ + --------- + — х = 0
d t  т d t т

или

d 2x  „  _ dx
— — + 2/? • —  +  ci)-x =  0 , (1.137)
d t  d t

где г -  коэффициент сопротивления, р = г/(2да) - коэффициент 
затухания.

Уравнение (1.137) имеет решение при (32 « с о 2 :

х  = Ae~pt cos {cot +  ср) = A t cos {cot +  cp), (1.138)

где со =  sjco2 -  [З2 - циклическая час­

тота, At = A - e - амплитуда затуха­

ющих колебаний, A  -  начальная амп­
литуда.

На рис.32 показана зависимость 
(1.138).

Период затухающих колебаний

Т = 2% / со = 2% / о -  р2 ■
1 05
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Натуральный логарифм отношения амплитуд двух последова­
тельных колебаний, отличающихся по времени на один период, 
называется логарифмическим декрементом затухания:

А А р~ ^
5 = 1п— —  = ln ----- 7Т-^у = 1перг =Р?\

A (t+T) А е - ^

Пусть г - время, в течение которого амплитуда колебаний умень­

шается в е раз (время релаксации). Тогда \пе = (Зт или (Зт = 1 , а 

/3 =  1/ т .

Таким образом, коэффициент затухания [3 - это физическая 
величина, обратная промежутку времени, в течение которого амп­
литуда колебаний уменьшается в е раз.

Логарифмический декремент затухания §  - это физическая ве­

личина, обратная числу колебания N , совершаемых системой за 

время уменьшения амплитуды в е раз:

5 = (ЗТ = Т/т  = \ / N .

§31 Вынужденные колебания

Колебания пружинного маятника будут незатухающими, если 
на него воздействовать внешней вынуждающей силой F, изменяю­
щейся, например, по гармоническому закону:

F  = F0 cos cot,
где со- частота вынуждающей силы, F0 -  максимальное значение 
вынуждающей силы.

Применяя второй закон Ньютона, запишем:

ma + rv  + kx = F 0 cos со t ,
откуда получим дифференциальное уравнение вынужденных коле­
баний:

d 2x  „ _ dx 2 F c,
— У + 2./3---- \-со0х = —  coscot, (1.139)
d t d t m

где p=r/(2m) -  коэффициент затухания , o 0 =  4kd  m собственная 

циклическая частота.
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Выражение (1.139) является линейным неоднородным диффе­
ренциальным уравнением второго порядка. Решение данного урав­
нения состоит из двух слагаемых: общего решения (1.138) однород­
ного уравнения (1.137), играющего существенную роль только в 
начальной стадии при установлении колебаний, и частного реше­
ния данного неоднородного уравнения:

х  = Acos(cot +  ср), (1.140)
где

А  = F n / тгд/(®о ~ ® 2f  + 4 j3 2co (1.141)

tgcp = 2(Зсо /(со2 -  со2).
Найдем условие, при котором амплитуда колебаний А имеет 

максимальное значение, т.е. определим максимум функции (1.141) 
(минимум ее подкоренного выражения):

(со2 - c o 2J  + 4 (3 2о 2 =  0
d_  

dco
После дифференцирования данного уравнения получим

со2 -co l+ 2 (3 2 =  0 ,

откуда

со =  ±д/®о -  2 (З2 ■

Частота колебаний со не имеет отрицательных значений, тогда 
для резонансной частоты, при которой амплитуда колебаний дости­
гает максимума, имеем выражение

сорез= ^ с о 1 - 2 р 2 . (1.142)

Явление возрастания амплитуды вынужденных колебаний при 
приближении частоты вынуждающей силы со к резонансной частоте 
сорез называется механическим резонансом.

Подставляя выражение (1.142) в уравнение (1.141), найдем ре­
зонансную амплитуду:

А рез =  F 0 / ( 2 " W ® 0  -  /З 2 )  ■
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Рис. 33

На рис.33 показаны резонансные кривые при Д  < Д, < /? 3:

1) Если 60= 0 , то А = F0 /(ma>().

2) Если (3 =  0 и со = <я0, то амплитуда бесконечно возрастает.
3) При со —> оо амплитуда колебаний стремится к нулю.
4) С увеличением коэффициента затухания (3 амплитуда коле­

баний уменьшается.

§32. Механические волны в упругой среде

Механические колебания могут распространяться в упругих сре­
дах: в твердых телах, в жидкостях и газах.

Волной называется распространение колебаний вещества или поля, 
происходящее периодически в пространстве и во времени.

При волновом процессе передается состояние колебаний, пере­
нос энергии осуществляется без переноса вещества.

Сплошной называется среда, в которой вещество распределено 
непрерывно. В упругой среде распространяются упругие колебания, 
образуя упругие волны: поперечные или продольные.

Гармонической называется волна, в которой изменение состояния 
колеблющейся системы происходит по закону синуса или косинуса.

Если в упругой сплошной среде возбудить колебания ее частиц, 
то вследствие взаимодействия между частицами колебания будут 
передаваться от одной частицы к другой с некоторой скоростью v. 
Такая волна называется бегущей. При этом частицы среды не вовле­
каются волной в поступательное движение, а совершают колебания 
около своих положений равновесия. В поперечной волне частицы 
колеблются в направлении, перпендикулярном к направлению рас­
пространения волны. Скорость распространения поперечной волны 
определяется по формуле
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где G -  модуль сдвига, р - плотность среды.
В продольной волне частицы вещества колеблются вдоль на­

правления распространения волны. Скорость распространения про­
дольной волны рассчитывается по формуле

= 4 Щ р ,
где Е - модуль Юнга.

На рис.34, а показана кривая смещения s из положения равно­
весия точек с различными значениями координаты х в некоторый 
момент времени t.

Физическая величина, равная расстоянию между двумя бли­
жайшими частицами, колеблющимися в одинаковой фазе, называ­
ется длиной волны. Длина волны равна расстоянию, на которое рас­
пространяется волна за время, равное периоду Т, т.е.

X = \ Т  = v /v , 
где v -  частота колебаний.

Волновой поверхностью называется геометрическое место точек, 
колеблющихся в одинаковой фазе. По форме волновой поверхности 
волны подразделяются на плоские, сферические и цилиндрические.

Волновой фронт -  это геометрическое место точек, до которых 
доходят колебания в данный момент времени.

§33. Уравнение плоской бегущей волны. Волновое уравнение

Рассмотрим бегущую волну, у которой колебания точек в плос­
кости х  = 0 имеют вид

5n = Acos(cot +  (р).

Пусть г -  время, за которое колебания дойдут до плоскости, где 
расположена точка В (рис.34, a ):r  = x/v. Колебания частиц в точке В



будут отставать по времени на величину т  от колебаний в плоско­
сти х  = 0 и, следовательно, имеют вид

sx = Acos\co{t-т ) + (р\. (1.143)

Если волна распространяется в сторону, противоположную х, то 
уравнение запишется в виде

sx = A cos\p {t + т) + <р\. (1.144)

Заменив в уравнениях (1.143) и (1.144) т  на x/v, получим 
уравнение плоской бегущей волны: .

s = ^4cos (д\ t +  — \ + (р (1.145)

Уравнение бегущей волны принято также записывать с использо­
ванием волнового числа к= 2п/Х. Так как Х= vT, то к= 27i/(vT)=co/v. 

Тогда уравнение (1.145) примет вид

sx = Acos(a>t + кх + ср). (1.146)

Допустим, что фаза волны постоянна, т.е.
■V

-C o n s t.  (1.147)

Дифференцируя по времени выражение (1.147), получим

dx Л 
d t  = 0

Г jOСО t  — +  Ф
I  v j

откуда

dx v dx
d t = —  v = — . 

v dt
Таким образом, скорость распространения волны v есть ско­

рость перемещения фазы волны. Поэтому ее называют фазовой ско­
ростью. Скорость волны определяется физическими свойствами сре­
ды, в которой она распространяется. Если имеется зависимость ско­
рости волны от частоты (явление называется дисперсией волн), то 
фазовые скорости волн неодинаковы.

Дифференцируя дважды: по времени t  и по координате х  урав­
нение (1.146), имеем:

1 1 о

d 2s
— r  = - ( 0 2s , (1.148)
dt

d2s 

дх2
= - k  s. (1.149)

Выразив s из уравнения (1.148) и подставив его в (1.149) с 
учетом выражения k = co/v, получим волновое уравнение:

2 2 ^ 2 -  (1150)
<)2.У 1 (I2.?

дх2 v 2 dt
В уравнении (1.150) s - физическая величина, которая харак­

теризует возмущение, распространяющееся со скоростью v.
В общем случае, когда смещение s является функцией х, у, z и t, 

волновое уравнение (1.150) имеет вид

1 d 2s
Л5 = ~ “^ ’ (1'151)V ot

rsl rsl rs2
где д =  + + - оператор П.Лапласа.1

дх2 ду2 dz2

§34. Стоячие волны

Стоячие волны образуются при наложении двух бегущих на­
встречу друг другу волн, имеющих одинаковые частоты и амплиту­
ды:

Sj = Acos(a>t -  к х ) ,

s2 = Acos(cDt + к х ) . (1.152)
Сложив уравнения (1.152) и учитывая, что к = 2п/Х, получим 

уравнение стоячей волны.

s =  s1 + s 2 =2Acoskxcoscot =  2 А с о ^ 2 ш /X)coscot. (1.153)
Из уравнения (1.153) видно, что колебания в стоячей волне 

имеют ту же частоту со, а амплитуда Аст изменяется по гармоничес­
кому закону и является функцией координаты х:

1 Пьер Симон Лаплас (1749-1827) -  ф ранцузский ученый.
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Acm = 2Acos,{2icxl A).
Амплитуда Аст достигает максимальных значений в точках, име­

ющих координаты:

2 та
= ±тт, {т =  0,1,2,...), (1.154)

Я
которые называются пучностями стоячей волны (рис. 34,6).

В точках пространства, имеющих координаты

2 7DC (  1 ^

х = ± Г + 2 > '  <1155)

амплитуда минимальна. Эти точки называются узлами стоячей вол­
ны. Из сопоставления выражений (1.154) и (1.155) следует, что 
расстояние между соседними узлами и соседними пучностями оди­

наковы и равны А /2  ■

§35. Энергия и интенсивность волны

Предположим, что плоская волна распространяется в упругой 
среде в направлении оси х. Согласно формуле (1.146) запишем урав­
нение волны:

s = A  cos {cot -  кх + тр).
Выделим в среде элементарный объем dV  и найдем кинетичес­

кую энергию, которой он обладает:

dEk = d m А 2со2 sin2(cot -  кх + тр) , (1.156)

где v = —  = -Асо sin(cot -  кх +  (р).
d t

Так как элементарная масса объема dm =р dV, то из уравнения 
(1.156) получим

v

dEk = — р А 2о  2d V  s in2 (cot -  кх + ср) t

где р - плотность вещества среды.
1 1 2

Если в выделенном объеме действуют только напряжения рас- 
тяжения-сжутия, то величина потенциальной энергии d E p  будет 
равна кинетической энергии d E K , т.е. d E p =  d E K . Тогда для потен­
циальной энергии запишем:

dEp = -^ p ^ 2ra2<7Fsin2(co f-A x + (p).

Полная энергия

dE  = dEk + dEp = р А 2со 2d V  s in 2 {cot -  кх + ср) .

Отношение dE/dV называется плотностью энергии:

dE
и = —  = р^42со2 s in2(cof -  кх +  ф). (1.157)

d V
Из формулы (1.157) видно, что плотность энергии в разных 

точках среды в каждый момент времени различна. Среднее по вре­
мени значение плотности энергии равно

u ) = ^ p A 2co2 t (1.158)

так как среднее значение

s in2(cot -  кх  +  ср) =  .

Потоком энергии Ф называется скалярная величина, равная ко­
личеству энергии, переносимому волной через выделенную поверх­
ность в единицу времени:

0  = d E / d t ■ (1-159)
В системе СИ поток энергии измеряется в ваттах (Вт).

Плотностью потока энергии волны j  называется векторная ве­

личина, равная потоку энергии, переносимому через единичную 
площадку, перпендикулярно направлению распространения волны:

I -I dO  dE

I J ' ^ ~ d S d t '  (1'160)

Вектор j  направлен в сторону переноса энергии. В системе СИ 

плотность потока энергии измеряется в ваттах на квадратный метр
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(Вт/м2).
Среднее по времени значение плотности потока энергии назы­

вается интенсивностью волны в данной точке среды.
Пусть плоская волна распространяется со скоростью v. Выделим 

на пути распространения волны элементарную площадку dS, пер­
пендикулярную направлению распространения волны и отстоящую 
от фронта волны на расстоянии, равном длине волны Д . Найдем 
среднее значение плотности потока энергии через выделенную пло­
щадку:

1 / - \1  d E  ( u ) - d V  ( t A - d S - l  . .
\ ( j )  \ = ---------- = — --------= — ----------- = (m )v  (1.161)
|W | d S - d t  d S - d t  d S -Т  w

где T - период колебаний.
Выражение (1.161), записанное в векторной форме:

\ J /  =  \ u r >  О-162)
называют уравнением Н. Умова.1'

Формула (1.162) справедлива для плоской, сферической и ци­
линдрической волн.

§ 36. Звуковые волны

Звуковыми волнами (звуком) называют упругие волны, распро­
страняющиеся в средах и имеющие частоту в пределах от 20 до 
20000 Гц. Если частота упругих волн меньше 20 Гц, то такие волны 
называют инфразвуком, если больше 20кГц, то - ультразвуком. Ин- 
фра- и ультразвуки человеческое ухо не слышит. Звуковая волна, 
распространяясь в среде, перенос г энергию. Интенсивностью звука 
I называется физическая величина, равная средней энергии, пере­
носимой звуковой волной за единицу времени сквозь единицу пло­
щади поверхности, расположенной нормально к направлению рас­
пространения волны:

l= E /(S t), (1.163)
где Е- средняя по времени величина энергии волны; S - площадь 
поверхности, t  - время.

Единица измерения интенсивности звука -  ватт на квадратный

1 Николай Алексеевич Умов (1846-1915) -  русский физик.
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метр (Вт/м2).
Человеческое ухо имеет различную чувствительность к звукам 

разных частот. Для каждой частоты существуют наименьшая и наи­
большая интенсивности звука, которые воспринимаются челове­
ческим ухом. Минимальную интенсивность называют порогом слы­
шимости, а максимальную - порогом болевого ощущения.

Графики зависимости этих интенсивностей приведены на 
рис. 35.

Гоомкость звука возрастает с увеличением амплитуды колеба­
ний. Уровень громкости звука L, имеющего интенсивность I, оце­
нивается формулой

Z  = 1 0 1 g ( / / /0) ,  (1.164)

где / п = 10 п В т /л Г  - интенсивность звука на пороге слышимости.

Уровень громкости измеряют в децибелах (дБ). Тихий разговор со­
ставляет по уровню громкости 40 дБ, крик - 80 дБ, шум реактив­
ного двигателя (120-130) дБ.

Л Вт/м £, ЛВ

10

1 0 '

10

. Еолсвон 
порог

f  Облает 
в сльлш

ъ
ыости

/ ]  lejpor
С л ы ш и ­

мости

120

SO

40

10 Ш 10 10 10 v, Г д

Рис. 35
Реальные звуки возникают в результате наложения большого числа 

колебаний разных частот, т.е. обладают акустическим спектром. Раз­
личают сплошной и линейчатый акустические спектры. При сплош­
ном спектре волны частоты простых синусоидальных волн, входя­
щие в ее состав, образуют непрерывную последовательность. Если 
волна представляет собой набор простых синусоидальных волн с дис­
кретными частотами, то спектр такой волны является линейчатым.

Колебания с линейчатым спектром называются тональными. Их 
характеризуют высотой. Высота звука определяется наименьшей ча­
стотой в спектрС. При этом относительная интенсивность других 
частот (обертонов) определяет тембр звука.

Скорость звука в различных средах различна. Так, в воздухе
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при нормальных условиях она чуть меньше средней скорости теп­
лового движения молекул и составляет 340 м/с, в воде (при 20° С) 
-1480 м/с, в железе - 5850 м/с.

ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 23. Частица совершает прямолинейные гармонические 
колебания по закону синуса. При смещении частицы от положения 
равновесия на х1 = 2,6  см ее скорость v 1=2 ,9  см/с, а при смещении 
на х2= 3 ,4 см скорость частицы v 2=1 ,9  см/с. Найдите амплитуду и 
циклическую частоту колебаний частицы.

Решение: По условию задачи запишем два 
Дано: уравнения, используя формулу (1 .122) и при-
х.|=2,6 см нимая ф 0= 0 :

v 1 =2 ,9  см/с x^A sincogti > (1)
х 9=3,4  с м  л ■ *2 ’ , х9= Asmconto
v2=1,9 см/с

А=? со0-?

'2
Найдем скорости колебаний

Vj = d x l /d t l = у4со0 cosco0/j,  1 (2)
v 2 = dx2jd t 2 = A<a0 cosco0/ 2.J

Представим систему уравнений (1),(2) в виде:

xxj A  = sincOg/j, (3)

х 2/А  =  sinco0/2 , (4)

Vj/ ^ cOq = cosco0/ j , (5)

V 2/ A ( O 0 =  COS(00t 2 . (6)

11 6

Уравнения (3) и (5) возведем в квадрат и сложим, аналогич­
ную операцию проделаем с уравнениями (4) и (6):

(

~А) +

2

V

2 (  
+

А  со
= sin2(co0/j) + cos2(co0/j) = 1

о У 

Л 2

у^4со0 j
=  1.

(7)

Решая систему уравнений (7), находим амплитуду

А  =

и циклическую частоту

2 2 2 2 
[V 1*2 ~ V2X2 

2 2 
У1 - У2

ю 0 = 2 2 
Х 2 -  X j

Ответ: А=3,9 см, со0 л:1с"1.

Задача 24. Амплитуда гармонических колебаний материальной 
точки А=2см, полная энергия колебаний Е=3-10'7Дж. При каком 
смещении от положения равновесия на колеблющуюся точку дей­
ствует сила F=2,25-10"5H?

Дано: Решение: Полная энергия гармонических ко-
Е=3-10"7Дж лебаний определяется формулой (1.128):

А=2-10'2м 

F=2,25-10 '5Н 

"х^?

1 2 ' 
Е  = — тА со"

а ускорение формулой (1.125):

(1)

а  =  -а>дХ.

Применив второй закон Ньютона, найдем силу, действующую 
на точку:

F  = та = да(- colх) (2)
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Произведение (тсо2) найдем из уравнения (1) и подставим в 

уравнение (2):

Т7 / ' Л  2  Ер = -х\тсоп ) = - х —-.V о /  А ,

Знак «-» указывает на то, что квазиупругая сила F направлена 
противоположно смещению х.

FA 2
По модулю х = ------ .

2Е
Ответ: х=1 ,5 • 10"2м.

Задача 25. Амплитуда затухающих колебаний математического 
маятника за 1 минуту уменьшилась вдвое. Во сколько раз она умень­
шится за 3 минуты?

даНО: Решение: Амплитуда затухающих колебаний

л изменяется по закону (1.138): А  =  А пе~pt. Таким
п — 2

л ~  образом, можно записать систему уравнений
т

' г 60с A  1 
  A  <1>

^  = Х -?
4

где т1 -  время, в течение которого амплитуда колебаний уменьши­
лась вдвое. Разделив в этой системе первое уравнение на второе, 
получим

А _  _  А 0в Р? _  gPlj

А А  е~А'+ь '

2 =  еРч ■ (2)

Прологарифмировав уравнение (2), можно определить коэффи­
циент затухания:

Аналогично запишем вторую систему уравнений:

А „ = А 0е ~ ^ \  1
Ак = А 0е ~ ^ - \ (4)

где т2 -  время, за которое амплитуда колебаний уменьшится в х  раз. 
Разделив в системе (4) первое уравнение на второе:

А е -pt

- р ( п

можно определить:

А0е

х = еРТ2

■ = еРи-

(5)
Из формул (3) и (5) окончательно получим

т 2 In 2

х  =  е 4 ■
Ответ: х  = 8.

Дано:
/

со0 - ?

Задача 26. В U -  образной трубке находится столбик жидкости 
длиной I, отсчитываемой по оси трубки. При кратковременном из­
менении давления жидкости в одном из колен уровни жидкости 
сместились и столбик начал колебаться. Определить частоту колеба­
ний. Трением о стенки пренебречь.

Решение: Колебания жидкости начнутся под 
действием силы давления столба жидкости высо­
той 2х (см. рис).

F  = p S  = 2pgx»S' 
где S -  площадь попе­

речного сечения трубки, р -  давление, 
р  - плотность жид кости. По второму за­
кону Ньютона

ma = -2pgSx. (2)
Знак минус в уравнении (2) берется 

потому, что сила давления направлена в 
сторону, противоположную смещению.

(1)

2 Г  2*

Рис. к задаче 26.
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Масса жидкости

т  =  p lS .
Тогда из уровня (2) и (3) получим

(3)

а = ~ \ Н ) '  (4)

где а  - ускорение (вторая производная смещения х  по времени t). 

Уравнение можно записать:

d 2x  2  g
— г  + — *  = 0. 
d t 2 I

Получим дифференциальное уравнение гармонических колеба­
ний, в котором

И - ' -
откуда

1 2 1



Масса жидкости

т  =  p lS .
Тогда из уровня (2) и (3) получим

(3)

я = _ т Т (4)

где а  - ускорение (вторая производная смещения х  по времени t). 

Уравнение можно записать:

d 2*  2 g  — -  + —  х = 0. 
d r  I

Получим дифференциальное уравнение гармонических колеба­
ний, в котором

откуда

СО о =
/  ■

Ответ: со,.
1 '

1 20

ЧАСТЬ 2
ОСНОВЫ МОЛЕКУЛЯРНОЙ ФИЗИКИ 

И ТЕРМОДИНАМИКИ

Глава  7
ОСНОВЫ  М О Л ЕКУЛЯ РН О -КИ Н ЕТИ Ч ЕС КО Й  ТЕОРИИ  

ИДЕАЛЬНОГО ГАЗА

§37. Понятия и определения

В молекулярной физике и термодинамике изучаются процессы, 
происходящие в макроскопических телах. М акроскопическими  
называются тела, состоящие из большого числа частиц: молекул и 
атомов.

Существуют два метода исследования макроскопических тел: 
статистический и термодинамический. Статистический метод изучает 
макроскопические тела, исследуя свойства частиц, из которых они 
состоят, и их взаимодействия. В этом методе для описания тел 
используются усредненные значения динамических характеристик 
частиц.

Термодинамический метод базируется на трех опытных законах 
(началах). При этом методе исследования не использую тся 
представления о строении тела и характере движения частиц, 
входящих в него.

Термодинамической системой называется совокупность мак­
роскопических тел, обменивающихся энергией как между собой, 
так и с внешними телами или системами.

Физические величины, характеризующие термодинамическую 
систему, называются параметрами состояния. Давление, температура, 
объем, плотность и т.д. являются параметрами состояния системы.

Температура - это физическая величина, характеризующая 
состояние равновесия системы. Понятие температуры имеет смысл 
только для равновесных состояний. Равновесным называется состояние 
термодинамической системы, имеющей постоянные во времени 
параметры при неизменных внешних условиях.
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Температура в любой части системы, находящейся в равновесном 
состоянии, одинакова.

В молекулярной физике и термодинамике для измерения 
температуры пользуются абсолютной шкалой (шкалой Кельвина)1.

Между абсолютной температурой Т и температурой t, измеряемой 
по шкале Цельсия, существует линейная связь:

Т = t  +273 К.

Температура, равная - 273° С (точнее - 273,16° С), называется 
абсолютным нулем. Абсолютный нуль - самая низкая температура. В 
термодинамике доказывается, что охладить тело до абсолютного нуля 
невозможно.

Термодинамическая система называется изолированной, если она 
не обменивается с внешней средой ни энергией, ни веществом. 
Термодинамическая изолированная система находится в равновесном 
состоянии, если параметры системы при постоянных внешних 
условиях стечением времени не изменяются.

Реальные процессы не являются равновесными, но могут 
приближаться к ним, если они достаточно медленные.

Переход термодинамической системы из одного состояния в 
другое называется термодинамическим процессом. Термодинамический 
процесс сопровождается изменением параметров состояния.

§38. Основные положения молекулярно-кинетической теории

1. Любое вещество состоит из мельчайших частиц - молекул и 
атомов. Одним из доказательств этого положения является то, что 
некоторые молекулы можно увидеть в электронный микроскоп.

2. Молекулы и атомы в веществе находятся в состоянии 
непрерывного теплового движения, причем скорость их движения 
пропорциональна корню квадратному из абсолютной температуры:

v _ 4т .

3. Между молекулами вещества существуют силы взаимодействия 
(притяжения Fn и отталкивания FJ, называемые молекулярными силами.

Радиус действия молекулярных сил порядка 10'9 м.

1 Уильям  Том сон (лорд Кельвин) (1824-1907) - английский физик.
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Силы притяжения с умень­
шением расстояния гмежду мо­
лекулами увеличиваются пропор­
ционально 1/г7, а силы оттал­
кивания - пропорционально  
1 / г13.

На расстоянии rQ, примерно 
равном сумме радиусов двух 
молекул, F = 0, т.к. сила при­
тяжения равна по модулю силе 
отталкивания.

На расстояниях, превы ­
шающих rQ, между молекулами 
действуют силы притяжения, а 
на расстояниях меньше rQ - силы 
отталкивания (рис. 36).

Явлениями подтверждающими основные положения и выводы 
молекулярно-кинетической теории, являются, например, броуновское 
движение и диффузия.

§39. Количество вещества. Масса и размеры молекул
Количеством вещества v  называется физическая величина, равная 

отношению числа молекул N, содержащихся в веществе, к постоянной 
Авогадро Л/А:

v = Л//Л/А . (2.1)
Моль - единица количества вещества, в котором содержится 

столько же структурных элементов, сколько содержится атомов в 
0,012 кг изотопа углерода 12С.

В одном моле любого вещества содержится одно и то же число 
атомов или молекул. Это число называется постоянной или числом 
А. Авогадро1;

Л/А = 6,02 ■ 1023 моль'1.
Молярной массой называется масса вещества, взятого в количестве 

одного моля.
Молярная масса равна произведению постоянной Авогадро на 

массу молекулы т0\
М- = т о ■ (2-2)

1 Амедео Авогадро (1776-1856) -  итальянский физик.

Рис. 36
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Единица измерения молярной массы - килограмм на моль 
(кг/моль).

Число молекул N  любого вещества массой т  согласно формулам 
(2.1) и (2.2) равно

N = v Л/А = тЛ/д/щ (2.3)
Закон Авогадро: моли любых газов при одинаковых температуре и 

давлении занимают одинаковые объемы. При нормальных условиях 
(р0 = 1,01325 ■ 105 Па, Т0 = 273 К) объем моля равен

V„ = 22,41 ■ 10'3 м3/моль.И-
Размеры молекул и атомов очень малы. Оценим размер молекул 

воды. Допустим, что молекулы плотно прилегают друг к другу и 
образуют кубическую ячейку. Тогда объем, занимаемый молекулой

'/о = d3’ а линейный размер молекулы d = ^JVq . Один моль воды

имеет массу 18 ■ 10"3 кг и занимает объем V = 18 ■ 10"6 м3/моль. 
Разделив объем моля V на число Авогадро Л/А, получим объем, 
занимаемый молекулой:

Vq = V /Л/А * 3 0  ■ ю-30 м3.
Отсюда линейный размер молекулы

d =^JV^ « 0 ,3  нм.

Молекулы других веществ имеют такой же порядок величины.

§40. Основное уравнение молекулярно-кинетической 
теории идеального газа

Газ, состоящий из молекул, размерами и взаимодействием 
которы х можно пр енебре чь  (за искл ю чением  м ом ентов 
столкновений), называется идеальным.

Мысленно выделим в идеальном газе цилиндрический объем с
площадью оснований AS 
(рис. 37). Вычислим давление, 
оказываемое молекулами 
газа на площадку AS. Будем 
считать, что соударения 
молекул абсолютно упругие.

В идеальном газе любые 
направления движ ения 
молекул равновероятны. 
Х аотическое  движ ение 

1 2 4

т.

Рис. 37

молекул в выделенном объеме будем рассматривать как движение 
вдоль координатных осей х, у, z. Вдоль каждой оси движется 1/3 
м ол екул , половина  которы х, т .е . 1/6 часть , д виж ется  в 
положительном направлении оси координат, а вторая половина - в 
противоположном.

Молекула массой mQ, двигаясь в положительном направлении 
оси х со скоростью v,-, ударяется о площадку AS и передает ей импульс

Apj = m0v , - (-/j70Vj) = 2/t?qV|. (2.4)

За промежуток времени At о площадку AS ударяется 1/6 часть 
молекул, которые заключены в объеме цилиндра с площадью 
оснований AS и образующей, равной V| At. Число таких молекул

Л/,= AS v, At л / 6,  (2.5)

где п = N /  V - число молекул в единице объема.
Из уравнений (2 .4) и (2 .5) найдем величину им пульса, 

передаваемого площадке:

Ар = ApjN j = 2m0v jASv (A fn / 6  = mQn v jA S A t/3  . (2.6)

По второму закону Ньютона изменение импульса тела равно 
импульсу силы FAt, т.е.

Ар = FAt. (2.7)
Так как давление р = F / AS, учитывая уравнения (2.6) и (2.7), 

найдем искомую величину давления газа:

р  = А р/(AS A t) = т0 n v? /3  . (2.8)

Из уравнения (2.8) видно, что давление газа на стенку сосуда 
определяется величиной импульса, приходящегося в единицу времени на 
единицу площади, и зависит от числа ударов молекул о стенку.

Молекулы газа в рассматриваемом объеме движутся с разными 
скоростями: v2, ..., vw, поэтому в уравнении (2.8) вместо скорости
V| следует записывать среднюю квадратичную скорость:

(  N  \

М „ = - Л ' т Н + - + * 5 , ) / * = , 2 > г / N
VV / =  1 7

которая определяет коллективное действие молекул. 
Из уравнений (2.8) и (2.9) получим

р  = лт0(у)2кв /3 (2 .10)
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Уравнение (2.10) можно представить в виде

Р У  = \ { Е ) ,  (2.11)

где (Е ) = т {у)2кв /2  - кинетическая энергия поступательного

движения всех молекул, т - масса газа.
Выражение (2.11) называется основным уравнением молекулярно­

кинетической теории идеального газа: Произведение давления идеального 
газа на его объем равно 2/3 кинетической энергии поступательного 
движения молекул газа.

§41. Уравнение состояния идеального газа

Уравнение, определяющее связь между параметрами состояния р, 
V, Т, называется уравнением состояния.

Опытным путем была установлена зависимость
p V /  Т = const. (2.12)

Уравнение (2.12) называют законом Клапейрона1. Используя 
данное уравнение для одного моля газа Vц, взятого при нормальных 
условиях (р0 = 101,325 кПа, Т0 = 273 К, \/0)х = 22,41 ■ 10"3 м3/моль), 
можно записать:

COnSt = РдУдц / 7-д.
Обозначив постоянную величину за R и подставив в уравнение

(2.12) параметры газа при нормальных условиях, найдем ее значение:

R = РдУ0|Х /  Т0 = 8,31 Дж/(моль К).

Величина R называется универсальной газовой постоянной.
Таким образом, для одного моля газа можно записать: pVц = RT. 

Умножив данное уравнение на число молей v = т  / д, получим 
уравнение состояния для произвольной массы газа - уравнение 
Клапейрона-Менделеева2

p V  = m R T /ц  (2.13)
или

p V  = vR T . (2.14)

1 Б.П. Клапейрон (1799-1864) - ф ранцузский физик.

2 Дмитрий Иванович Менделеев (1834-1907) - русский химик.
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Уравнение (2.14) применимо и для смеси газов, то есть является 
более общим, чем уравнение (2.13).

Поскольку отношение m /V  есть плотность газа р, то уравнение
(2.13) можно записать:

р = p R T I ц. (2.15)
Если умножить и поделить правую часть уравнения (2.13) на число 

Авогадро и учесть, что R /  Л/А = к  = 1,38 ■ 10"23 Дж/К - постоянная 
Больцмана, а выражение m/VA / V = п - число молекул в единице 
объема, то получим уравнение состояния идеального газа в виде

р = п к Т .  (2.16)
Запишем уравнение состояния (2.13) для одного моля газа:

PVfx = R T .
П одставив вместо р его значение из уравнения (2 .11) 

р = 2n ( E ) l  3 и расписав п = Л/А IV  , получим выражение для

средней кинетической энергии поступательного движения одной 
молекулы идеального газа:

(ЕК ) 0 = 1кТ /2 . (2.17)

Как видно из уравнения (2.17), средняя кинетическая энергия 
движения молекулы прямо пропорциональна абсолютной температуре.

Закон Д. Дальтона.1 Пусть имеется смесь газов:

п = л1 + п2 + п3 + . . +nN, (2.18)
где п число молекул в единице объема смеси, nv  п2, . . . nN - число 
молекул в единице объема первого, второго, ... N - го газов, 
составляющих смесь.

Используя уравнение (2.16) и (2.18), запишем:

р = пкТ  = кТ(п1 + п2 + п3 + . . .+nN) =

= кТп1 + кТп2 +кТп3 + . . . + kTnN = р1 + р2 + р3 +... pN, 
где pv  р2, р3, ..., pN - парциальные давления газов в смеси.

Парциальным называется давление, которое производил бы газ, 
входящий в смесь, если бы он один занимал объем, в котором 
находится смесь, при той же температуре. Таким образом, давление 
смеси газов равно сумме парциальных давлений, составляющих данную 
смесь (закон Дальтона).

1 Дж. Дальтон (1766-1844) - английский ученый.
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§42. Закон распределения молекул по скоростям 
(закон Д. Максвелла)1

Молекулы газа, испытывая взаимные столкновения, имеют 
различные скорости движения. Однако найти число молекул, 
обладающих определенной скоростью, невозможно, так как число 
различных значений скоростей бесконечно велико, а число молекул 
конечно. Поэтому в статистической физике задача ставится по-иному: 
определяется число молекул, скорости которых находятся в заданном 
интервале значений скоростей.

Выберем прямоугольную систему координат, вдоль осей кото­
рой отложим проекции скоростей молекул vx,vy,vz,. Получим трех­
мерное пространство скоростей (рис. 38). Всякой молекуле в этом 
пространстве скоростей соответствует точка, которая изображает ее

скорость v = (vv, v v, v_). Интервалу (vv, v v + d v x), (vv, v v + d v y ),

(v_, v_ + dv_) соответствует элементарный объем dV  = d v xd  v vd  v_
пространства скоростей, имеющий форму куба. Число точек dn в 
объеме dV пространства скоростей равно этому объему, умноженно­

му на плотность точек внутри него. Обозначим через n f [v x, v v, v_)
число точек, приходящихся на единицу объема пространства скоро­
стей (среднюю плотность точек). Здесь п -  общее число молекул 
газа. Тогда

dn =  n f { w x , v v, v__ } t v xd v yd v =. (2.19)
Другими словами, dn - это число молекул, проекции скоростей 

которых лежат в интервале значений от vx до vx + dvx, от vy до 
vy+dvy, от vz до vz+dvz.

Из математики известно, что вероятность какого-либо события 
dP  равна отношению числа событий с ожидаемым исходом к обще­
му числу возможных событий, если общее число событий сколь 
угодно велико.

Вероятность того, что проекции скоростей находятся в выбран­
ном интервале скоростей, равна отношению числа молекул с задан­
ным значением скорости к общему числу молекул, т.е.

dp=~=Ж >v v > v_- К  >d y  у  - d v - . ’

1 Джеймс Клерк Максвелл (1831-1879) - великий английский физик.
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где / ( v v,v v,v__) - функция распределения молекул по скоростям,

представляющая собой плотность вероятности. Под плотностью ве­
роятности понимается отношение вероятности к единичному объе­
му пространства скоростей.

Согласно Максвеллу функция распределения / ( v v,v v,v_) оп­

ределяется отношением кинетической энергии молекулы

„  т у ~ т0 ( , ,
Е = — —  = —  ( v  + V ' + V ' )о 2 2

к средней энергии его теплового движения (Е ) = к Т , и имеет вид:

f { w x, y y , y : ) = = A - e  2кТ ■

где т0 -  масса молекулы,
Т -  температура газа,
к  - постоянная Больцмана,
е - основание натурального логарифма.
Постоянная величина А, не зависящая от скорости, находится 

из условия нормировки

*  / 
\ Л
о

По расчетам А  =

Vv=i.
m„

3 /2

^2ккТ  у

Вычислив постоянную А, запишем уравнение для среднего чис­
ла частиц, находящихся в заданном интервале:

dn = n\
m„

2%кТ

3/2 m 0 v 2

2  к Т d \ xd \  vd \ : . (2.20)

На рис. 38 штриховыми линиями вы­
делен шаровой слой радиуса v и толщи­
ной dv. Найдем число молекул, находя­
щихся в шаровом слое и обладающих 
скоростями, модули которых лежат в ин­
тервале от v до v + dv.

d j  ,  '

V 7z  dV  
: "  v *  dv*  - 

N  S

*
•  Л ку vv_ ✓  /

•

Рис. 38
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Для этого в выражении (2.19) объем d V  = d vxd v vd v : заменим 

на объем шарового слоя 4 %v 2d v , получим:

dn = n f { y ) 47i v 2dv = п\
т„

2 ш Т

3/2

е 2кТ 47iv 2dv .

Отсюда находится функция распределения молекул по скорос­
тям -распределение Максвелла:

/ М =
dn

ndv
= 4л

m„

2%кТ

3/2

е 2кТ v 2 . (2 .21)

Полученное распределение молекул по скоростям является стати­
стическим законом, который реализуется в определенных условиях. 

Из уравнения (2.21) видно, что вид функции зависит от температуры
d  п

и рода газа. Отношение находится из формул (2.20) и (2.21):

d n  „ , 
—  = 4к\ 

п

УПг,

2%кТ

3/2

■ е 2кТ . y 2d v  . (2 .22)

Графики функций f(v) для различ­
ных температур показаны на рис. 39. При 
повышении температуры 73 > Т2 > 7 1 
вся кривая смещается вправо и стано­
вится положе, т.е. увеличивается число 
молекул с большими скоростями. Функ­
ция обращается в ноль при v = 0 и при 

Рис. 39 v  —» о о : в газе отсутствуют неподвижные
молекулы и нет молекул с бесконечно боль­

шими скоростями. Функция f(y) имеет максимум при скорости, равной 
vB, которая называется наиболее вероятной скоростью. Наиболее вероят­
ная скорость определяется из условия экстремума функции f(v):

(

d v

2 v  е

»'ov 
2 AT

2 Л

=  2 v 1- -
w ov
2kT

2 \
2 AT =  0  .

Значения v = 0 и v  = oo соответствуют минимуму функции. Для 
наиболее вероятной скорости получим
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v B = yj2кТ  / mQ = y/2RT /  ц . (2.23)

Следует заметить, что количество молекул в рассматриваемом 
объеме не остается постоянным, а испытывает колебания около 
некоторого среднего значения. Такие случайные, хаотические 
изменения числа молекул и других физических величин называются 
флуктуациями. Флуктуациями плотности воздуха в атмосфере Земли 
объясняется, например, голубой цвет неба.

Используя распределение Максвелла (2.22), можно найти 
среднюю арифметическую скорость движения молекул:

(v) = /(7Ш70) = /(7гц) , (2.24)

среднюю квадратичную скорость:

(v)kb = р к Т  /m Q = V3RT  /ц  . (2.25)

dv о - ,
Введем обозначение: и = v /v„, тогда du = — , a v z = u zv =в в

в
= 2RTu2 / mQ . Подставляя данные выражения в формулу (2.22), 

получим закон распределения Максвелла через относительные скорости:

d n  4 _„2

л/л
е U'u~au  (2.26)

Опыт О. Штерна. Опытная проверка распределения Максвелла 
и определение скоростей движения молекул были выполнены физи­
ком Штерном в 1920 году. На рис. 40 показана схема эксперимен­
тальной установки. Платиновая проволока 1, натянутая вдоль оси 
цилиндра 2, покрывалась тонким слоем серебра. По проволоке про­
пускался электрический ток. При этом проволока нагревалась, ато­
мы серебра испарялись и, вылетая через щель в цилиндре 2, попа­
дали на внутреннюю поверхность цилиндра 3, 
давая на ней изображение щели А. Воздух из 
цилиндров заранее откачивался. При вращении 
цилиндров 2 и 3 вокруг общей оси атомы сереб­
ра осаждались на некотором расстоянии хот точ­
ки А, давая размытое изображение щели.

По толщине слоя серебра, осажденного на 
цилиндре 2, проводилась оценка распределения 
молекул по скорости. Рис. 40
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Зная радиусы цилиндров 2 и 3, угловую скорость их вращения, 
измеряя температуру проволоки и расстояние х, рассчитывались 
скорости движения атомов серебра.

Опыт Ш терна подтвердил достоверность  распределения 
Максвелла.

§43. Барометрическая формула. Распределение J1. Больцмана

Мысленно выделим в атмосфере Земли вертикальный столб 
(рис. 41). Молекулы воздуха в выделенном объеме, двигаясь 
хаотически, испытывают воздействие гравитационного поля Земли. 
В результате чего давление газа с высотой уменьшается. Предположим, 
что плотность воздуха р = const, температура газа постоянная, а 
гравитационное поле однородно. Пусть на высоте h = 0 давление р0, 
на высоте h давление р, на высоте h + dh давление равно р - dp 
(так как давление с высотой убывает).

По закону Б. Паскаля1 давление dp в 
р+Ф  — f—/h тонком слое воздуха равно

dp = - р  g dh . (2.27)
Из уравнения состояния (2.15) найдем 

плотность газа: р = p \ i / { R T ) и, подставив 

в формулу (2.27), получим
Рис. 41

dp = -P ^ Z -d h  
R T

откуда после разделения переменных запишем:

р  RT '

Возьмем интеграл от полученного выражения:

‘ 0
или

- И л и  in
J Р RT  J ■ р 0 RT

V-gh
р  =  р 0е RT ■ (2.28)

Блез Паскаль (1623-1662) - ф ранцузский ученый.
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Уравнение (2.28) называется барометрической формулой. С 
помощью барометрической формулы можно определить давление 
атмосферы на известной высоте h, зная температуру и давление у 
поверхности Земли. В авиации эта формула используется для 
определения высоты полета

^ _ R T l n p 0 / p

Воспользовавшись уравнением (2.16), барометрическую формулу 
приведем к виду

n = riQe-mhi(RT) _ (2 .29)

где п и п0 концентрации молекул на высоте h и у поверхности Земли 
соответственно.

По формуле (2.2) ц. = mQNA, a R = kNA, то

и = п0е~то8Ы(-кТ^ . (2.30)

Так как mQgh = Ер - потенциальная энергия в гравитационном 
поле, то формулу (2.30) запишем в виде

- Е  /(кТ )
n = nQe р •

П олучили распределение м олекул (частиц) во внеш нем 
потенциальном поле, называемое распределением Больцмана1: в 
состоянии теплового равновесия плотность газа (концентрация 
молекул), подверженного действию внешнего поля, больше там, где меньше 
потенциальная энергия его молекул.

Больцмановское распределение молекул по энергиям изображено 
графически на рис 42. п

Распределение Больцмана является 
универсальным законом. Оно справедливо 
для лю бы х частиц , наход ящ ихся  в 
потенциальном силовом поле.

о Е
Рис. 42

Л ю двиг Больцман (1844-1906) - австрийский физик.
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ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 27. Посередине откачанной и запаянной с обеих сторон 
горизонтальной трубки длиной 1 м находится столбик ртути длиной 
20 см. Если трубку поставить вертикально, то столбик ртути 
переместится вниз на расстояние 10 см. До какого давления откачана 
трубка?

Дано:
L  = 1м

L q = 0,2 м 

A L  = 0,1м

Р\ =  ?

Решение: На рис. показаны два положения 
трубки:

а)

PiVi U P2V2

L

б)

РъУъ

Рис. к задаче 27 ц Р а V *

а) - горизонтальное, б) - вертикальное.
Температура воздуха не меняется, т.е. имеем дело с изотерми­

ческим процессом (Т = const):

( p ^ i )  и (poVo) - начальные состояния газа (рис. а);

(p 3V3) и (p 4V4)

(рис. б).
По закону Бойля

соответственно конечные состояния газа

Мариотта запишем:

(Р \у \ )  =  (Ръуъ) > 0 )

(P2V2)  =  (P4V4 y  (2)
В положении (а) ртуть находится в равновесии, расположена 

симметрично относительно трубки, поэтому можно записать еще 
одно уравнение:

(P \V \) =
Тогда

(Рз^З ) = (Р 4 Р4 ) ’ (4)
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где v 3 =

V4 =

L - L n

L - L r

AL  5  = 0,55:

- A L  5  = 0,35'.

Давление p 4 равно сумме давлений: p 3 , создаваемого верхним 

столбиком воздуха (рис. б), и давления столбика ртути высотой L 0 :

Р а = Р з + Р § Р о ,
где р - плотность ртути.

Подставим V3 ,V4 и р 4 в уравнение (4):

р ъ 0,55 = (р 3 + р gL0 )0,35 .
Откуда получим

P 3 = ^ P S Lo-
По формуле (1) определим:

Р\
Рз¥з

V,

(5)

(6)

где * 1 = -

L - L n
-5  = 0,45.

Подставляя /?3, V3, Vxb уравнение (6), вычислим первоначаль­

ное давление:

А = ( у ] р ^ ° ,

Л  = (— ] -13,6 -103 -10- 0,2 = 0,05 -106 5

[р ] =

Ответ: рх = 0,05 М П а .

кг м " Н "
_м3

•м
Lm2 J = Па.

1 35



Задача 28. В баллоне емкостью 110л помещено т1 = 0,8 г водо­

рода и т 2 = 1,6 г кислорода. Определить давление смеси на стенки 

сосуда, если температура окружающей среды t = 21° С .

Дано:
V  = 110-10—3 м 3 

т1 = 0,8 -10-3 к г  

т2 =1,6-10-3 к г  

Т  = 273+ 27 = 300 К
=  ?

Решение: Согласно закону Дальто­
на давление смеси равно сумме парци- 
альныхдавлений:

Р с ш = Р \ + Р2-  
Из уравнения (2.13) Менделеева-

Клапейрона найдем р 1- парциальное 

давление водорода:

Р\ =
тл

-RT

и р 2 - парциальное давление кислорода:

Р2 =
тп

V\i2
-RT

(1)

(2)

Молярные массы водорода |Д =2-10
моль

кислорода

ц2 =32-10 -3 к г

моль
-. Используя уравнения (1) и (2), найдем:

Рем
RT

V

тл

V2 )

[р \=
Д ж

(моль • К )  

Произведем вычисления:

8,31-300 (  0,8 • 10_3

1 " Н  "
—-  ■ моль = о
м3 _ М2 _

= Па

Рсм 110-10-3 

Ответ: 1,02-104 Па .

1,6-10 -3 Л

2-10 -з 32-10 -з = 1,02-104
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Задача 29. Азот находится под давлением р = 1 атм при температуре 
Т  = 300 К. Найти относительное число молекул азота, модули

скоростей которых лежат в интервале скоростей от (v) до (v) + d v ,

м
где d v  = 1— . Внешние силы отсутствуют.

с

Дано:

р  = 105 Па 

Г  = 300 К  

d  v  = 1м/с

d  п /п  = ?

Р еш ени е : При давлении  р = 1 атм и 
температуре Т =300Казот можно считать идеаль­
ным газом. В отсутствии внешних сил молекулы 
идеального газа подчиняются закону распре­
деления Максвелла (2.21):

т = - = 4п
т.о 2 -к Т  .

nets ^ 2п кТ  

Таким образом, относительное число молекул азота, модули 

скоростей которых лежат в интервале скоростей (v) до (v) + r/v, 
можно определить по формуле (2.22)

з т0 ■ у 2
т,

— =  4 7 Г  | -

п
'о

2тг кТ
/ 2 • е 2 кТ  . d v  ■ (1)

Выражение (1) справедливо, если интервал скоростей d  v  столь

мал, что изменением функции распределения / (v) на этом интервале 
скоростей можно пренебречь, считая ее приближенно постоянной. В 

нашем случае интервал d  v = 1м/с мал по сравнению со значением 
средней арифметической скорости (2.24):

<v> = .
8 кТ

% тп
.Г , Г М= 475 —

Подставив в (1) значение средней арифметической скорости 
(2.24), получаем решение задачи в общем виде:



Массу молекулы азота определим по формуле

Ит0 =
N А

где ц = 28-10 -3 к г

моль
N А = 6,02 • 1023 моль-1 .

Произведя вычисления по формуле (2), получим
dn о
—  = 1,9-10“ 3

Ответ: 0,19 %.

Задача 30. Барометр в кабине летящего самолета все время 

показывает одинаковое давление р  = 8 0 кП а , благодаря чему летчик 
считает высоту полета h неизменной. Однако температура воздуха 

изменилась на А77 = 1К  . Какую ошибку дh в определении высоты 
допустил летчик? Считать, что температура не зависит от высоты и 

что у поверхности Земли давление р 0 = Ю О кП а.

Дано:

р 0 = 105 Па

р  = 8-104 Па 

А Т  = 1К

р, = 29 • 10_3 кг/моль

Ah — ?

Решение: Воспользуемся баро­
метрической формулой (2.28):

Vgh 
RT ■Р = Р 0 -е

Барометр в самолете может по­
казывать неизменное давление р при

различных температурах Т1 и Т2 за

бортом только в том случае, если 
сам олет находится на разл ичны х

высотах \  и h2 . Запишем барометрическую формулу для этих двух 

случаев:

Р = Ро ■е
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Р = Р0 -*

RTX

R T
(1)

Р  о
Найдем отношение давлений ~  в уравнениях (1), и обе части 

полученных равенств прологарифмируем:

1пА > = Ц Ц

р  Щ

ln Z o = M ^  (2)

р  щ

Из соотношений (2) выразим высоты hx и h2 и найдем их 

разность:

* ln f
Ah = h2 - h  = ------±-t-d -(A T).

№
Произведем вычисления:

(  Ю5 /
8,3 • In

•104
Ah = -------------- ------ а . 1 = 6,5.

2 9 •10_3•10

Сделаем проверку размерности:

Д ж  к
Га /21- -  (М0ЛЬ' К )  _  Дж-К-МОЛЬ-С2 _  Д ж  _

М ’к ]  кг м моль -К -кг -м Н
моль с2

Ответ: Ah = 6,5 м ..
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Глава  8 
Явления переноса в газах

§44. Средняя длина свободного пробега молекул

Молекулы газа, находясь в тепловом хаотическом движении, 
непрерывно сталкиваются друг с другом. Под столкновением молекул 
понимается процесс, при котором скорости движения молекул 
изменяются по модулю и по направлению. Кратчайшее расстояние 
между центрами молекул при их столкновении называется эффек­
тивным диаметром молекул ст.

От одного столкновения до другого молекулы проходят некоторое 
расстояние, называемое длиной свободного пробега молекулы А. Так 
как эти расстояния различны, то принято говорить о средней длине

свободного пробега молекулы (А).
Пусть молекулы представляют собой 

ст шарики сдиаметром, равным ст. Мыслен­
но выделим в газе цилиндрический 
объем с радиусом  г = ст и длиной 
образующей, равной средней ариф ­
метической скорости движения молекул

(v) (рис. 43). Д опустим , что все

молекулы в выделенном объеме неподвижны и только одна молекула

движется по оси цилиндра со скоростью ( v ) .

За 1 секунду эта молекула пройдет путь, равный ( v ) . Тогда

объем выделенного цилиндра V = izo2(v ) .  Движущаяся молекула 

ударит те молекулы, центры которых лежат в выделенном объеме, 

т.е. (z) = izo2(v)n  , где п - число молекул в единице объема, а (г) - 

среднее число столкновений молекулы в единицу времени. Поскольку 

реально все молекулы движутся, то вместо (v) в полученное

выражение следует подставить v 0TH = V 2 ( v ) , т.е.

(z) = л/27ТСТ2(у )г7 . (2.31)
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Разделив средний путь, проходимый молекулой за 1 секунду, на 

число столкновений ( г ) , получим среднюю длину свободного пробега

W = H = <2 - 3 2 >

Найдем п из уравнения состояния (2.16) и подставим его значение 
в формулу (2.32):

n = p /(k T ) ,

(А) = к Т  /{^2%  <з2рУ  (2.33)
Как видно из выражения (2.33), с увеличением температуры 

газа (А) тоже возрастает, так как увеличивается число молекул с

большими скоростями. С ростом давления (А) уменьшается, 

поскольку возрастает число соударений молекул.

§45. Опытные законы явлений переноса

О собые необрат им ы е  процессы , возникаю щ ие в те рм о­
динамически неравновесных системах, называются явлениями пе­
реноса. К ним относятся: диффузия (перенос массы), теплопроводность 
(перенос энергии) и вязкость или внутреннее трение (перенос 
импульса).

1. Д иф ф узией  называется явление проникновения сопри­
касающихся веществ друг в друга. Процесс диффузии возникает в 
веществе - газе, жидкости или твердом теле.

Для однородного газа в одномерном процессе явление диффузии 
описывается законом А. Фика1:

dm = - D — d S d t, (2.34)
dx

где dm - масса газа, переносимого за время dt через площадку dS в 
направлении нормали х  к площадке, dp/dx - градиент плотности, 
D - коэф ф ициент диф ф узии. Знак минус в уравнении (2.34) 
показывает, что перенос массы происходит в направлении убывания 
плотности, т.е. направление переноса массы и направление градиента 
плотности противоположны.

1 Адольф  Ф ик (1829-1901) - немецкий ученый.
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Молекулярно-кинетическая теория газов для коэффициента 
диффузии дает следующее выражение:

Так как (Х) = кт /{^2% а2р ), a (v) = yJSRT /(яр,) , получаем, что

коэф ф ициент диф ф узии D L L ~ Т Ъ 1 2 Таким образом, с

увеличением температуры диффузия в газах ускоряется, с ростом 
давления - замедляется. Диффузия в газах с тяжелыми молекулами 
протекает медленнее.

2. Теплопроводностью называется явление переноса внутренней 
энергии из одного слоя газа в другой. Процесс теплопроводности 
возникает при наличии разности температур в различных слоях газа. 

Для одномерного процесса справедлив закон Ж. Фурье1:
7 гг-1

dQ = - J  d S d t, (2.35)
dx

где dQ - количество энергии, переносимое за время dt через площадку 
dS в направлении нормали х  к этой площадке в сторону уменьшения 
температуры; у - коэффициент теплопроводности, dT/dx - градиент 
температуры. Знак минус показывает, что направление переноса

d T
энергии противоположно направлению градиента температуры ( ——

dx
направлен в сторону увеличения 7).

Из м олекулярно-кинетической  теории для коэф ф ициента 
теплопроводности можно получить следующее выражение:

Y = ^ ) ( v >cvP>

где р - плотность газа, су - удельная теплоемкость газа при

постоянном объеме. Анализ данного выражения показывает, что с 
увеличением температуры теплопроводность газа возрастает и не 
зависит от давления.

1 Жан Батист Жозеф Фурье (1768-1830) - французский ученый.

1 42

3. Внутреннее трение (вязкость) возникает между двумя слоями 
газа или жидкости, перемещающимися параллельно друг другу с 
разными по модулю скоростями. Причиной внутреннего трения в 
газах является перенос импульса из одного слоя в другой.

В случае одномерного процесса явление вязкости описывается 
законом И. Ньютона:

du
d F  = r |— dS , (2.36)

dx
где dF - сила внутреннего трения, действующая на площадку dS, 
du/dx - градиент скорости движения слоев в направлении х, 
перпендикулярном площадке dS, д - коэффициент динамической 
вязкости.

Согласно молекулярно-кинетической теории

T1 = ^ (^ ) (v )p  ,

где (v) - средняя скорость теплового движения молекул, (А) -

средняя длина свободного пробега молекул, р - плотность газа.
Коэффициент динамической вязкости не зависит от давления 

газа. Вязкость газов растет с повышением температуры про­

порционально 4 т .

Примечание. Вязкость жидкости с увеличением температуры 
ум еньш а ется . В ж ид кости  вязкость  опред еляется  силами 
взаимодействия молекул.

Коэф ф ициенты D, у и д связаны соотнош ениями д = рD,

У =

По численным значениям коэффициентов переноса можно 
приблизительно оценить среднюю длину свободного пробега молекул 
газа при различных условиях.
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ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 31. При температуре 0°С и некотором давлении средняя 

длина свободного пробега молекул кислорода равна 9,5 • 10-8 м. Чему

равно среднее число столкновений в 1 секунду молекул кислорода, 
если сосуд откачать до 0,01 первоначального давления? Температура 
остается неизменной.

Дано:
Т  = 273 К

(А,1) = 9,5-10-8м

р 2 = 0 ,0 1 ^

(z) = ?

Решение: Среднее число столк­
новений в секунду молекул кислорода 
находится по формуле:

(у)

где v > = .
8 RT

7Г JLL

(1)

(Х) =
л /*ж а 2п (2)

Запишем среднюю длину свободного пробега (X) для двух 

состояний. Для этого из формулы (2.16) найдем п  и подставим в 
уравнение (2):

< м =
кТл

(3)

(Я2) =  -

кТл

4 l% a 2p2

Разделив уравнение (3) на уравнение (4), получим

М  = <*!>■

Тогда по формуле (1) найдем

(4)

f P i }

Р2

1 44

< 4 = т М

8 R T

7TJLX

По условию:

Р2

- ^  = 100; р = 32-10-3 —  
Р2 МОЛЬ

Подставляя данные в (5), получим

(.z )  =  -

8-8,3-273 

/  3,14-32 -10~3 

9,5 • 10-8 • 100
= 4,5 • 107 ■

Проверим размерность:

и = -

Ответ: 4,5-107 с-1 -

(5)

1 1 1 1 К Г
1

2 /Д ж
[ R ] 2 - [ T ] 2 • [jLt]-2 Д ж - К 2 _моль_ V к г  _ 1

N (моль • К ) м м с

Задача 32. Углекислый газ и озон находятся при одинаковых 
давлениях и температурах. Найдите для этих газов отношения: 
а) коэффициентов диффузии; б) вязкостей; в) теплопроводностей. 
Диаметры молекул газов считать одинаковыми.

Дано:

Hj =44-10 

ц2 =28-10

-3 к г

моль
-3 к г

моль
— 6, ?2 — 5

D\ Ю 2 = ? 

r i i /Л 2 = ?
У1/ У2 = ?

Решение: а) Коэффициент диф ­
фузии

кТ^  1 , 1 8RT
Я  =  т  v  = - J ----------j r

3 3 У 7ГЦ, V 271

Так как диаметры молекул ст1 = ст2,

in  а 2р

то

А - = J L+  = 0,:
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б) Коэффициент динамической вязкости

тл PV-Тогда r\ = D ------
RT

3 L = [ К . ± ± = [ К  = 1 25
ц2 у pi р2 V ^2

в) Коэффициент теплопроводности

Y  =  ^ ( V X ^ > P C V  =  Tl c v >

_ i R
где cv _ ^ “  - удельная теплоемкость газа, / - число степеней

свободы молекул (см. § 49).
Таким образом,

7=1Fv 1 К . 1 ^ л 1 К =0 ,96
V ^2 г2 Мт г2 V Мт

Ответ: 0,8; 1,25; 0,96.
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Глава  9
ПЕРВОЕ НАЧАЛО ТЕРМ О ДИ НАМ ИКИ  

§46. Внутренняя энергия идеального газа

Под числом степеней свободы / понимается число независимых 
параметров, определяющих положение тела в пространстве. Так, 
положение материальной точки в простран­
стве определяется координатами х, у, z, 
следовательно, материальная точка имеет 
три степени свободы. Все три степени 
свободы - поступательные. Положение 
твердого тела в пространстве определяется 
координатами его центра масс х, у, z и угла­
ми ср, 9, у  ( рис. 44). Следовательно, твердое 
тело имеет шесть степеней свободы: три 
поступательные (х, у, z) и три вращательные
(ср, 0, у ).

Система, состоящая из п материальных 
точек, не связанных друг с другом, имеет 
3 п степеней свободы. Две жестко связанные 
между собой материальные точки имеют 
пять степеней свободы: три поступательные 
х, у, z, , определяющие положение центра 
масс (точка с, рис. 45) и две вращательные 
(вокруг осей у  и z). Вращение материальных 
то чек вокруг оси х  лиш ено см ы сла.
Следовательно, каждая жесткая связь уменьшает число степеней 
свободы на единицу: без жесткой связи система двух материальных 
точек имеет шесть степеней свободы: Зл = 3-2 = 6, с одной жесткой 
связью - пять степеней свободы.

При определении числа степеней свободы молекул атомы, из 
которых они состоят, рассматриваются как материальные точки.

Каждая молекула независимо от общего числа ее степеней свободы 
имеет три поступательные степени свободы. Согласно формуле (2.17) 
на все три поступательные степени свободы приходится энергия

(Е) = З к Т /2  . Следовательно, на одну степень свободы приходится

энергия в три раза меньше, т.е. 1/2 кТ. Таким образом, на каждую 
степень свободы, будь то поступательная, вращательная или

Рис. 44

Рис. 45
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колебательная, в среднем приходится одинаковая кинетическая энергия, 
равная  1/2 кТ. Д анное утверж дение  назы вается законом  
равнораспределения энергии по степеням свободы.

Тогда средняя энергия молекул

(E ) = ^ k T ,  (2.37)

где / = /пост + /вращ + 2/кол - суммарное число степеней свободы 
м олекулы , состоящ ее из поступательны х, вращ ательны х и 
колебательных степеней. Заметим, что число колебательных степеней 
в этой сумме удваивается, так как колебательное движение связано 
с наличием как кинетической, так и потенциальной энергии, т.е. 
обладает удвоенной энергоемкостью.

Внутренняя энергия тела - это физическая величина, равная 
сумме кинетических энергий беспорядочного движения всех частиц 
тела (молекул, атомов и т.д.) и потенциальных энергий частиц, 
обусловленных силами их межмолекулярного взаимодействия.

Во внутреннюю энергию не входят энергия движения тела как 
целого (его кинетическая энергия) и потенциальная энергия, которой 
может обладать тело в каком-либо силовом поле (гравитационном, 
магнитном и т.д.).

Для идеального газа внутренняя энергия представляет собой 
кинетическую  энергию хаотического теплового движения его 
молекул.

Используя выражение (2.37), для внутренней энергии одного 
моля идеального газа запишем:

u ^ ( E ) - N b = j t T ' N b = j R T ,

где Л/д - число Авогадро, R - универсальная газовая постоянная.
Внутренняя энергия U произвольно взятой массы идеального 

газа т  определяется формулой

т 7
U  = - - R T

р 2

а изменение внутренней энергии

Внутренняя энергия является однозначной функцией состояния 
системы, т.е. зависит только от параметров состояния p ,V ,T и т.д. и 
не зависит от способа, каким это состояние достигнуто.

Внутренняя энергия возрастает при увеличении температуры тела, 
так как при этом возрастает кинетическая энергия частиц. Если 
холодное тело соприкасается с горячим, то внутренняя энергия 
холодного тела увеличивается, а горячего - уменьшается. Этот процесс 
происходит до тех пор, пока температуры тел не сравняются.

Количеством теплоты называется физическая величина, равная 
внутренней энергии, перешедшей от одного тела к другому при их 
контакте или излучении.

Количество теплоты измеряется в джоулях (Дж).
Внутреннюю энергию тела можно увеличить, если телу передать 

какое-либо количество теплоты или над телом совершить работу. 
При нагревании тела массой т о т  температуры f, д о /2ему необходимо 
передать количество теплоты

Q = cm{t2 - t ] ) ,  (2.39)
где с - удельная теплоемкость вещества.

Удельной теплоемкостью называется физическая величина, равная 
количеству теплоты, которое нужно сообщить 1 кг вещества для 
изменения его температуры на 1 К. Удельная теплоемкость измеряется 
в джоулях на килограмм-кельвин (Дж / (кг-К)).

Теплоемкостью тела называется физическая величина С, равная 
отношению количества теплоты, сообщаемой телу, к изменению 
температуры тела:

С = Q / Д7. (2.40)

Теплоемкость тела измеряется в джоулях на кельвин (Дж/К).
Энергия, переданная термодинамической системе внешними 

телами при их силовом взаимодействии, называется работой. В 
процессе совершения работы от одного тела к другому передается 
энергия упорядоченного движения. При передаче теплоты энергия 
хаотического движения одной системы переходит к другой системе.

§47. Работа в термодинамике

При расширении газа совершается работа. Допустим, что газ 
заключен в сосуд, отделен от окружающего пространства невесомым
поршнем и занимает объем l/j (рис. 46). Давление газа в сосуде
уравновешено давлением атмосферы р (процесс изобарный). Повысим
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температуру газа под поршнем. Тогда газ, 
расширяясь, поднимет поршень на величину 
Д/7, совершая работу

А = FAh,

где F = pS  - сила давления атм осф еры ,
S - площадь поршня. Следовательно, работа

А = pSAh = pAV,

где AV = V2 - V\ - изменение объема газа при нагревании.
Если поршень передвигается на бесконечно малое расстояние 

d/7, то при этом производится работа dA = pdV. Полная работа, 
совершаемая газом при изменении его объема от l/j до V2, опре­
деляется интегрированием:

* 2

A = f p d V  (241)

f i
Давление р -  величина всегда положительная. При расширении 

газа dV>  0, газ совершает положительную работу. Если газ сжимается, 
то dV < 0 и работа А < 0. В этом случае положительную работу над 
газом совершают внешние силы.

§48. Первое начало термодинамики

Первый закон (начало) термодинамики является законом 
сохранения и превращения энергии в тепловых процессах.

При переходе системы из одного состояния в другое внутренняя 
энергия системы изменяется. Это изменение (в общем случае) 
происходит за счет теплообмена с другими системами или при 
совершении работы.

Первый закон термодинамики гласит: изменение внутренней 
энергии системы AU при ее переходе из одного состояния в другое 
равно сумме работы А ' внешних сил и количества теплоты Q, 
переданного системе:

A U = А ' + Q.

Если вместо работы ^'внешних сил рассматривать работу системы 
над внешними телами А = -А', то первый закон термодинамики 
примет вид

A h

У\

Рис. 46
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Q = AU + А. (2.42)
Количество теплоты, переданное системе, расходуется на увеличение 

внутренней энергии системы и на совершение системой работы над 
внешними телами.

В дифференциальной форме выражение (2.42) будет иметь вид

d'Q = dU + d'A, (2.43)
где dU - бесконечно малое изменение внутренней энергии, d'A - 
элементарная работа, d'Q - бесконечно малое изменение количества 
теплоты. Если dU является полным дифференциалом, то d'A и d'Q не 
являются полными дифференциалами (поэтому символы dQ и dA 
снабжены штрихами).

2

Интеграл J d U  = U 2 -U ^  равен разности значений функции U
1

в состояниях 2 и 1 и не зависит от пути совершения процесса.

2 2

Интегралы jd 'A  = A1_0 и jd 'Q  = Qi_'> зависят от того, по какому
1 1

пути протекает процесс, т.е. А^_2 не равно А2 - А 1 и Q^_2 не равно 
Q2 ~ Q-i ■

Если термодинамическая система возвращается в первоначальное 
состояние, то dU = 0 и согласно первому началу термодинамики

(2.43) d ’Q = d ’A , т.е. невозможно создать вечный двигатель первого 
рода, который совершал бы большую работу, чем количество энергии, 
подведенное извне к  системе.

§49. Кинетическая теория теплоемкостей

В § 46 дано понятие теплоемкости тела и удельной теплоемкости. 
Однако при расчете процессов в газах чаще пользуются понятием 

молярной теплоемкости. Молярной теплоемкостью  называется

физическая величина , равная отношению количества теплоты, 
полученного веществом, к числу молей этого вещества и изменению 
его температуры:

c F = d o j\^ -d r^ - (2 .44)
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Молярные и удельные теплоемкости связаны соотношением: 
с^=С|т, где ц -  молярная масса.

Различают молярную теплоемкость при постоянном объеме - cv 
и молярную теплоемкость при постоянном давлении - с

Пусть имеется один моль газа при постоянном объеме, т.е.
V = const. Запишем первое начало термодинамики:

d'Q  = d U  + d'A.

Так как d'A = p d 'V  , a d 'V  =  0, то d'Q  = d U  . Согласно (2.38)

d 'Q  = —R d T , по формуле (2.44) определим молярную теплоемкость 

при постоянном объеме:

d 'O  i п
°V-^-(2.45)

Пусть имеется один моль газа при постоянном давлении, т.е. 
р = const. Тогда

d'Q  = d U  +  d 'A = J- R d T  +  p d V  = J- R d T  +  R d T  ,

° P =:d T =L2 R + R = C v + R - (246)
Сопоставляя выражения (2.45) и (2.46), получим уравнение 

Ю.Р. Майера1:

cp = c v + R. (2.47)
Молярная теплоемкость измеряется в джоулях на моль-кельвин 

(Дж / (моль-К)).
Из выражений (2.45) и (2.46) следует, что молярные теплоемкости 

зависят только от числа степеней свободы молекул и не зависят от 
температуры. Данное утверждение справедливо в широком диапазоне 
температур только для одноатомного идеального газа.

§50. Изопроцессы в газах
И зопроцессам и  назы ваю тся равновесны е процессы , при 

протекании которых один из основных параметров состояния остается 
постоянным.

1 Ю лиус Роберт Майер (1814-1878) - немецкий врач.
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Изотермический процесс подчиняется закону Бойля-Мариотта: в 
изотермическом процессе, протекающем при постоянной температуре 
(Т = const), произведение давления р данной массы газа на его объем 
V есть величина постоянная:

или pV  = const.Р1 1̂ “  Р^2 ~ ~ РоЦэ
Граф иком  процесса в р, V 

координатах является гипербола 
(рис. 47), которую в ф изике на­
зывают изотермой. С повышением 
температуры газа изотерма удаляется 
от начала координат.

Применим первое начало тер­
м одинамики к изотерм ическом у 
процессу:

d'Q = dU  + d'A ,

но dU  = — cv dT .

При Т = const dU = 0, следовательно, d'Q = d'A. Все тепло, 
подведенное к термодинамической системе в изотермическом 
процессе, идет на совершение системой работы против внешних 
сил.

Найдем работу изотермического расширения газа, используя 
уравнение (2.13), (2.43):

Р

о V

Рис. 47

J [ E R T * L  = E R n „ Y 2 = ™ R nAt_ 2 = j p d V = j
V  ц К  ц Р\

(2.48)
I i “  "  “

На графике (рис. 47) работа изображается площадью за­
штрихованной фигуры abed.

Все медленно протекающие процессы приближенно можно 
считать изотермическими.

И зо хо р и че ски й  проц есс  по дчиняется  закону Ш арля: 
в изохорическом процессе, протекающем при постоянном объеме 
(V= const), отношение давления данной массы газа к  его абсолютной 
температуре есть величина постоянная:

р1 / Т1 = р2 / Т2 = . . . = р0 1 Т0 или р / Т = const.
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Рис. 48

На рис. 48 представлены графики изохорического процесса в 
различных координатах.

Применим к изохорическому процессу первое начало термо­
динамики:

d'Q = dU  + d'A .
Так как V = const,

d'A = р  dV  = 0 .
В изохорическом процессе газ работу над внешними телами не 

совершает. Сообщаемая газу теплота идет на увеличение внутренней 
энергии:

d'Q = dU  .

Jfl
Но dU  = — cv dT  , интегрируя данное выражение, получим

и 2 - и \ = — су (Г2 - Т \ ) .\х
(2.49)

Используя уравнение Майера (2.47), представим cv  в виде

CyR CyR R

R  cp ~ cv  Y - 1  ’ 

где у = c /с у  - показатель адиабаты. Тогда из уравнения (2.49) для 

изменения внутренней энергии запишем:

m R _  \ p 2V ~ р У  _ Vи 2 - и 1 =
ц  у  — 1

(Т2 - Т ^
у - 1  у - 1

{Р 2 ~ Р \)-

1 5 4

Изобарический процесс подчиняется закону Гей-Люссака: в 
изобарическом процессе, протекающем при постоянном давлении 
(р = const), отношение объема данной массы газа к  его абсолютной 
температуре есть величина постоянная:

V 7 -1  = v2 /T2 = . .  . VQ/TQ

или

V /Т  = const.

Графики изобарического процесса изображены на рис. 49.

О f,C  0 т, к

р  =  const

О V,

а) б) в)

Рис. 49

П рим еним  к изобари ческом у процессу первое начало 
термодинамики:

d'Q = d U  + d'A = d U  + p d V  = d (U  + p V f
или

d'Q = — Cy dT + p  dV  

Количество подведенной теплоты

0 , - 2  = - c v ( T 2 -r,)+p(r2- V , )  = - c r (T2 - T , ) + - R ( T 2 -7 -,) =
Ц, Ц, Ц,

= - ( T 2 - t , I cv + R P - cp (t2 - t , \
p, Ц

* Функцию  состояния H  = U + p V  называю т энт альпией  (тепловой ф унк­
цией).
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Работа газа в изобарическом  процессе  d'A = pdV  или

Al_2 =pV2 -p V l и определяется площ адью заш трихованного

прямоугольника (рис. 49, а).
Применив уравнение состояния (2.13), получим

Al_2 = -R {T 2 -T l ) . (2.50)
ц

Если разность температур (Т2 - Т,) = 1 К, то для одного моля

( т Л
газа I — = I I  работа A U2 = R-

Отсюда вытекает физический смысл R : универсальная газовая 
постоянная численно равна работе изобарического расширения одного 
моля идеального газа при его нагревании на один кельвин.

Адиабатический процесс подчиняется уравнению Пуассона. 
Процесс, протекающ ий без теплообм ена с внешней средой, 
называется адиабатическим. Все быстро протекающие процессы 
приближенно можно считать адиабатическими. В отсутствие 
теплообмена с внешней средой d 'Q  = 0.

Запишем первое начало термодинамики:

d'Q = dU + d'A.

П одставим  в него вы раж ения для внутренней энергии

Ж
dU = — cv dT и работы d'A = pdV  :

Ж
d'Q = — CydT + p d V ,  т.к. d'Q = 0 , то

P dV = - — CydT (2 .51)
ц

Возьмем дифференциал от обеих частей уравнения состояния 
идеального газа

Ж
p V  = — RT  

Ц
получим
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p d V  + Vdp = — R d T  (2 52)
ц

Просуммируем уравнения (2.51) и (2.52), предварительно 

умножив (2.51) на R lcv, получим

p d V  + V dp  + p d V R  = 0
cv

или

p d V
(  D

1 + А
CV J

+ V dp  = 0 . (2.53)

Используя уравнение Майера (2.47), преобразуем выражение

D С — Стг сЛ / V  1 р  V Р1 + —  = 1 + - ^ ----------= -? - = у
С у  С у  С у

С учетом этого выражение (2.53) запишется в виде

у р  dV  + V  dp = 0 .

Поделим полученное уравнение на произведение pV\

dV  dp
у  + —  = 0

V р

Интегрируя данное уравнение в пределах от I/, до V2 и от р1 до 
р2, а затем потенцируя его, получим уравнение Пуассона:

PlVl =P2V2
или

p V t  = const- (2.54)
Применив уравнение состояния, выражение (2.54) можно 

привести к виду

1 -Y

ТГУ ~1 = const, Тр у = const. (2.55)

На рис. 50 представлены две кривые: 1 - адиабата, 2 - изотерма. 
Как видно из рисунка, адиабата идет круче, чем изотерма.
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p

d0 Va

Рис. 50

Согласно первому началу термодинамики работа в адиабатическом 

процессе d'A = - d U , так как d'Q  = 0 . Тогда

А -  т с (Т T ) - m R (Т т ) - Р^ ~ Р^ 24 _ 2 -  ^CV{12 A b ^ ^ l A  А Ь  у - 1

PlVl L  P2V2 \ _ P l Vl 

У - 1 1 P \ V \ )  У - 1

Л
1 P2V2 

P lVl \ V 2 J

P \v \
у —1

1 -
\ V 2 J

m
По уравнению состояния P ^ \  -  ^ A  , следовательно, работа

Ц

Ay-2 -
m RE

p  y - 1
1 -

KV2 j
(2.56)

Работа в адиабатическом процессе совершается за счет уменьшения 
внутренней энергии газа. Если над газом производят работу внешние 
силы, сжимая его, то внутренняя энергия и температура газа 
возрастают.

Работа в p -V координатах определяется площадью фигуры abed, 
заштрихованной на рис. 50.
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ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 33. Найти среднюю кинетическую энергию враща­

тельного движения одной молекулы кислорода при температуре 

Т  = 350К , а также кинетическую энергию Ек  вращательного дви­
жения всех молекул кислорода, масса которого m = 4 г.

Дано:
ц = 32 • 10-3 кг/ моль 

Т = 350К 

m = 4 -10_3 кг

( £ в И  £ к = ?

Решение: На каждую степень сво­
боды молекулы газа приходится оди­

наковая средняя энергия Е1 = —кТ  . Так

как вращательному движению двух­
атомной молекулы (молекула кислорода 
- д вухатом ная) соответствую т две 
степени свободы, то средняя энергия 
вращ ательного движения молекулы 
кислорода

(Е в ) = 2 ^ к Т  = кТ  . (1)

Кинетическая энергия вращательного движения всех молекул 
заданного количества газа

E K= {Eb ) N  ' (2)
где N - число молекул газа, которое можно определить по формуле

ш
n  = n a -  

А и '

Тогда e k = n a ~ ( e b ) ■
м*

Произведем вычисления:

(Е в ) = к Т  = 1,38• 10-23 •350Дж = 4,83-10-21 Дж ,

Е у  = 6,02 • 1023 • 4 ' 10 3, • 4,83 • 10“21 Дж = 364 Дж.
К 32•10

Ответ: (Ев) = 4,83-Ю-21 Дж , ЕК =364Дж.
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Задача 34.12 г газа занимают объем 4-10_3м3 при температуре 

7° С. После нагревания газа при постоянном давлении его плотность 

стала равна 6 -Ю-4 г/см 3 . До какой температуры нагрели газ?

Д а н о :
т = 12 - 10_3 КГ

Vx = 4-10 -3 3

Тх = 273 + 7 = 280 К 

р-, = 0 ,6 к г /м 3

Т2 = ?

Решение: Запишем уравнение Мен­
делеева - Клапейрона для двух состоя­
ний газа:

ш
P j \  = — RTX,

(I
Ж

P2V2 = - R T 2.
м*

(1)

Процесс изобарный (р1 = р2 = р = 
const), а плотность газа после нагревания

Р2 = (2)

С учетом уравнения (2) приведем систему уравнений (1) к виду

pV l = - R T l , 

m RT2
Р = Тт >

\ 2 Ц

Из уравнений (3) найдем

или

тТ, 
=- 1

Ж
pV\ = RT[,

v lP .

Произведем вычисления и проверку размерности:

т2 =
1 2 -10~3 -280 
4-10 —3 - 0.6

= 1400

(3)

[ Т ]  =
К Г  M J

— • К
MJ кг

= К.

Ответ: 1400 К.
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Задача 35. Кислород массой m = 2 кг занимает объем I/, = 1 м3 и 
находится под давлением р1 = 0,2 МПа. Газ был нагрет сначала при 
постоянном давлении до объема V2 = 3 м3, а затем при постоянном 
объеме до давления р3 = 0,5 МПа. Найти изменение ДU внутренней 
энергии газа, совершенную им работу А и теплоту Q, переданную 
газу. Построить график процесса.

Д а н о :
m = 2 кг

Vx = 1м3

Р\ = 0,2 • 106Па

V2 = Зм 3

р 3 = 0,5 • 10б Па 

ц = 32 • 10“3 кг/моль 

г = 5 (двухатомный газ)

Д и  = ? А  = ? 0  = ?

Реш ение: График процесса 
приведен на рис. к задаче. Измене­
ние внутренней энергии газа, со­
гласно формуле (2.38), можно оп­
ределить:

A U  = ^ R A T .
2 ц (1)

где А Т  = Т3 - Т Х - разность тем­

ператур газа в конечном и на-чаль- 
ном состояниях.

Эти температуры найдем из 
уравнения Менделеева - Клапей­
рона:

Р

0

Рис. к задаче 35

h  =

P\V iP 
mR

P lo P
mR

(2)

Из уравнений (2) найдем 
AT  и подставим в уравнение 
(1):

M J  = L - R ( p  v2 - р х\ \ ) ^ -  
2 ц V 3 2 1 V mR

или д  и  = ^ ( p 3V2 - p lVl ). 

Произведем вычисления:

Ди  = -  • (0,5 • 106 • 3 -  0,2 • 106 • l)Дж = 3,24 • 106 Дж = 3,24 МДж
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Полная работа газа, совершаемая на участке 1-2-3:

А = Ах_2 +^2-3 '
Работа газа, нагреваемого при постоянном объеме, равна ну­

лю, т.е.

^2-3  = 0 '
Следовательно, полная работа, совершаемая газом:

а = а х_2 = р х {у2 -  У\ )• ■ (3)

После вычислений получим

А =  0,2 • 106(3 -1 )  Дж = 0,4 • 106 Дж = 0,4 МДж.

Согласно первому началу термодинамики (2.42) теплота Q, 
переданная газу, равна:

Q = A U  + A .

Таким образом:

Q =  (3,24 + 0,4) МДж = 3,64 МДж.

Ответ: AU  = 3,24 МДж, А = 0,4 МДж, О = 3,64 МДж.
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Глава  10
ВТОРОЕ НАЧАЛО ТЕРМ О ДИНАМ ИКИ  

§51. Круговые обратимые и необратимые процессы. 
Цикл Карно

Круговы м и  назы ваю тся процессы  (циклы ), при которы х 
термодинамическая система после ряда изменений возвращается в 
исходное состояние. В p -V  координатах круговые процессы 
изображаются в виде замкнутых кривых.

Круговой процесс называется обрат имым, если система, 
выведенная из какого-либо состояния, вновь возвращается в это 
состояние  и при этом не происходит никаких изменений в 
окружающей среде. Процесс, не удовлетворяющий этим условиям, 
называется необратимым. Любой равновесный процесс является 
обратимым.

Работа газа за цикл в p-V  координатах определяется площадью, 
охватываемой замкнутой кривой. Цикл называется прямым, если 
эта работа положительна. Прямой цикл используется в тепловых 
машинах. Если работа за цикл отрицательна, то цикл называется 
обратным. Обратный цикл используется в холодильных машинах.

Тепловым двигателем называют устройство, преобразующее 
теплоту в работу. К тепловым двигателям относятся паровые турбины, 
двигатели внутреннего сгорания, реактивные и ракетные двигатели.

Тепловой двигатель состоит из нагревателя, рабочего тела и 
oi ei aeeui ееа (?en. 51). E?aai ?ai о oaeo i i aai aeony oai ei oa Q1 от 
нагревателя, имеющего температуру Тн. Газ, нагреваясь, расширяется. 
При этом совершается положительная работа А. Однако далеко не

Нагреватель

*  Qi
Рабочее тело

Холодильник
Т,

Рис. 51

1 63



вся теплота Q1 превращается в работу. Значительная ее часть Q2 
выбрасывается в холодильник, который имеет температуру Тх. Роль 
нагревателя в двигателях внутреннего сгорания выполняет цилиндр, 
в котором происходит сгорание топлива, а роль холодильника - 
окружающая атмосфера, куда выбрасываются выхлопные газы.

Согласно закону сохранения энергии работа, совершаемая 
тепловым двигателем, равна

А = Q1 - Q2.

Коэффициентом полезного действия д теплового двигателя 
называется физическая величина, равная отношению работы А, 
совершаемой двигателем, к количеству теплоты полученному 
от нагревателя:

Г| = Q\ (?2 = 1_ й
е г

(2.57)
Q i  Q i

Французский физик С. Карно1 показал, что наиболее эконом­
ным является идеальный обратимый цикл, состоящий из двух изо­
терм и двух адиабат, получивший название цикла Карно. Рассмот­

рим прямой цикл Карно, в котором 
в качестве рабочего тела использует­
ся идеальный газ (рис. 52). На кри­
вых стрелками показано направление 
процесса.

Кривая 1-2 - изотерм ическое 
расширение газа (7, = const).

Чтобы поддерживать в процессе

о
1- -

v4 V2 '

Рис. 52

У расш ирения тем пературу 71 по­
стоянной, к газу подводится тепло­
та Q1 .

Кривая 2-3 - адиабатическое расш ирение газа. Согласно 
уравнению Пуассона (2.55) запишем:

TxV j~ l =T2V f l . (2.58)

Кривая 3-4 - изотерм ическое  сжатие, протекаю щ ее при 
температуре 72 = const. Чтобы поддерживать температуру 72 
постоянной, от газа отбирается теплота Q2.

1 Никола Леонар Сади Карно (1796-1833) - ф ранцузский физик.
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Кривая 4-1 - адиабатическое сжатие газа, определяется уравнени­
ем (2.55):

TxV ^~ l = T 2V j~ l . (2.59)

И спользуя  ф орм улы  (2 .48 ) и (2 .56 ), найдем  работу А, 
совершаемую газом в цикле Карно:

А  = А х_2 + А 2_3 + А3_4 + А4_х = RTX I n  -у -  н cv  (7j -  Т2 ) +
Ц Ух ц

, m  о т  1 v 4 m  ( rr  m  о т  1 v2 , m  О Т  1 v 4 (2 ' 6 0 )+  -  RT2 i n    Су (тх - т 2 )  =  —  RTX I n  —  +  -  RT2 I n — .
\X  \X Ц Fj |i Ко

Поделив уравнения (2.58) на (2.59), получим

n  v4

Тогда выражение (2.60) примет вид

A  = — RTx\n —  - — RT2 \n —  = — R ( j1x - Т 2) \п —  (2 6 л\
ц 1 Fj ц 2 Fj ц v 1 2> Vx -

Таким образом, работа газа в цикле Карно определяется 
разностью температур нагревателя и холодильника и зависит от 
расширения газа.

Согласно первому началу термодинамики количество теплоты
подведенное от нагревателя, равно работе расширения газа в 

изотермическом процессе 1 -2 :

ти Vr\
Q\ = A i - 2 = ~ RTi ln ~(y- (2.62)Ц Vx

Подставив выражения (2.61) и (2.62) в формулу (2.57), найдем 
КПД цикла Карно:



Таким  образом , КПД цикла Карно определяется  только  
температурами нагревателя и холодильника: с увеличением 
температуры  нагревателя или с ум еньш ением  температуры  
холодильника коэффициент полезного действия тепловой машины 
возрастает.

§52. Неравенство Клаузиуса. Энтропия

Напомним, что внутренняя энергия dU  в отличие от работы 
газа d'A является функцией состояния.

При рассмотрении цикла Карно отмечалось, что не вся теплота
подведенная к системе, превращается в работу. Значительная ее 

часть Q2 передается холодильнику.
Прямой и обратный переходы в цикле Карно сопровождаются 

неодинаковыми количествами поглощенного и выделенного тепла, 
т.е. количество теплоты зависит от способа осуществления перехода. 
Таким образом, количество теплоты, также как и работа, не является 
функцией состояния системы.

Количество теплоты Q1 не равно Q2, но отношения этихтеплот 
к температурам, при которых они были подведены или отведены, 
численно равны друг другу, только имеют противоположные знаки:

или т т ■
1 2

Отношение ^  называют приведенной теплотой.

Для обратимого цикла Карно алгебраическая сумма приведенных 
теплот равна нулю. Это положение справедливо для любого обратимого 
кругового процесса. В общем случае сумму приведенныхтеплот можно 
записать в виде

Т
обр

Если интеграл, взятый по замкнутому контуру, равен нулю, то 

выражение d 'Q IT , стоящее под знаком интеграла, представляет 
собой полный дифференциал некоторой функции S, не зависящей 
от пути протекания процесса, т.е.

& Q i

Ti т2
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Функцию S впервые ввел Р. Клаузиус1 и назвал ее энтропией. 
В системе СИ энтропия измеряется в джоулях на кельвин (Дж/К). 
Если в термодинамической системе выполняется необратимый 

круговой процесс, то

I  ^ < 0
J Т  , (2.65)

необр

т.е. энтропия системы возрастает.
Выражение (2.65) называют неравенством Клаузиуса.
Свойства энтропии:
1. Энтропия является функцией состояния, так как зависит только 

от начальных и конечных параметров состояния системы и не зависит 
от пути протекания процесса.

2. Энтропия определяется с точностью  до произвольной 
постоянной.

3. Э нтропия S систем ы , состоящ ей из п частей , равна 
алгебраической сумме энтропий S,- каждой части, т.е.

П 

/= 1
4. В теплоизолированной системе при протекании обратимого 

процесса энтропия не меняется. Поэтому равновесные адиабатические 
процессы называют изоэнтропийными процессами.

5. При постоянном объеме энтропия является непрерывно 
возрастающей функцией внутренней энергии системы.

Из первого начала термодинамики при dV=  0 следует: d'Q = dU  .

dU
Тогда но температура всегда положительна. Значения

приращений dS и dU  имеют одинаковые знаки.
6. Энтропия замкнутой теплоизолированной системы, в которой 

протекают реально осуществляемые необратимые тепловые процессы, 
всегда возрастает.

1 Рудольф Ю лиус Эмануэль Клаузиус (1822-1888) - немецкий физик.



Рассмотрим для примера изменение энтропии при изотермическом 
(7  = const) расширении идеального газа. Из первого начала 
термодинамики следует:

d'Q = dU  + d'A = p d V  , т. к. dU = 0.
Выразим давление газа р из уравнения Менделеева-Клапейрона: 

p  = m R T /(\iV ) и подставим  в уравнение  первого  начала 
термодинамики:

ц V

d'O т „  dV
Тогда dS = ^  = - R — .

1 ц V
После интегрирования найдем изменение энтропии:

S2 - S  , = — R ln ^ -  2 1 ц vx

где индекс 1 относится к первоначальному состоянию газа, а 2 - к 
состоянию  после расш ирения. Так как при расш ирении газа 
V2 > Vx, то и S2 > Sx, т.е . при протекании изотерм ического 
расширения газа (необратимого процесса) энтропия возрастает.

Возрастание энтропиии приводит к росту внутреннего беспорядка 
в системе. До расширения газ занимал малую часть пространства и 
скорости движения молекул были до некоторой степени упорядо­
чены. После расш ирения скорости молекул распределяю тся 
хаотически.

Таким образом, беспорядок возникает самопроизвольно и ему 
соответствует большая энтропия.

§53. Энтропия и вероятность

Под термодинамической вероятностью состояния со,- понимается 
число микросостояний, соответствующих данному /-му состоянию 
м акросистем ы . О тнош ение  со,- к полном у числу возм ож ны х 
микросостояний макросистемы называют вероятностью (мате­
матической) /'-го состояния:

со,-
Р; =-
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Пусть в замкнутом объеме, имеющем проницаемую перегородку, 
делящую объем на две равные части, находятся четыре молекулы. 
Обозначим их цифрами: 1, 2, 3 \л 4 молекула. Составим таблицу 2 
возможных состояний системы четырех молекул с указанием путей 
реализации этих состояний.

Таблица 2

С о с т о я н и е  систем ы П у ти  ре а л и за ц и и  с о с то я н и й Т  е р м о д и н а - 
м и ч е ска я  

вероятн ость
со

Ч и с л о
м о л е кул

слева

Ч и с л о  
м ол екул  
сп рава

Н ом ера 
м о л е кул  слева

Н о м е р а  
м о л е кул  
сп рава

0 4 - 1, 2, 3, 4 1

1 2, 3, 4
2 1, 3, 4

О
3 1, 2, 4
4 1, 2, 3

1,2 3 ,4
1,3 2 ,4
1 4 2 3

2 2 6
2 ,3 1,4
2 ,4 1,3
3 ,4 1,2

2, 3, 4 1
1, 3, 4 2

о
1, 2, 4 3
1, 2, 3 4

4 0 1, 2, 3, 4 - 1

Наиболее вероятным является состояние, когда в рассматриваемом 
объеме справа и слева будет находиться по две молекулы, т.е. 
состояние с наибольшей термодинамической вероятностью (в 
рассматриваемом примере со = 6).

В статистической физике доказывается, что
S = k  Inro, (2.66)

где к - постоянная Больцмана.
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Таким образом, энтропия характеризует вероятность состояния 
системы. Состояние системы, осуществляемое небольшим числом 
способов, называется упорядоченным, а многими способами - 
беспорядочным.

П оскольку в реальны х необратим ы х процессах энтропия 
возрастает, то ее называют мерой беспорядка в системе.

При абсолютном нуле температуры должна наблюдаться макси­
мальная степень упорядоченности в системе, т.е. термодинамичес­
кая вероятность со = 1, значит, согласно (2.66) энтропия S = 0. При 
стремлении к  нулю температуры тела энтропия его также стре­
мится к  нулю. Данное утверждение является теоремой В. Нернста1 
(третьим началом термодинамики).

§54. Второе начало термодинамики
Все реальные процессы, протекающие в природе, сопровождаются 

теплообменом и трением, а поэтому являются необратимыми.
Второй закон термодинамики определяет направление процессов, 

выражая тем самым их необратимость. Существует несколько 
формулировок второго закона термодинамики. Приведем некоторые 
из них: "Невозможен процесс, единственным результатом которого 
является передача теплоты от холодного тела к  горячему" 
(Р. Клаузиус).

Не следует думать, что второе начало термодинамики совсем 
запрещает переход теплоты от холодного тела к горячему. Конечно 
нет. Примером являются холодильны е установки, в которых 
наблюдается такой процесс. Только данный переход не является 
единственным результатом процесса, так как при этом компрессор 
холодильника совершает работу над рабочей жидкостью - фреоном.

У. Томсон дал следующую формулировку второго начала тер- 
модинамики:"Невозможен процесс, единственным результатом ко­
торого является совершение работы за счет охлаждения одного тела".

Формулировка Л. Больцмана: "В макроскопической замкнутой 
системе процессы протекают таким образом, что вероятность 
конечного состояния не может быть меньше вероятности начального 
состояния".

Может показаться, что эта формулировка противоречит процессу 
изотермического расш ирения газа, при котором вся теплота,

1 Вальтер Нернст (1864-1941) - немецкий ученый.
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полученная от нагревателя, превращается в работу. Однако это 
превращение не является единственным результатом процесса, так 
как газ изменяет объем.

Закон возрастания энтропии - энт ропия изолированной  
термодинамической системы возрастает - также является одной из 
формулировок второго начала термодинамики.

Второй закон термодинамики имеет статистический смысл: он 
выполняется только для систем, имеющих большое число частиц. 
При малом числе частиц наблюдаются существенные отклонения от 
этого закона.

§55. Реальные газы. Уравнение Ван-дер-Ваальса
Уравнение состояния Менделеева-Клапейрона (2.13) выводи­

лось без учета объемов молекулы (молекулы идеального газа при­
нимались за материальные точки) и их взаимодействия друг с дру­
гом и малопригодно для реальных газов.

Голландский физик Я. Ван-дер-Ваальс1 предложил уравнение 
состояния реального газа, введя в уравнение (2.13) поправки, учи­
тывающие собственный объем молекул и силы межмолекулярного 
взаимодействия:

(  \  
a

V 2
V И- у

^ - Ъ) = К Т , (2.67)

где V - объем моля газа, а и b - поправки Ван-дер-Ваальса, 
определяемые экспериментально для каждого реального газа, 
р - давление газа, Т - абсолютная температура.

Поправка b учитывает наличие сил отталкивания молекул (их 
собственный объем), поправка а учитывает действие сил притяжения 
между молекулами, что приводит к появлению  добавочного 
внутреннего давления.

Для произвольной массы газа уравнение (2.67) преобразуется к 
виду

^ v 2a ) ( V

\
Р + — Г  

V 2
 b \  = RT  или (p + v 2a /V 2) ( V -v b )  = vRT , (2.68)

где v = m /\ i  - количество вещества, V -  объем газа.

Ян Дидерик Ван-дер-Ваальс (1837-1923) - нидерландский физик.
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Заметим, что уравнение Ван-дер-Ваальса также является 
приближенным. Это уравнение пригодно лишь для грубой оценки 
состояния реального газа.

§56. Изотермы реальных газов. Фазовые переходы

Раскрыв скобки в уравнении (2.67) и умножив его на , 
получим кубическое уравнение относительно молярного объема:

p V *  -  (pb + R T )v£  + aVц -  ab = 0 . (2.69)

Коэф ф ициенты  уравнения (2 .69 ) зависят от д авл ени я , 
температуры и природы газа. В зависимости от их значений уравнение 
имеет один или три действительных корня. На рис. 53 представлены 
изотермы Ван-дер-Ваальса (71 < Т2 < 7"к < Т 3).

При те м пературе  Т  < Тк 
каждому значению  давления р 
соответствую т три разл ичны х 
изотерм ических  состояния . С 
увеличением температуры точки 1, 
2 и 3 на изотермах сближаются и 
при температуре Тк, называемой 
критической, сливаются в одну 
точку К.

Касательная к изотерме в точке 
К  параллельна оси абсцисс. Из 

ц уравнения Ван-дер-Ваальса можно 
Рис. 53 получить значения параметров

состояния в критической точке:

V  = 3b’ Рк = а / (27*2),
Тк = 8а / (27bR).

Впервые опытным путем изотермы реального газа (углекислоты) 
были получены английским физиком Т. Эндрюсом. Эти кривые 
имеют существенные различия с теоретическими изотермами Ван- 
дер-Ваальса только в области 1-2-3 (рис. 53). На опытных изотермах 
волнообразные теоретические кривые сменились прямолинейны­
ми участками, параллельными оси абсцисс, соединяющими точки 
1, 2 и 3. Участок кривой 3 -3  соответствует состоянию ненасыщен­
ного пара, 3-2' - пересыщенного пара.
1 7 2

Pi

Pi

1
1 >1/ '

■ / р г

Г  / 2 "  1 3
/] 
/1 1'!1 3 'fi
1 ! 1-----1---- \

Эти участки, а также участок 1-1' при известных условиях можно 
получить опытным путем. И только участок кривой 1'-2‘, на котором 
с увеличением давления объем растет, в действительности не 
наблюдается.

Колоколообразная кривая (рис. 53, 54), проведенная через точки 
1, Зи К, ограничивает области двухфазных состояний вещества. Фазой 
в термодинамике называется совокупность частей системы, имеющих 
одинаковые свойства.

На рис. 54 показаны области 
равновесны х состояний  ве­
щества “ж -п ” - область д вух­
фазных состояний: жидкость-пар.
Буквой “ж ” обозначена область 
однородных жидких состояний,
“ п ” - область  пара, “ г ” - 
газообразное состояние.

Состояние пара отличается от 
газообразного  тем , что при 
изотермическом сжатии вещество о v
данного состояния претерпевает Рис. 54

процесс ожижения.
При температурах, равных критической и выше, вещество 

становится вновь однородны м при лю бы х давлениях. Если 
температура выше критической, то вещество нельзя перевести в 
жидкое состояние.

р

1 73



ПРИМЕРЫ  РЕШ ЕНИЯ ЗАДАЧ

Задача 36. Тепловая машина с идеальным газом в качестве 
рабочего вещества совершает обратимый цикл, состоящий из изоба­
ры 1-2, адиабаты 2-3 и изотермы 3-1 (см. рис.). Найти КПД машины

как функцию максимальной 7[ и минимальной Т-, температуры 

рабочего вещества, используемого в этом цикле.

Дано:

Т,

Г) =  ?

Р
Рг

Р\

О

Рис. к задаче 36

Решение: Так как участок 3-1 - изотерма, то температура Т3 = Т 1 . 

Коэффициент полезного действия (КПД) цикла (2.57)

Q\ -Q2Г| =
Q i

(1)

На участке 3-1 рабочее вещество получает количество теплоты

а  = — Щ Ы  
- 1 Ц 1

(2)

На участке 1-2 происходит изобарное сжатие, рабочее вещество 
отдает количество теплоты холодильнику:

Q2 ^ - c p (T2 - T l ) ^ — cp (Ti - T 2). (3)

1 7 4

На этом участке объем газа уменьшается от Vl  до V -,. Согласно 

закону Гей-Люссака для изобарного процесса температура тоже 

уменьшается, т.е. Т-, < 7 | .
Для определения КПД цикла подставим выражения (2) и (3) в 

формулу (1):

m

т | =  -

Щ  In
m

 сР

m

\ V3J

(4)

Температуры и объемы газа, совершающего изобарный процесс, 
связаны между собой соотношением

vl = tl  

Ъ  Г2 >

а при адиабатном процессе соотношением (2.55):

1 1

(5)

I ( т ^13 у-1 (  т ^Jl у-1

Уз [ Т 2 ) 1?2 7
(6)

Перемножим левые и правые части уравнений (5) и (6):

( тл л-

\ T 2 J

у-1
(7)

Подставим выражение (7) в формулу (4):

Щ 1 п

Г| =

( т А h

\ T 2 J

у-1
СР  ( ^ 1  ^2  )

( т А h

\Т2 J

у-1
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p
Формулу (8) можно упростить, заменив У ~ ~  и используя

-V
уравнение (2.47) Майера:

Т-, - Т 2
Т| =  1 --------1 2

7, In
(  т ^

h

ХТ2 J

1\ 111

Ответ: ц

(  т ^ i l

\ T2J
-{тх-т2)

1\ 111
(  т X

h

ХТ2 J

Задача 37. Найти изменение энтропии AS, если 30 г льда 
i ?aa?au а? оа i a?. I a?aeui ay oai i a?aoo?a euaa -40 0 С, а температу­
ра пара 100° С. Теплоемкости воды и льда считать постоянными, а 
все процессы - происходящими при атмосферном давлении.

Дано:

m = 3 • 10“ 2 к г

Тп = 233 К , Т  = 373 К  о ’ п

сл = 2,1-Ю3 ^
27 (к г  • К )

Сд = 4 ,2 -1 0 3 Д ”
В (к г • К )

А, = 3,35-105 ^
К Г

г  = 22,6-105 Й Ч
К Г

АА = ?

Решение: Найдем отдельно 
изменение энтропии - при нагре­
вании льда от -40° С до 0°С, 
плавлении льда, при нагревании 
образовавшейся изо льда воды до 
100° С, превращении воды в пар при 
100° С.

Полное изменение энтропии 
вы разится суммой изм енений 
энтропии A Sj для каждого из 
перечисленных процессов.

Изменение энтропии опреде­
ляется формулой (2.65):

2‘ d 'Q
(1)а а  = а2 - а1 = { -

т

При бесконечно малом изменении dT температуры нагреваемо­
го тела затрачивается количество теплоты

dQl = cmd Т , (2)

где с - удельная теплоемкость; m - масса тела.
Найдем формулу для вычисления изменения энтропии при 

нагревании льда, подставив уравнение (2) в (1):

r c m d T  
AA j = I —  = сят\п

(  г  \

т,
Т

о \ то )

где ^  = 273 К.
После вычислений получим

A S, = 2,1 • 103 • 3 • 10“ 2 • In f— ) = 0,998 • 10 ^  = 9,98 m
1 [.233) К  К  К  '

При вычислении по формуле (1) изменения энтропии во время 
таяния льда температура Т выносится за знак интеграла как 
постоянная величина:

dQ2 = km , 

где X - удельная теплота плавления льда.

2

д.?2=[
1

Произведем вычисления:

Q2 _ m k

тл /; Тл

д 3 .10 -^ .3 ,35 .10»  Д ж  Д ж

273 К К
(4)

Найдем следующ ую ф ормулу для вычисления изменения 
энтропии при нагревании воды, полученной из льда, до 100° С.

Тл
Т

= Cgiwln
\ ти

где Тп = 373 К.
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Проведем вычисления:

Д.5з =4,2 .|03 .3 .Ю -2 . 1 „ ( § ) ^  = 3 9 , 3 ^ .  (5)

Превращение воды в пар происходит при постоянной тем­
пературе, поэтому при вычислении изменения энтропии в формуле 
(1) выносим Т за знак интеграла:

О4 = rm ,

где г - удельная теплота испарения воды.

2

А^4 =
•d 0 4 _ 0 4 _ rm

т т тI  п п п

Вычислим Л 5 4 :

2 2 .6 .П Р .З .Ю -2 Д ж = , 8 0 Д ж  

4 373 К  К
Полное изменение энтропии :

,S2 h

AS = 2 6 6 » S  
К

Дж
Ответ: 266 — .

К

A S = A Sx + А S2 + A S3 + A S4,
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Глава  11
Ж ИДКОЕ И ТВЕРДОЕ СОСТОЯНИЯ

§57. Поверхностное натяжение жидкости

Согласно молекулярно-кинетической теории каждая молекула 
жидкости испытывает притяжение со стороны других молекул. При 
удалении м олекул д руг от друга  силы притяж ения бы стро 
уменьшаются. На расстоянии порядка ~ 10'9 м, называемом радиусом 
молекулярного действия г, силами молекулярного притяжения можно 
пренебречь ввиду их малости.

Р ассм отрим  отдельную  м олекулу  А 
(рис. 55), находящуюся внутри жидкости. Если 
провести вокруг этой молекулы сферу радиусом 
г, то силы притяжения со стороны молекул, 
заключенных в данной сфере, будут направлены 
в разные стороны и их равнодействующая сила 
будет равна нулю.

Выделим м олекулу В, находящ ую ся на 
расстоянии меньше го т  поверхности жидкости.
Снова проведем сф еру радиусом  г вокруг 
молекулы. Как видно из рис. 55, часть этой сферы выйдет за пределы 
жидкости.

В связи с тем, что концентрация молекул газа над жидкостью

мала, равнодействующ ая сил молекулярного притяжения F  , 
д е й ств ую щ и х  на м олекул у  В, не будет равна нулю . Эта 
равнодействующая направлена внутрь жидкости. Таким образом, 
молекулы поверхностного слоя жидкости оказывают на жидкость 
давление, которое называют молекулярным давлением. Жидкость 
оказывается сжатой. Поэтому жидкости мало сжимаемы при внешнем 
воздействии.

М олекулы  ж идкости  в по верхностном  слое за счет сил 
межмолекулярного взаимодействия обладают большей потенциальной 
энергией по сравнению с другими молекулами. Чтобы молекула из 
глубины жидкости переместилась к ее поверхности, необходимо 
совершить работу против сил, действующих в поверхностном слое. 
Эта работа совершается за счет уменьшения кинетической энергии 
теплового движения молекулы и расходуется на увеличение ее 
потенциальной энергии.
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Итак, молекулы в поверхностном слое жидкости обладают 
дополнительной поверхностной энергией ДЕ. Величина энергии ДЕ 
тем больше, чем больше поверхность жидкости.

Для увеличения поверхности жидкости необходимо совершить 
работу ДА против сил поверхностного натяжения:

А А = a AS ,
откуда

АА
о  = ^ .  (2-70)

где AS - приращение площади поверхностного слоя жидкости.
Поверхностное натяжение ст равно отношению работы, которую 

необходимо совершить, чтобы увеличить поверхность жидкости 
площадью AS, к площади этой поверхности.

Если поверхность жидкости ограничена каким-либо замкнутым 
контуром, то на нее будут действовать силы, стремящиеся сократить 
эту поверхность. Эти силы называются силами поверхностного 
натяжения.

Поверхностным натяжением ст называется физическая величина, 
равная отношению силы F, действующ ей на участок контура 
поверхности, к длине / этого участка:

a = F / l .  (2.71)

Поверхностное натяжение измеряется в джоулях на квадратный 
метр (Дж/м2) или в ньютонах на метр (Н/м).

§58. Смачивание. Капиллярные явления

Можно наблю дать, как легко капля воды растекается по 
поверхности стола, прилипая к нему, а капля ртути свободно 
перекатывается с одного места на другое, образуя шарик. При этом 
молекулы ртути преодолевают не только силу тяжести, но и силу 
притяжения к молекулам стола. Следовательно, силы притяжения 
молекул ртути друг к другу сильнее, чем к молекулам стола.

В первом случае жидкость смачивает поверхность твердого тела, 
а во втором - не смачивает. Без каких-либо внешних воздействий 
капелька ртути принимает сф ерическую  форму. Стремление 
поверхности жидкости к сокращению приводит к тому, что давление 
под выпуклой поверхностью больше, а под вогнутой меньше, чем 
под плоской. Силы поверхностного натяжения создают добавочное
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давление р (в случае выпуклой поверхности - положительное, а при 
вогнутой - отрицательное). Вычислим давление рд л я  сферической 
поверхности.

Пусть радиус сферы г увеличивается на малую величину Дг. 
При этом поверхность сферы увеличивается на величину AS = 8nrAr, 
а объем - на величину Д V= 4nr2Ar. Найдем работу ДА по увеличению 
объема:

А А = pAV = 4nr2pAr.

Для образования новой поверхности AS требуется совершить 
работу

ДЛ1 = AS ■ ст = 8пГаАг.

Приравнивая ДА и ДЛ1, найдем величину добавочного давления:
р = 2ст / г  (2.72)

Для поверхности любой формы добавочное давление можно 
рассчитать по формуле П. Лапласа:

р  = о ГА + 1 Л
KR1 R2J

где и R2 - радиусы кривизны поверхности.

Жидкость может смачивать поверхность одного тела и не смачивать 
поверхность другого. Например, вода смачивает стекло, дерево, но 
не смачивает парафин. Ртуть смачивает поверхности металлов, но не 
смачивает стекло, дерево и т.д.

Если опустить в воду тонкие стеклянные трубки разного диаметра 
(капилляры), то жидкость в капиллярах поднимется на разную высоту. 
Чем тоньше капилляр, тем на большую высоту поднимется жидкость. 
Если взять жидкость, не смачивающую трубку, например ртуть, то 
уровень жидкости в капилляре будет ниже уровня жидкости в сосуде 
(рис. 56, а). Наблюдаемые явления изменения высоты уровней 
жидкости в капиллярах получили название капиллярных явлений.

Если жидкость смачивает трубку (рис. 56, б), то поверхность 
жидкости в трубке (мениск) имеет вогнутую  ф орму, если не 
смачивает - выпуклую (рис. 56, а). Под вогнутой поверхностью 
образуется отрицательное добавочное давление, и жидкость 
поднимается вверх по капилляру до тех пор, пока это давление не 
уравновесится высотой столба жидкости в капилляре (гидро­
статическим давлением).
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Н айдем вы соту подъем а 
жидкости h в капилляре. Пусть 
жидкость смачивает капилляр 
радиусом г (рис. 56), образуя 
вверху вогнутый мениск. На­
им еньш ий радиус кривизны  
м ениска к  г. Как следует из 
уравнения (2.72), добавочное 
д авл ени е  р « 2ст / г. Тогда  
величина направленной вверх 
силы 

F = 2ctS / г, 
где S - площадь поперечного сечения трубки.

Эта сила уравновешивается силой тяжести столбика жидкости 
m g = h p g S , т.е. F = т д  или

2oS / r  = h PgS, (2.73)
где р - плотность жидкости.

Из уравнения (2.73) находим
h = 2 o l ( Prg ). (2.74)

Для несмачивающей жидкости мениск выпуклый и добавочное 
давление дает силу, направленную вниз. Уровень жидкости в 
капиллярной трубке при этом будет ниже уровня жидкости в сосуде 
на величину h, определяемую формулой (2.74).

§59. Элементы динамики жидкостей и газов. 
Уравнение неразрывности

Жидкости и газы являются текучими средами: если на частицы 
жидкости или газа действуют сдвигающиеся внешние силы, то 
частицы будут перемещаться до тех пор, пока не исчезнут или не 
уравновесятся эти силы. Внутренние силы не могут остановить это 
движение, но могут его замедлять. Тормозящие силы, возникающие 
между слоями движущейся жидкости или газа, называются силами 
вязкого трения.

Жидкость, в отличие от газа, считается средой несжимаемой, 
иногда и газ до определенных границ можно рассматривать как 
несжимаемый.

Рассмотрим течение жидкости по трубе с переменным сечением. 
Уравнение неразрывности выводится на основании закона сохранения

стекло

вода

а) б)

Рис. 56
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массы и невозможности разрыва жидкости и образования в ней 
пустот (отсюда происходит название закона).

Рассмотрим жидкость в объеме V между сечениями S1 и S2 
(рис. 57).

S, si

—  У, ~ v ~

т т т ш т ш т ш ш

Рис. 57

Так как жидкость несжимаемая и в ней не могут образовываться 
пустоты, то масса жидкости между сечениями S1 и S2 не может 
измениться. За время At жидкость пройдет через сечение S1 и 
переместится на расстояние

^ = v^At .

В объем V втечет жидкость, имеющая объем
= S^v^At, (2.75)

масса которой

тх = pVx = p S jV jA f. (2.76)
Здесь р - плотность жидкости, v 1 - ее скорость в сечении 

Аналогично для сечения S2 получим
V2 = l2S2 = S2v2At, (2.77)

т0 = pV0 = pS0v 0A t . (2.78)

Так как масса жидкости в объеме V не может измениться, то

т1 = т 0 . (2.79)

Подставив в (2.79) уравнения (2.75)-(2.78), получим

Л ' , / ,  = S 2l2 , (2.80)

т.е. v\ = v2 > (2 -81)
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^ l v l = ^2V2 = const ■ (2.82)
Соотношение (2.82) называется уравнением неразрывности для 

несжимаемой жидкости: произведение скорости течения несжимаемой 
жидкости на ее поперечное сечение есть величина постоянная.

§60. Уравнение Бернулли

Уравнение Д. Бернулли1 выводится из закона сохранения энергии 
для идеальной (без вязкости) жидкости для стационарных течений. 
Стационарным называется течение, при котором скорость жидкости 
в каждой точке течения не меняется со временем. Для реальных 
жидкостей уравнением Бернулли можно пользоваться, если у них 
малая вязкость.

Рассмотрим жидкость, движущуюся по трубе между сечениями 
S1 и S2 (рис. 57). Так как течение стационарное, то кинетическая 
энергия жидкости в объеме V между сечениями S1 и S2 не изменится.
А так как труба неподвижная, то не изменится и потенциальная
энергия ж идкости  в этом объем е. Таким  образом , полная 
механическая энергия рассматриваемого объема жидкости в момент 
времени Сбудет равна

Е1 = Ev + m 1g/?1 + m 1 v 2 /2, (2.83)

а в конце промежутка времени At

Е2 = Ev + m2gh2 + m2v 2 /2, (2.84)

где Еу - энергия жидкости в объеме V. В сечении S1 жидкость, 
которая находится слева от этого сечения, совершит работу

А 1 = p1S1/1 = р 1\/1, (2.85)
которая пойдет на увеличение энергии жидкости между сечениями 
S1 и S2. В свою очередь, эта жидкость совершит работу в сечении S2

А2 = p2S2l2 = Р2^2' (2.86)
что уменьшит ее энергию на эту величину. Здесь р1 и р2 - давления 
жидкости в объемах I/, и V2 соответственно. В результате получим 

Е2 - Е  ̂ = А^ - А2 и л и  Е2 + А2 = Е1 + А 1 . (2.87)
Подставив в уравнение (2.87) соотношения (2.83)-(2.86), получим

Е у  + m2gh2 + гп2^ 2 12 + 2 - E v  +  /W jg A j +  /W jV j /  2  +  p j F j . ( 2 .8 8 )

1 Даниил Бернулли (1700-1782) - ш вейцарский ученый.
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Учитывая, что т 1 = т2, и поделив уравнение (2.88) на I/, = V2, 
получим уравнение Бернулли:

р ч \  /2  + pg/?2 + р 2 = pv^ /2  + pgfy + р х . (2.89)

Оно выполняется для любых точек стационарного течения 
идеальной жидкости.

В технике величина рgh  называется гидростатическим напором 
(давлением); pv2/2 - гидродинамическим  (скоростным) напором; 
р - статическим давлением, а их сумма pv2/2 + рgh + р - полным 
давлением.

Частные случаи:
1. Пусть жидкость покоится, т.е. v 1 = v2 = 0. Тогда из уравнения 

(2.89) получим

р2 = р, + рg(h , - h 2)\ 

р2 - Р-1 = Ар,
отсюда

Др = pg(h^ - h 2) = pgh. (2.90)
В покоящейся жидкости изменение статического давления равно 

гидростатическому напору. Так как в неподвижной жидкости силы
вязкости отсутствуют, то уравнение (2.90) верно и для реальных
жидкостей.

2. Пусть труба, по которой течет жидкость, горизонтальная, т.е. 
/?1 = h2. Тогда из уравнения (2.89) имеем

pv2 /2  + р 2 = pv2 /2  + р х. (2.91)

Пусть v2 > v 1, тогда р2 < р1. В горизонтальной трубе давление 
меньше там, где скорость потока больше (сужение трубы). Уравнение 
Бернулли используется для объяснения явлений в различных 
технических устройствах.

§61. Применение уравнения Бернулли

1. Подъемная сила крыла самолета
Происхождение подъемной силы крыла самолета было объяснено 

выдающимся русским ученым Н.Е. Жуковским. В деталях теория 
довольно сложна. Приведем ее в упрощенном виде.

Профиль крыла самолета (рис. 58) имеет такую форму, что 
скорость обтекающего потока воздуха относительно крыла внизу
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меньше, а вверху больше: v2> 
Поэтому давление под крылом 
больше, чем над крылом: р1 > р2. 
Это приводит к избыточной силе 
F , которую можно разложить 
на две составляющие: подъемную

силу Fn и силу сопроти вл е ­

ния R .
Таким же образом объ яс­

няется происхождение подъемной 
силы у кораблей на подводных крыльях.

2. Измерение скорости течения жидкости и газа

Рассмотрим схему, изображенную на рис. 59. Применив уравнение 
Бернулли для впаянных в трубку 1 тонких вертикальных трубок 2 
и 3, получим для каждой из них:

Рис. 58

2 . ---------

(2.92)

Рис. 59

Pi =PgH i,

Р2 =Р§Н 2- 
В ш ирокой части давление 

больше, поэтому и высота под­
нятия жидкости больше.

И спользуя уравнение Б ер­
нулли для горизонтальной трубы 
(2 .91) и уравнение (2 .92 ), по­
лучим

- ^ = 2 { p l - p 2) / p  = 2 g ( H l - H 2). (2.93)

Таким образом, если известна скорость течения в одной точке 
(пусть v.,), то измерив манометром разность давлений или разность 
высот жидкости в трубках, которые и являются в этом случае 
манометрами, по формуле (2.93) можно определить скорость тече­
ния v2.

Подобным методом можно изм ерять скорость сам олета 
относительно воздуха (рис. 60).
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За борт самолета выводится тонкая трубка, называемая трубкой 
А. Пито1. Трубка Пито присоединяется к дифференциальному 
манометру, измеряющему разность давлений: полного - с помощью 
внутреннего канала 1 и статического - с помощью канала 2. Разность 
этих давлений есть динамический напор pv2/2.

Ч Ч Ч Ч Ч  I 4 4 4 4 4 4 4 4 W  

I 1ЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧЧ1

К манометру
Рис. 60

Если манометр проградуировать в величинах скорости, учитывая 
изменение плотности воздуха, то получим прибор для измерения 
скорости полета самолета.

§62. Т вердые тела.
Кристаллические и аморфные тела

Твердые тела, в которых молекулы, атомы и ионы расположе­
ны упорядоченно, образуя периодически повторяющуюся структу­
ру, называются кристаллами. Кристаллические тела анизотропны, 
т.е. их физические свойства - сжимаемость (упругость), теплопро­
водность, электропроводность и т.д. - зависят от направления в 
кристалле. Анизотропия свойств кристаллических тел обусловлена 
упорядоченным расположением частиц, из которых они состоят. При 
таком расположении частиц межатомные расстояния и силы взаи­
модействия между частицами разные.

Кристаллические тела чаще всего встречаются в виде поли­
кристаллов, представляющ их собой множество беспорядочно 
ориентированных, сросшихся воедино кристалликов. В целом твер­
дом поликристалле анизотропия, присущая отдельному кристаллику, 
не обнаруживается.

При некоторых специальных условиях кристаллизации можно 
получить большие однородные кристаллы - монокрист аллы.

1 Анри Пито (1695-1771) - французский геометр и инженер.
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Монокристалл имеет периодически повторяющуюся внутреннюю 
структуру во всем объеме.

Мельчайшие частицы вещества - атомы, ионы, молекулы - в 
кристалле размещ аются в узлах пространственной решетки, 
состоящей из большого числа элементарных кристаллических ячеек. В 
этом смысле говорят о дальнем порядке в твердых телах. Размещение 
частиц в элементарной ячейке зависит от действующих на них меж­
атомных сил.

Кристал л и че ская  реш етка , об ра ­
зованная полож ительны м и и отри ­
цательными ионами (ионная решетка), 
показана на рис. 61. Связь между частицами 
в решетке в основном обусловлена силами 
кулоновского взаимодействия.

Кристаллическая решетка обладает раз­
личными видами симметрии. Симметрией 
решетки называют ее свойство совмещать­
ся с собой при некоторых пространствен­
ных перемещениях. Существует 14 типов 
решеток, различающихся по виду симмет­
рии.

Твердые тела, физические свойства которых одинаковы по всем 
направлениям, называются аморфными телами (стекло, янтарь, 
смола и т.д .). Аморф ные тела изот ропны, что объясняется 
беспорядочностью расположения частиц, составляющих тела.

§63. Механические свойства твердых тел

Деформацией называется изменение объема или формы твердых 
тел при нагревании или при воздействии внеш них сил. При 
деформации в телах возникают внутренние силы, препятствующие 
смещению частиц тела и стремящиеся возвратить его в первоначальное 
состояние.

Деформации называются упругими, если они исчезают после 
прекращения действий внешних сил. Деформации, в результате 
которых происходит необратимая перестройка кристаллической 
решетки, называются пластическими.

Пусть / - первоначальная величина, характеризующая размер 
тела (например его длину), а Д/ - абсолютное изменение этой

величины. Отношение ДIII =е является мерой деф ормации и 
называется относительной деформацией тела.

На рис. 62 показан график зависимости напряжения ст от
при растяжении тела.

о
Рис. 62

относительного удлинения е = Д1/1
В области 0-1 упругие де­

формации подчиняются закону 
Р. Гука1: напряжение ст, возни­
кающее под действием внешних 
сил, прямо пропорционально 
относительной деформации е: 

ст =Е  е =Е  А I I I  , 

где Е - модуль Юнга.
Максимальное напряжение 

сттах, после снятия которого тело 
еще способно  восстановить
первоначальную форму и объем, называется пределом упругости. 
Пределу упругости на графике соответствует точка 2.

При дальнейшем увеличении напряжения возникают остаточные 
деформации (участок 2-3), затем удлинение деформированного тела 
происходит без увеличения внешней нагрузки (участок 3-4). Точка 3 
на графике соответствует пределу текучести.

Н аибольш ее напряжение, которое вы держ ивает тело не 
разрушаясь, называется пределом прочности (точка 5). На практике, 
чтобы избежать разрушения какой-либо детали, ее проектируют с 
запасом прочности.

Отношение

стпроч с̂тдоп -  п (2-94)
называется запасом прочности. Здесь стпроч - предел прочности 
материала, стдоп - допустимое напряжение.

При растяжении и сжатии тел происходит изменение их 
поперечных размеров.

Диаграмма напряжений (рис. 62) для реальных твердых тел за­
висит от многих факторов. Например, при кратковременном дей­
ствии сил твердое тело может проявлять себя как хрупкое, а при 
длительном воздействии слабых сил является текучим.

1 Роберт Гук (1635-1703) - английский физик.
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