
М и н и с т е р с т в о  о б р а з о в а н и я  и  н а у к и  Р о с с и й с к о й  Ф е д е р а ц и и

Федеральное государственное бюджетное образовательное 
учреждение высшего профессионального образования 

«Самарский государственный аэрокосмический университет 
имени академика С.П. Королева 

(национальный исследовательский университет)»

А. Г. Храмов

Теория случайных процессов. Конспект лекций

Электронное учебное пособие

Самара 2011



УДК 519.21

Автор: Храмов Александр Григорьевич

Храмов, А. Г. Теория случайных процессов. Конспект лекций [Электронный 
ресурс]: электрон, учеб. пособие / А. Г. Храмов. М-во образования и науки РФ, 
Самар, гос. аэрокосм, ун-т им. С. П. Королёва (нац. исслед. ун-т). -  Электрон, 
текстовые и граф. дан. (0,87 Мбайт). -  Самара, 2011. -  1 эл. опт. диск (CD- 
ROM).

Электронное учебное пособие содержит конспект лекций по курсу «Теория 
случайных процессов». Содержание соответствует лекционной части рабочей 
программы двухсеместрового курса по теории случайных процессов. Рассмот­
рены основные математические модели случайных процессов и способы их мо­
делирования и анализа. В частности, рассмотрены терминология и основные 
понятия случайных процессов, вероятностные распределения и моментные 
функции, процессы с независимыми приращениями, стационарные в широком 
смысле процессы и их корреляционные и спектральные характеристики, цепи 
Маркова с дискретным и непрерывным временем, дифференциальные уравне­
ния Колмогорова, Временные ряды и модель авторегрессии -  скользящего 
среднего.

Конспект лекций предназначен для подготовки бакалавров по направлению 
010400.62 «Прикладная математика и информатика», изучающих дисци­
плину «Теория случайных процессов» в 5 и 6 семестрах.

Разработано на кафедре технической кибернетики.

© Самарский государственный аэрокосмический университет, 2011



Лекции по теории случайных процессов

Содержание
1. Понятие случайной функции и случайного процесса ......................................... 2
2. Моментные функции случайных процессов.............................................................  4
3. Стационарные случайные п р о ц е с с ы ..........................................................................  5
4. Комплекснозначные и векторные случайные процессы .....................................  7
5. Процессы с независимыми з н а ч е н и я м и .................................................................... 8
6. Процессы с независимыми приращениями .............................................................  8
7. Примеры процессов с независимыми приращениями............................................  11
7.1. Винеровский процесс ...................................................................................................... 11
7.2. Пуассоновский п р о ц е с с ..................................................................................................  12
8. Спектральные свойства стационарных процессов................................................... 13
9. Примеры стационарных в широком смысле процессов......................................... 15
9.1. Случайный процесс с экспоненциальной корреляционной функцией.............. 15
9.2. Белый ш у м .......................................................................................................................... 16
10. Закон больших чисел для стационарных в широком смысле случайных 

п роцессов .............................................................................................................................  16
11. Непрерывность случайных п р о ц е с со в .......................................................................  17
12. Ортогональное разложение К ар у н ен а-Л о эв а .......................................................... 18
12.1. Оптимальность разложения Карунена-Л оэва .......................................................... 19
12.2. Пример ортогонального разложения Карунена-Лоэва для винеровского 

процесса................................................................................................................................. 19
13. Марковские п р о ц ессы ...................................................................................................... 20
14. Цепи М а р к о в а ...................................................................................................................  21
14.1. Однородные цепи М а р к о в а ...........................................................................................  21
14.2. Предельные вероятности состояний цепи Маркова ............................................  23
14.3. Одномерные случайные б л у ж д а н и я ..........................................................................  24

14.3.1. Одномерные случайные блуждания с поглощающими концами . . .  24
14.3.2. Полубесконечные одномерные случайные б л у ж д ан и я ...........................  25

14.4. Простейший (пуассоновский) поток с о б ы т и й .......................................................... 25
14.5. Однородные цепи Маркова с непрерывным в р е м е н е м ......................................... 27
14.6. Простейшая система массового о бслуж и вани я ......................................................  28



Лекция 1 2

1. Понятие случайной функции и случайного процесса

Определение 1.1. Случайной функцией £(£) называется отображение £ : П —> Е ” 
пространства элементарных событий П в Е ” , зависящее от параметра t.

СО

со

Зам ечание . Случайные величины X tl =  £(П) и X t2 =  называются сечениями
случайного процесса. Множества случайных величин называются реализациями
случайного процесса.

Определение 1.2. Случайный процесс — это некоторая случайная функция £(i) =  X(t ) .  
Любой случайный процесс может быть разделён на четыре класса:

1) X  -  непрерывная случайная величина, t -  непрерывный параметр. Примеры таких 
процессов -  температура во времени, скорость автомобиля во времени.

2) X  -  непрерывная случайная величина, t -  дискретный параметр. Также называется слу­
чайной последовательностью. Примером является дискретизированный непрерывный 
процесс, который задан сечениями £п =  £(£)

t = n * A t

Теория случайных процессов
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3) X  -  дискретная случайная величина, t -  непрерывный параметр. Примеры -  число 
человек в очереди, процесс радиоактивного распада.

4) X  -  дискретная случайная величина, t -  дискретный параметр. Пример -  
оцифрованный звук.

В случае одномерной случайной величины функция распределения Fx(x)  =  Р{Х < 
является исчерпывающей характеристикой этой случайной величины (то есть по такой 
характеристике могут быть найдены все параметры этой случайной величины).

Для случайного вектора исчерпывающей характеристикой является аналогичная 
функция распределения Fx (x i , x2, . . .  , хп) =  P{Xi <  x i , X 2 < х 2, . . . , Х п <  ю„}. 
Аналогичным образом для случайного процесса может быть сформулировано следующее 
утверждение:

Утверждение 1.1. Случайный процесс может быть исчерпывающе охарактеризован 
следующей функцией распределения:

F^(t i , . .. Hncxi, .  ■ ■ схп) =  Р{?(Д) <  #i <  ю,Д.

Теория случайных процессов
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Пример. По данной функции распределения

. . .  , tn, x ъ • • • , хп) =  P{C(^i) <  x i , . . .  Ц( 1 п) <  ту}, 

найдём следующую функцию распределения:

F̂  (t i , . . . ,  tm, Х\ , . . . ,  туг) P{4(ti) <  тд, . . . ,  (tjji) туг}, если т. <  п.

< Согласно критерию согласованности для функций плотности вероятностей:

j j  ■ ■ ■ j  {xii • • • iXn) d'Xm+l ■ ■ ■ dxn (^11 ■ ■ ■ 1 Xm) i
mn

тогда, переходя к функциям распределения:

F% (tli • • • i  t'm i X1 , • • • , Х'пг) ( t \ , . . . , tn i X'l, . . . , Xm , OO, . . . , O o )  ,

что полностью определяет искомую функцию распределения через заданную.

2. Моментные функции случайных процессов

Определение 2.1. Начальным моментом случайной величины X  называется

////, =  МА'С

Определение 2.2. Центральным моментом случайной величины X  называется

цк = М(Х -  MXf .

Определение 2.3. Начальным момент случайного процесса называется

m k(t) =  M'Cl/i.

Определение 2.4. Центральным моментом случайного процесса называется

№,(«) =  M «(i)  -  МД())*-

Важными моментными функциями случайных процессов являются при

к =  1: m.i(t) =  M?(t) =  m(t)  — математическое ожидание случайного процесса;

к =  2: p,2(t) =  D (̂t) =  m 2(i) — m \(t)  =  M£2(i) — (M?(t))2 — дисперсия случайного процесса.

Геометрически математическое ожидание показывает среднее значение для всех 
реализаций случайного процесса, а дисперсия характеризует разброс этих значений.

Теория случайных процессов
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Функция распределения является исчерпывающей характеристикой, поэтому любые 
параметры процесса могут быть найдены через неё. Отсюда, для начальных и центральных 
моментов справедливо:

+ оо  +00

-m-i =  M?(t) =  J  xdF^(t ,x) ,  в общем случае ////, М^'{1) j  .г1' < 7 К ( / . (2.1)
— ОО — ОО

+оо

йк =  М т  -  M?(t))fc =  J  (х -  M?(t))fc dFs(t ,x)  (2.2)
— ОО

При этом в случае, если случайный процесс имеет несколько параметров, интегрирование 
будет производиться по каждому их них:

,...,кт (С ) • • • ) trn) М (t\ ) . . . î TO (tm)] J  j  ■ ■ ■ ХЦ . . .  Xm СЩ (t\ , . . . , tm, X\ , . . . , X'm'j.
Rm

Замечание. Центральный момент второго порядка от случайного процесса для фиксиро­
ванных t i , t 2 е  Т  называется корреляционной функцией (или ковариационной функцией):

R*(ii,i2) =  М£(Ц)£(Ц) -  М?(Ц)М?(Ц). (2.3)

Замечание. Нормированной корреляционной функцией случайной величины £ называется

r( (h,t2) =  Rs(ti.*a) =  
ч/О.ЦЩ • |Df fe )

Утверждение 2.1. Корреляционная функция обладает следующими свойствами:

1) R?( n , t 2) =  R?(t2,n ) ;

2) D*(i) =  R?(M);

3) |R?( t i , t 2)| ^  \ /D ?(ti)D?(t2);

4) Y lk=l Т^= 1 ХгХкЩ{иНк) ^  0, V iV ,n ,. . . ,t.N,Xi, . . .  , xN.

3. Стационарные случайные процессы
Стационарный процесс (говоря нестрого) — такой процесс, вероятностные характе­

ристики которого не меняются с течением времени. Случайный процесс называется  
стационарным процессом в узком смысле, если совокупность сечений этого процесса не 
изменяется при синхронном сдвиге сечений. Формальнее:

Определение 3.1. Случайный процесс £(£) называется стационарным процессом в узком 
смысле, если

-Ц (П) • • • Н-п 1 Х\ , . . . ,  хп) Fj: (й й  т,. . .  , tn F т, х 1 , . . . ,  хп) , V ??., т, t i , . . . ,  t.n i Х\ , . . . ,  хп 

Для случайных процессов, являющихся стационарными в узком смысле:

1) F^(t.,x) =  F^(0,x) =  F^(x), то есть функция F^(t.,x) не зависит от параметра С
T— — t

2) F^it-iMcx 1 ЛХ2 ) п=2 =  Ц ( 0 , t -2 — t i ,xi ,x- 2 ) =  Ц (Ц  -  t i , x i , x 2), то есть С?(т ,^ ь ^ 2)
т = - Ц

зависит от трёх параметров, где т - разность моментов времени сечений.

Теория случайных процессов
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Определение 3.2. Случайный процесс £(£) называется стационарным процессом в 
широком смысле, если выполняются следующие свойства (при этом из стационарности в 
узком смысле следует стационарность в широком смысле):

1) МДД = М?;

2) D?(t) =  Dp,

3) R?(tb t 2) =  R?(r) где т =  t 2 -  h ,

при этом условие (2) является «лишним» и может быть выведено из условия (3).

Замечание. Корреляционная функция Rg(r) стационарного процесса обладает следующими 
свойствами (это следует из свойств корреляционной функции утверждения 2.1):

1) RД т) =  RД - т ) ;

2) D* =  R*(0);

3) |R?(r)| ^  D?;

4) S fc l i  Ylf= ix iXk^{U -  tk) ^  О, V N , t i , . . .  , t N, x i , . . .  , xN.

Утверждение 3.1. Случайный процесс называется гауссовским, если любое его многомер­
ное распределение вероятностей сечений является гауссовской случайной величиной:

~  A/" (a, R),

причём для гауссовского случайного процесса из стационарности в широком смысле 
следует стационарность в узком смысле. Для доказательства этого запишем функцию 
плотности вероятностей многомерного гауссовского распределения:

/§ (С , , tn, х 1 

/  ггЛ

) -1' п )

X а =

\ Х п /

произведем сдвиг параметров на некс еличину т, тогда

(2тг) 21 Re 12
— е х р |  — - ( х  — а)т ■ Щ Д# — а ) | ,  
2  ̂ )

R, =  {R,(U -  t k)}"  ,

е х р |  — — (х — а)т ■ Щ Д# — а ) j , то есть
(2л) 2 |R?| 2

/Д Н  +  т, +  т,х 1 , . . .  , хп) =  / Д Д , . . .  , t n,x  1 , . . .  , хп), из чего следует, что
Д;(Н У  т , . . . ,  tn т, Х\ , . . . ,  хп) Fj:(t \ , . . . ,  t.п, х i , . . . ,  хп).

П ример. Для случайного процесса £(i) =  X  cos uct +  У sm ut, где случайный вектор 
( X , Y)  A/"(0, a 2, 0, a 2, 0) найдём моментные функции; выясним, является ли процесс
стационарным в широком смысле; в узком смысле.
<а Найдём моментные функции:

т.\ =  МДД =  М [X cos out +  Y  sincX] =  M [X coscei] +  M [У sincX] =
=  • cos out +  МУ • s inojt =  0,

о 0

Теория случайных процессов
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И2 =  M£2(t) — (Mg(t))2 =  M£2(t) =  М [X2 cos2 u t  +  У 2 sin2 u t  +  2 X Y  cos u t  sinwt] =
0

=  MX2 • cos2 u t  +  МУ2 • sin2 u t  +  2МХУ cos u t  sin u t =
=  cos2 u t  MX^ +  sin2 u t  +2 cos ut  sin u t  МХУ =  a 2,

a 2 a 2 некоррелированные, M.Y-M Y

Для того, чтобы выяснить, является ли процесс стационарным, найдём корреляционную 
функцию:

R?(ДД2) =  М£(Д)£(Д) -  М?(Д)М?Д2) =
4------- V------- '

о
=  М [X2 cos ut.\ cos u t ‘2 +  Y 2 sin u t\  sin uT2 +  X Y  cos u t\  sin wt2 +  X Y  cos u t2 sin ut\\  =

=  [для краткости опустив преобразования, получим функцию от т =  Д —i 2] =  cos(uT2—uTi)R?

Тогда, заметим, что:

1) М?Д) =  М? =  О

2) D?(t) =  D? =  а 2;

3) Rg(ii,i2) =  R?(r),

то есть процесс является стационарным в широком смысле. При этом, так как процесс 
£(t ) является линейной комбинацией нормальных случайных процессов, то он сам является 
нормальным случайным процессом. Тогда, основываясь на утверждении 3.1, можно считать, 
что процесс £(£) является стационарным в узком смысле. >

4. Комплекснозначные и векторные случайные процессы
Замечание. Если случайный процесс принимает значения в пространстве С комплексных 
чисел, то его называют комплекснозначным. Любой комплекснозначный процесс ((t)  
можно представить в виде ((t) =  £(t) +  iy(t),  где £(£),?/(£) -  вещественные случайные 
процессы.

Утверждение 4.1. Моментные функции комплекснозначных случайных процессов

МСД) =  М?Д) +  гМ,?(£),

Dc(t) =  M(c(t) -  щ т т  -  Mf (t)) =  M a m t )  -  Mf (t)Mf (t),

Rс(ДД2) =  м |_(((д) -  м с(д))(С(д) -  Mc(t2))

причём корреляционная функция комплекснозначного процесса обладает следующими 
свойствами:

1) Rc( n , t 2) =  R cfen i) ;

2) Dc(t) =  RC(M ) ^  0;

3) |Rc(ii,i2)| Д \ /D c(n )D c(t2);

4) E f = i  J2f=ix iYkR^ ti  -  tk) ^  0, V N , t i , . . . , t N,xi  , . . . , x N-

Комплекснозначные процессы являются стационарными в широком смысле при тех же 
условиях, что и вещественнозначные (см. 3.2).

Теория случайных процессов
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1) Rc(C,4) =  Rc(ifc,C);

2) |i?c( r ) | ^ D c = R c(0);

3)  E f = i  Y,i=ix%xk^du -  tk) > o ,  v

Зам ечание . Двумерным векторным случайным процессом будем называть некоторый 
процесс ( ( t ) =  {y{t), y { t ) ) . Математическим ожиданием такого процесса будет являться 
вектор Mc(t) =  , а корреляционная функция будет матричной:

Определение 4.1. Взаимной корреляционной функцией двух случайных процессов £, у 
называется

обладающая следующими свойствами:

1) R^( t i , t 2) =  Rj??(i2,ii);

2) |R?, ,(n ,C ) | ^  \ / ^ { t i , t 2 ) Rv{ti,t2).

5. Процессы с независимыми значениями

Определение 5.1. Случайный процесс £(i) является процессом с независимыми значе­
ниями, если его сечения в произвольные моменты времени являются независимыми в 
совокупности. При этом функция распределения такого процесса факторизуется следующим 
образом:

F ? ( C , . . .  , t n , x i , . . .  , Хп )  =  Р { £ ( П )  ^  ^ 1 , • • • , £ ( t n ) ^  х п } =

Замечание. Процесс с независимыми значениями £(£) часто называют белым шумом. При 
этом стационарный процесс с независимыми значениями, для которого F^(t,x) =  F^(x), 
называют стационарным белым шумом.

6. Процессы с независимыми приращениями

Определение 6.1. Случайный процесс £(£) является процессом с независимыми при­
ращениями, если случайные величины £(£о),£(П) — £(C>), • • • ДФп) — £(tn- i )  при любых

' ---------------------V--------------------'  ' --------------------------------V-------------------'

А?1 А£п
параметрах п, to, ■ ■ ■, tn, для которых to < ti <  ■■■ < tn являются независимыми в 
совокупности.

R?,; =  М (£(П) -  Mf (ti)) -  M„(t2))

Р {^(П) ^  . . .  Р {£(*„) ^  =  Fc( t i , x i ) . . .  Fs(tn, xn). (5.1)

Теория случайных процессов



Лекция 3 9

Замечание. Характеристической функцией случайной величины X  называется

<р(\) =  МегХХ,

а для случайного вектора (ХУ,. . .  , Х п) функция примет вид:

р(Хъ . . . ,  А„) =  Mei(Al-Yl+'"+A,1-Y,l).

Характеристическая функция обладает важным свойством: если X  и Y  -  независимые 
случайные величины, то ipx+Y(X) =  <Px(X)<pY (X).

Утверждение 6.1. Процесс с независимыми приращениями исчерпывающе характеризуется 
своей двумерной функцией распределения.

Д оказательство . Рассмотрим случайный вектор X  =  ( Хь . . . , Х (г) =  (£(tо),£(П) — 
£(t0), ■ ■ ■ ,£(tn) — £(tn- 1 )) и его характеристическую функцию

¥Ух(̂ сь • • •) t n i  Ао, • • •) А„) П  Щ ф Х Х  _  |̂ |eiAo-Y0| |̂eiAi(5(ti)-5(t0)) _ _ _ | |̂giA„(?(t„)-?(t„_i))
г

Покажем, что общая характеристическая функция p x (t.0, ■ ■ •, tn, А0, . . . ,  А„) выражается 
через t 2, Ai, А2) =  Met(Al?(*l)+A2?(*2)). В матричном виде X,  £ выражаются между собой 
следующими образом

(  1 0 0 0 . •
/ х Л -1 1 0 0 . . 0 ( ш \

Х 2 0 -1 1 0 . . 0 ш0 0 -1 1 . . 0 — , или
у А и j y C n ( t ) j

X 1° 0 0 0 . • V у

А

{ Ш \
ш

/1 0 0 0 .
•1 1 0 0 . . 0 ( х Л

1 1 1 0 . . 0 Х 2

1 1 1 1 . . 0 —

у А и J

V1 1 1 1 . • V *
А - 1

Теория случайных процессов
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= MeixJA~lx  =  \р, =  ATA~l] =  MeA№-YoH— ^^xn) _  ^ &щ0х 0 ĵ\ewnX„ _

=  Mei,l°^io' Ме^1(?(*1)“?(*о)). . .  =

A^o) |  i )  ifci Â fci A^fc)i г д е  A .A

к
q.e.d.

Теория случайных процессов
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7. Примеры процессов с независимыми приращениями

7.1. Винеровский процесс

Определение 7.1. Случайный процесс w(t)  с независимыми приращениями называется 
винеровским1, если выполняются условия:

1) ги(0) =  0;

2) w(s) — w(t)  ~ Af(o,  a 2(s — t) j  , s ^ t ^ 0.

Теорема 7.1. Винеровский процесс является гауссовским.

Утверждение 7.1. Моментные функции винеровского процесса:

1) Мw(t)  =  М (w(t )  — w(0) \  =  0;

N  (o,o2(t—0))

2) Rw(s, t)  =  Mw(t )w(s)  — Mw(t)  Mw(s) =  Mw(t)w(s)  =  M [w(t)(w(s)  — «>(/))] +  Mcc2(t) =
о о

г i 2
Mw(t) M(w(s) — w( t )) +  Mw 2(t) =  M w(t) — w( 0) =  a 2t, если s ^  t..

° N  (o,o2(t—0))
В случае, если s ^  t, to  Rw(s, t) =  cr2s. Тогда формула для корреляционной функции 
винеровского процесса примет вид:

R w(s, t)  =  <r2min(s,i)

3) Dw(t.) =  Rw(t, t) =  a 2t.

w ( t )

Пример. Для случайного процесса £(i) =  era,(t) при а 2 =  1 найдём моментные функции и
исследуем процесс на стационарность. 
<з Математическое ожидание процесса:

+оо

Merw{t) =  /  - d.r
1

+оо + оо

л/27rf
егхе~ ^  dx =  e~2

(x—ity _ t
е 2t =  е 2.

1

В и н ер о в ск и й  п р о ц есс  х а р а к т ер и зу е т  в ф и зи к е б р о у н о в ск о е  д в и ж е н и е .

Теория случайных процессов
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Корреляционная функция:

R?(C ,C) =  М [elw(tl)] [ет'Щ  -  Melw(tl) Мем,,(*2) =  е
О  — tr>. _  + h,

=  Р  2 —  g  2

|\y|e!(TO(ti)—ш((2)) e -j- e if

Процесс не является стационарным, так как функция корреляции не может быть выражена 
через т =  t-2 — t\. >

7.2. Пуассоновский процесс

Замечание. Случайная величина X  называется пуассоновской — X  ~  П(а), если

О^
P { X  =  k} =  - e ~ \

при этом такая случайная величина обладает следующими моментами:

1) МХ =  а;

2) DX =  а;

3) МХ 2 =  а +  а2.

Определение 7.2. Случайный процесс 7г(t) с независимыми приращениями называется 
пуассоновским2, если:

1) тг(0) =  0;

2) 7r(s) — 7г(t) ~  n(A(s — i)) , s ^  t  ^  0.

Утверждение 7.2. Моментные функции пуассоновского процесса:

1) М7г(£) = М |~7г(i) — 7r(s)j = At;
П (At)

2) R,r(s, t) =  Mn(s)n(t) — M7r(s)M7r(t) =  М7Г(t) [7r(s) — 7Г(t) +  n(t)] — X2st =  М7Г(t) [М7Г(s) — M7r(t)] +
1 2M17r(t) — 7г(0) I =  At, если s ^  t. В случае, если t ^  s корреляционная функция

R7r(s, t) =  Amin(s, t)

П(Л t)

R^(s, t) =  As. Тогда:

3) Dn(t) =  AC

Замечание. Параметр А равен тангенсу угла наклона прямой математического ожидания и 
называется интенсивностью пуассоновского процесса. Величина Т  =  А является средним 
временем между скачками.

7Т

-П р и м ер  такого  процесса  в ф изике  -  р асп ад  вещ ества .

Теория случайных процессов
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8. Спектральные свойства стационарных процессов
Замечание. С несущественными ограничениями любую периодическую функцию можно 
разложить в ряд Фурье.

Определение 8.1. Разложение некоторой функции х (t) с периодом Т  в ряд Фурье будет 
иметь вид:

/ \ «о (  2тг . 2тг \
x{t) =  — +  2_  ̂ ( «А- c-os —  kt  +  Ък sin -Tf-kt] , где

fc=i '  '
7Г 7Г
9 9

1 f  27Г 1 f  27Г
ак =  — /  #(А) cos — kt. dt , А: =  0 , 1 , . . .  Ък =  — / #(А) sin — kt. dt , А: =  0 , 1 , . . .

тг J Т  тг J Т
  7Г   7Г

2 2

В комплексном виде разложение примет вид:

+ о о
' 2 7Г I

*(А) =  ^  x{t)cke%Tk\  где ск =  ^  I е l T H dt  А: =  0 , 1 , . . .
к = —оо _тг

2

АГ <2?г
Замечание. Частичная сумма x(t) =  Yl скегжм ~  х (А).

k = —N
Рассмотрим некоторый случайный процесс £(А) с периодом Т, для которого =  0 и 

Разложение этого процесса в ряд Фурье будет иметь вид:
,• 2тг

=  <8Л>
к

1) Математическое ожидание процесса, разложенного в ряд Фурье:

М?(А) =  ^  е ^ кЩ к =  0. (8.2)
к

2) Корреляционная функция процесса:

—гЩгтЬ2 \ _

т
;2тг

mt2) M£fc£m =  ^  с^е *-?■№ *l},
k m  г 2vkm&k

выражая через т =  А2 — t.p.

3) Дисперсия процесса:

R eM  =  E <’2«"d p r - (8 -3)

D{ =  R{(0) =  £ > £ .  (8.4)
к

Для случайного процесса, разложенного в ряд Фурье в виде

&(А) =  £ке*^ы =  Д К Шк\  где шк =  ^ к  

распределение D? по гармоническим составляющим шк составляет спектр мощности.

Теория случайных процессов
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соN  СО

Увеличивая количество гармоник то есть увеличивая к в сумме

+ оо + 00
+ оо

спИш RДт) = Иш V  е~ШкТа1 =  Иш V  е~гШкТАси А*- = I S{u)<rlU)tdw.
Т ->оо К Лм-vO ' Д • • 1

к= —оо к= —оо
До;

спектральная 
плотность 

мощности £(а;)

Утверждение 8.1. Допустимы следующие преобразования между ДДю) и R |(t ):
+оо

ДДш) =  —  Rс(т)егштс1т -  обратное преобразование Фурье, (8.5)
27Г . /

— ОО 

+оо

Rc(r) =  / Sc{u)e ШТ(1ш -  прямое преобразование Фурье. (8 .6)

Замечание. Будем считать, что множитель -— имеется в обратном преобразовании Фурье 
и отсутствует в прямом.

Утверждение 8.2. Спектральная плотность мощности3 S((cu) процесса £(i) обладает 
следующими свойствами:

1) S((cu) Д 0;

2) ДДи;) -  вещественная функция;

3) 5?(-сс) =  5?(сс);

+ 00

4) D? =  J  St(u})duj.
— ОО

Пусть £(£) — некоторый стационарный в широком смысле вещественный случайный 
процесс. Тогда спектральная плотность мощности и корреляционная функция выражаются

3Т а к ж е  н а зы в аем ая  сп ектр ал ьн о й  ф ункц ией .

Теория случайных процессов
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следующим образом:

( \
+оо +00
/ Rg (г) cos сот d r  +  г / Rg (г) sin u j t  dT

1

—OO

+00
— / Rg(r) cos cor d r
7Г J 0

(8.7)

7
+00

R d r )  =  2 J s z (uj) cos u j t  duj. 

0
(8 .8 )

9. Примеры стационарных в широком смысле процессов

9.1. Случайный процесс с экспоненциальной корреляционной функци-
оей

Определение 9.1. Случайный процесс с экспоненциальной корреляционной функцией 
характеризуется следующим образом:

R?(т) =  D?e- " |r |,Q' >  0.

Зам ечание . Радиус корреляции ти =  ^ характеризует насколько «простирается» зависи­
мость между сечениями случайного процесса. Чем больше ть  тем более коррелирован 
случайный процесс.

Утверждение 9.1. Спектральная плотность мощности процесса с экспоненциальной 
функцией корреляции выражается следующим образом:

+оо +00

5«М  =  2? /  R( (T )e^dT =  Ф  [  D ^ ' e ^ d r

D

— ОО

О + ° °  \  /  оDg ( e(a+iuj)T_J_ /  e (»+*u)Td r  +  /  e { - a ^ ) T d r  =  _J_
2тг \  J  J  j  2 t t  \  a  +  iu j

О 0

е  { - а + ш ) т

a  +  iuj

+OO N

r = 0  ,

1 е { а + ш ) т  I g  { - а + ш ) т
т = + о о Q'Dt

2т \ a  +  iuj a  +  iuj —a  +  iuj a  — iuj I 7г ( a 2 +  со2)

Теория случайных процессов
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9 .2 . Белый шум

а->°° жДМ

7т а

ш

S((w)
Eiтг

Щ ||
со

Рассмотрим некоторый случайный процесс с экспоненциальной корреляционной функцией 
R?(r) =  D?e-Q,lr l  Предположим, что а  —> оо, тогда:

D?, т =  О
О, т^ О

aS^ujj = ^

Утверждение 9.2. Случайный процесс £, указанный выше, называется белым шумом.

10. Закон больших чисел для стационарных в широком 
смысле случайных процессов

Зам ечание . Говорят, что последовательность случайных величин {£„} сходится по 
вероятности к случайной величине £, если для любого е >  О

Иш Р {|£„ -  =  1.п-ь- оо

Утверждение 10.1. Случайный процесс £(7) подчиняется закону больших чисел, если 
среднее по времени сходится по вероятности к математическому ожиданию:

I  JС М 4 Ш .М ,to
Определение 10.1. Случайные процессы, которые подчиняются закону больших чисел 
называются эргодическими.

Теорема 10.1. Достаточным4 условием эргодичности случайного процесса £(7) является 
равенство

lim R?(т) =  0. (10 .1)

4Н е я в л я е т с я  н еобходимы м.

Теория случайных процессов
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Д оказательство. Для простоты возьмём 70 =  0. Тогда
т

b  [ £( t )dt  м ?,
1  /  Т —> о о

что следует из более сильной среднеквадратичной сходимости:
т

i
1 J  Т - s-oo

О

По определению среднеквадратичной сходимости

т

м т  / ^  dt ~ м? I = °’
для доказательства преобразуем подпредельное выражение:

т т т т

м | тр [  Ф )  dt -  м ? | =  ( [  [£(7) dt -  М?] | =  7^  [  f  м [(£(7) -  М?] dudt
чО

О Т

О О R ^ t - u )

Т  Т - т

— j j dr j R (̂т) du +  j dr j R (̂т) du
,-т - т о о 

т

Y  I /  Rs(r )CT +  r ) d r +  /  Rg(r)(T — т) dr
-т

т т

—  /  R?(r)(T  -  И )  dr  =  RДт) (X -  dr,
- T

Тогда:

lim Д
T  —> o o  T

T

T  ,

R ^ X 1 -  j ; ) d r

T

^  / |R^(r)| dr  =  2 lim
T —> o o  1  /  T —> o o

T

I  lRXr )Mr
'° - =  2 lim rX t ),

(T) т T — o o

из чего следует, что среднеквадратичная сходимость для £(7) будет иметь место при 
достаточном условии

lim R?(т) =  0,
т —>-оо

причём более «слабая» сходимость по вероятности будет выполняться при этом же условии.

11. Непрерывность случайных процессов

q.e.d.

Замечание. Функция x(t.) является непрерывной в точке 70 если

Иш Ь(70 +  Д7) — x(to) \ =  0.
A t-^O

Теория случайных процессов
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Утверждение 11.1. Случайный процесс является непрерывным в точке t0, если

Hm М (^(t0 +  At)  -  £Д0)) =  0.

Утверждение 11.2. Необходимым и достаточным условием среднеквадратичной непрерыв­
ности стационарного в широком смысле случайного процесса £ является непрерывность 
его корреляционной функции Rg в нуле:

lim R?(r) =  R?(0).
т —>0

Утверждение 11.3. Если корреляционная функция R? стационарного в широком смысле 
случайного процесса £ непрерывна в нуле, то она непрерывна в любой точке.

12. Ортогональное разложение Карунена-Лоэва
Рассмотрим случайный процесс £(£),£ € [0,т]. Для простоты будем считать, что М£(£) =  0.

Определение 12.1. Ортогональным разложением называется представление его в виде 
суммы ряда

т  =  ' К ‘^ м ь ,  « е м ,  ( и д )
к

где Д. -  некоррелируемые случайные величины, M?fc =  0, БД. =  of, то есть =  Кфу,-..
a ~ ортонормированные базисные функции. Двойной ортогональностью называется 
одновременная ортогонональность _L £j, pk(t) -L <Pi(t), г ф к.
Замечание. Ортогональное разложение используется для сжатия информации в цифровом 
виде, для моделирования процессов.

Утверждение 12.1. Корреляционная функция ортогонально разложенного случайного 
процесса

R*(M) =  M£(i)£(s) =  М
к

проинтегрируя по s , получим
Т

pit)  =  Л J  K(t ,  s)p(s)  ds
о

Базисные функции риф) и дисперсии случайных величин Д. определяются решениями 
линейного однородного интегрального уравнения Фредгольма II рода:

т

p(t)  =  A J  K( t ,  s)p(s) cls,
о

где ядром K( t , s )  является корреляционная функция случайного процесса. Решениями 
уравнения являются собственные функции pk(t),  которые являются базисными функциями 
ортогонального разложения, и собственные числа 1 /crfc, которые являются величинами, 
обратными к дисперсиями случайных коэффициентов разложения.

Зам ечание . Если М£(£) ф 0, то можно рассматривать центрированную  случайную 
величину

Теория случайных процессов
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тогда М£(£) =  0 и R^(t,s) =  Rz(t , s)  и ортогональное разложение
ОО

Ш  =  M?(t) +  ^ 2 £k<Pk(t).
k=l

12.1. Оптимальность разложения К арунена-Л оэва

Определение 12.2. Частичным рядом ортогонального разложения £(£) является ряд
N

&v(i) =  ^  "Ч/. г/. ЧЬ
fc=i

Утверждение 12.2. Погрешность, возникающая при рассмотрении частичного ряда 
ортогонального разложения вместо полного, выражается как

+оо

£jv(i) =  £ ( * ) -  6vW  =  €k<Pk(t),
k = N + 1

причём интегральная среднеквадратичная погрешность такой аппроксимации
Т  Т  /  . ч 2 ,/ „ /  + оо  \  ^ +оо

M4 (t)dt= /  м £  w n n  = [v*XSwS)=o] = 5]  а2
О о \ f c = W + l  /  fc=JV+l

Нетрудно заметить, что минимум погрешности будет удовлетворяться в случае, если 
дисперсии компонент D£k =  4  будут расположены в порядке убывания относительно к.

12.2. Пример ортогонального разложения К арунена-Л оэва для вине­
ровского процесса

П ример. Найдём ортогональное разложение винеровского процесса w(t),  для t е  [0,1], 
дисперсии а 2 =  1, корреляционная функция которого Rw(t,s)  =  min(t,s).

<1 По формуле (12.1), подставляя известное Rw, выразим базисную функцию

1 t 1

pit)  =  A J  min(t, s)p(s)  ds =  A J  sp(s)  ds +  A J  t.p(s) ds, дифференцируя: 
о о t

p'(t) =  Atp(t )  +  ^At J  p(s) ds

t i /  i \  ' i
=  tp(t )  +  f p(s) ds +  t | j p(s) ds | =  tp(t )  — tp(t )  +  j p(s) ds ,

дифференцируя ещё раз: ^  ^  =  —</?(s ) , t o  есть p"(t) =  —A<p(t).
A

t
J! (

Теория случайных процессов
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Решением уравнения p"{t) =  —Atp{t) является pit) =  Asin(ut. +  а), А =  и 2. Тогда

A  sin (ut +  а) =  и 2 min(A, s)ip(s) ds,

A sin (ut  +  a)
=  A s sin(o;s +  a) ds +  A  / t sin(u;A +  a) ds,  sin(uT +  a),

S = t s =  1

s = t
sin (ut +  a)  =  sin(o;s +  a) — us  cos (us +  a) +  u t  cos (us +  a)

L J s=o L
откуда sin a  +  tu  cos (ut +  a)  =  0, Vt. 

Решение уравнения sin a- +  tucos(u t  +  a) =  0 находится из системы:

sm a 0 a = 0

COs(ut +  Q') = 0  =  — - f  7Г-/77,, -m, g Z

Базисные функции не могут отличаться только знаком, поэтому p(t) =  Asin(uT) или
7Г

(p{t.) =  — Asin(uT), где и  =  — +  тгт, т  Е Z.
Элементы ортогонального базиса

7Г
</y.(t) =  Hsin-(2A: -  l)t , А: =  1,2,3,

дисперсия
1 4

(7i
Ад. 7Г2 (2А : — 1 ) 2 ’

коэффициент А находится из уравнения j  p 2k(t) dt =  1 и равен у/2. В конечном виде
о

процесс имеет следующее ортогональное разложение:

к= 1

4
7Г2 ( 2 Л: — I ) 2 '

Щк — 0.

13. Марковские процессы

Определение 13.1. Пусть случайный процесс £(А) е  Е, где Е -  множество состояний 
(дискретное или непрерывное). Процесс £(А) называется марковским, если

Vii <  • • • <  tn : Р {f(i„) е  И|£(П) =  i i , . .  . , £( tn~ i) =  ^n-i}  =  Р {f(in) е  A |f(i„_i) =  ,

где И с  Е, Ух  1 , . . . , хп Е Е.  Иными словами, марковский процесс -  процесс «без памяти», 
зависящий только от последнего состояния.

Пример. Марковские процессы:
<а Броуновское движение -  марковский процесс, положение шайбы в хоккее -  частично 
марковский (но строго говоря не марковский) процесс.

Теория случайных процессов
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Утверждение 13.1. Исчерпывающей характеристикой любого марковского процесса 
является переходная функция

p ( s , x , t , y ) = Р {f(i) = y \ £( s )  =  x } , t ^  s, х ,  у  Е Е.

Р < § ( ^ ) =  Xu§( t 2 ) =  ^2 > =  Р(А)Р(В\А) =  Р {C(t l )}p(t l ,Xl , t2,X2)
V А  В  )

Утверждение 13.2. Переходная функция обладает следующими свойствами:

1) p ( s , x , s , y )  =
1, х  =  у  

О, х ф у

2) Уравнение Колмогорова-Чепмена

p ( s , x , t , y ) = Е  p(s, х , и,  z)p(u, л, t, у) ,  Vs ^ и ^  t, Vx , у
zeE

ts и

Определение 13.2. Марковский процесс называется однородным, если переходная 
вероятность не зависит от абсолютного времени, а зависит от разности между этими 
моментами времени:

p ( s , x , t , y ) = p ( t - ^ s r, x , y ) .

14. Цепи Маркова

14.1. Однородные цепи Маркова

Определение 14.1. Цепью Маркова  называется марковский процесс с дискретным 
временем t  и конечным или счётным множеством состояний Е. Переходная функция 
такого процесса

р(т, г, n, j )  =  Р {£п =  Щ\€т =  ЕЦ , т ,  г, n , j  Е N0, п > т.

Однородная цепь Маркова обладает следующей переходной функцией

р(т, г, п, j ) =  р(п — т, г, j) .

Замечание. Будем использовать следующие обозначения:

• pi j ( m, n) =  р(т, г ,п,  j )  -  вероятность того, что в момент времени п марковский процесс 
будет находиться в состоянии j ,  при условии, что в момент времени т  он находился в 
состоянии г;

•  Pij(n  — m )  =  Pij ik)  -  условная вероятность того, что за время к процесс перейдёт из 
состояния г в состояние j;

Теория случайных процессов
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Утверждение 14.1. Уравнение Колмогорова для однородных марковских цепей:

p i j (m  +  п) = У 2  / Ы , т  Р 0. и Р 0.
к

Утверждение 14.2. Марковские цепи обладают следующими свойствами:

1) Pij(0) =  5,V
У i = j
0, г ф }

2) Pi j ( t  -  s) =  а -  s ) p kj ( t  -  и) , т  У 0, ??. У 0;

3) Переходная функция за к шагов однозначно определяется переходной функцией за 
один шаг: р^(  1) = Рф

4) Pij(2) =  Y.kPikPkp

Утверждение 14.3. Если \Е\ =  М, то имеет смысл матрица переходных вероятностей:

( Р\ \  Pi2 ••• Р ш \  
Р21 Р22 ■ ■ ■ P2N

\ P N  1 PN 2

(14.1)

PNN /

ш-ая степень матрицы переходных вероятностей содержит вероятности перехода за ш 
шагов:

P(m) =  Рт  =  {pi j(m)}

Матрица переходных вероятностей обладает следующими свойствами:

• 0 ^  pij ^  1;

-1
• =  i;

• р(п  +  т )  =  р(/?.)Рт

Зам ечание . При возведении матрицы Р в степень удобно пользоваться ортогональным 
разложением:

P =  QAQT, (14.2)

где Л =  diag(Ai,. . . ,  Л„), А» -  собственные значения Р, находящиеся из уравнения 
|Р — \ i E N \ =  0, a Q = (Х ь  . . . ,  Х п) , Хг -  собственные векторы Р, соответствующие 
собственным значениям и находимые из (Р — AiEn)X i = 0.
Зам ечание . Марковские цепи для наглядности удобно представлять в виде графа, где 
вершины являются состояниями, а рёбра с весами -  переходы между состояниями с 
соответствующими им вероятностями.
П ример. Рассмотрим марковскую цепь с двумя состояниями, в которой Р  =

1 — р р
, найдём р( 100) = р ( 0 ) Р 1О°.

Теория случайных процессов
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1 - р 1 - р

Найдём собственные значения матрицы из уравнения |Р — ХЕ2\ =  0:

0,1 — р — А р 
р  1 — р — А

откуда Ai =  1 и А2 =  1 — '2р, а собственные векторы X i  =  и I 2 =  ^ . Ортогональное

разложение и возведение в степень будет иметь вид

Q Q - 1

0 ^ 7 ^ чм ч= 1 Л  +  (1 - 2р),г 1 - ( 1  - 2Р)'
2 V1 - у  V0 В - з У ' У У  “ V  2 у  — (1 — 2р)п 1 +  (1 — 2рУ

4-------------- V-------------- '
Ап

Переходные вероятности:

1) Pi(n) =  |  +

2) Мп)  = |  -  {±̂ E}1-
При п  —> оо вероятности р(оо) =  ( |  | ) .

14.2. Предельные вероятности состояний цепи Маркова

Утверждение 14.4. Вероятности перехода в пределе сходятся к некоторому вектору 7г

p(ll) = р (0 ) Р ” ------ > 7Г,
п —̂-оо

где 7Г =  (7Г1 . . .  7Г„) , 7rfc =  limTi—̂ОО Рк(п).

Определение 14.2. Вероятностями состояний называются 7г =  lim,woop(0)P '\ если этот 
предел существует и не зависит от р(0). Компоненты 7г находятся из формулы:

Жк = S  щр*к' = ' ' '  ' N  U4-3)
г

и системы уравнений
TTfc = ^ К г р г к ,  к = 1, . . . , N

Efc TTfc =  1
П ример. Снова рассмотрим марковскую цепь с двумя состояниями, в которой Р  =

1 — р р ̂ , и найдём р( 100) с помощью вероятностей состояний.

<а Составим систему уравнений

7Г1 =  7Г1 (1 - р )  +  7Г2р

7Г2 =  7Г1р +  7Г2(1 - р )
7Ti +  7Г2 = 1
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откуда получим, ЧТО 7Г1 =  7Г2 =

14.3. Одномерные случайные блуждания

14.3.1. Одномерные случайные блуждания с поглощающими концами

Пусть даны вероятности перехода p ,q  и число состояний N  в следующей модели 
случайных блужданий:

r v Y Y Л " Л С \ СL/o iV J *  A

В состояниях 0 и N  вероятности перехода в них же равны 1. Вероятность поглощения в N  
при старте из г рекуррентно выражается следующим образом

Р(г) =  р ■ Р(г  +  1) +  q ■ Р(г — 1).

Находя решение этого рекуррентного соотношения:

Р(г) =  р ■ Р(г +  1) +  q ■ Р(г — 1)
Р(  0) =  0
P( N)  =  1

установим, что

р  СО
1 -  ( 2 \ р

г
N'

N  ’ Р Ф Q

p =  q

Вероятность поглощения в 0 при старте из г аналогичным образом рекуррентно выражается 
следующим образом

Q(i) =  р ■ Q(i  +  1) +  q ■ Q(i  -  1),

а в явном виде (из соображений симметрии):

Q СО

1 _ (р
д

N —i

' - ( I
‘ 4 -

N  ’ Р Ф Q

p =  q =

Математическое ожидание количества шагов до поглощения на одном из концов ( при 
старте из состояния г выражается рекуррентным соотношением

Г М(г) 
<М(0)
[м(М)

р ■ М(г +  1) +  q ■ М(г — 1) +  1 
0 
0
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которое имеет решение

N 1 -  2

М(г) = <  q — p q —p

U ( J V - i ) ,

i -  ?
N  ’ р Ф q

p =  q

14.3.2 . Полубесконечные одномерные случайные блуждания

Полубесконечные одномерные случайные блуждания описываются следующей моделью 
блужданий:

то есть аналогично случайным блужданиям с поглощениям при N  =  оо.
Все характеристики полубесконечных одномерных случайных блужданий находятся 

предельным переходом: Игпу-к»- Тогда Р°°(г) -  вероятность бесконечных блужданий 
выражается следующим образом:

Р°°(г)
О, q ^ p

, q < р

Математическое ожидание количества шагов в случае р ф q

г N
Mm =  И т

W  JV—>оо

1 -  ( 2 
\ Р

q —p q —p 1 -  ( 2\р
N

г ~ {р) у N
нт

q —p q —p N —>оо 1 -  ( 2
Р

N
P < Q  

оо, р > q

а в случае р  =  q ожидание количества шагов

=  lim i (N  — г) =  оо, г ф 0.
v ' JV—s-oo

14.4. Простейший (пуассоновский) поток событий

tk + A t t 
->

Х ( А к) = 4

Определение 14.3. Поток событий представляет собой возникающие в некоторые моменты 
времени события.
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Определение 14.4. Количество произошедших в интервале времени А к =  (Д , Д  +  A Д) 
является случайной величиной Х ( А к).

Утверждение 14.5. Простейший поток событий определяется аксиомами:

1) Аксиома независимости. Для непересекающихся интервалов А к случайные величины 
Х ( А к) являются независимыми в совокупности

A i , . . . ,  А„ : Aj П Aj  =  0 =>• A ( A i ) , . . .  , Х ( А п)~ независимые в совокупности;

2) Аксиома однородности. Распределение Х ( А к) не зависит от положения интервала t.k, 
а зависит только от его длины A Д;

3) Аксиома разделимости событий. Вероятность появления одного и более событий 
подчиняется следующим равенствам

Р { Х ( А к)  =  1} =  ЛАД +  о(ДД), Р { Х ( А к) >  1} =  о(ДД).

Время ожидания следующего события является случайной величиной т. Функция 
распределения времени ожидания

" 1 — e ~ x t , t'Z  О 
О, t <  О

=

а плотность вероятностей

т
Xe~ xt , t  ^ О 

О, t  <  О

Расстояние между событиями является случайной величиной £. Её характеристики 
аналогичны времени ожидания очередного события FT(t) = F^(t ) .

Число событий за время t  определяется вероятностью

P m ( t )  =  р { Х ( А к)  =  т }  ,т. =  0 , 1 , , 

обладает пуассоновским законом распределения

, ч (АДт  _Л,
Pm( t )  =  j - e

ml

Параметр Л называется интенсивностью потока событий и определяется как

_ МX ( t )
А — -------------

t

Утверждение 14.6. Пользуясь аксиомами можно показать

1) Время ожидания и интервал времени между событиями имеют показательное 
распределение с параметром Л;

2) Число событий на интервале времени имеет пуассоновское распределение с 
параметром At;

3) А -  интенсивность потока событий, то есть среднее количество событий, происходя­
щих за единицу времени.
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14.5. Однородные цепи Маркова с непрерывным временем

л

Утверждение 14.7. Переходная вероятность ) определяется как

P i j i t )  =  Р { f ( i  +  s) =  Е ^ ( в )  =  E i }  .

Она обладает следующими свойствами:

1) pi j (A t )  =  Xi jA t  +  o(At) ,  где Â  -  вероятность перехода из г в j ;

2) Pii(At) =  1 -  E jy iP ij(A )  =  1 -  E j -уг Е  +  °(A i) =  =  E j -уг Е  =  1 +  Лгг At  +  o(At); 

Из уравнения Колмогорова-Чепмена для однородной цепи Маркова следует, что

Pij(s + t) =  Vi ^  0, s ^  0,
к

тогда при s =  At:

Pijit  +  A t )  = 'Y^'Pik{At)pkj{t) = 'Y^'Pik{At)pk j{t) + р ы(АЬ)р^(Ь),
к k ^ i

используя свойство 1), получим

pij i t  +  A t )  = ^ ( X i k A t .  +  o (A t ) )pk j(t) +  (1 +  X uA t  +  o(At))pi j( t ) ,
kj^i

таким образом
p i j i t  + A t )  -  p ^ i t )  =  ^ 2 i X ikA t  + o i A t ) ) p k j i t ) ,

к

и предельным переходом, предварительно поделив на А, может быть получена производная

/ и- Pijit  +  At) — pijit) у—л XikA t  +  o(At) \ -  , / ,\
p« (t) =  i s ,  Д* =  A  i s  — ^ =  A

a- a-

Таким образом, получена система уравнений, называемая обратной системой дифферен­
циальных уравнений Колмогорова

Р[)1> =  ^2 ̂ Pkj i t )
к

начальные условия для которой:
P i k i  0 )  — Фк-

Аналогичным образом, предельным переходом из уравнения pi jit. +  At)  =  Е / ,  / Ы П / д ,(А / ). 
может быть получена прямая система дифференциальных уравнений Колмогорова:

Р'а = У 2 1>:,Л1]Х,->-
к

начальные условия которой (аналогично обратной системе) piki0) =  8ik.
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Определение 14.5. Матрица А называется матрицей переходных интенсивностей

/ А п А12 • A I N  ^

А =
А21 А22 • A 2 N

\A jvi to • А N N  J

при этом Aij =  0.
Утверждение 14.8. Предельные вероятности состояний тгк =  Pik(t ) цепи Маркова с
непрерывным временем находятся из системы:

TTfc

Е г  А = 1

14.6. Простейшая система массового обслуживания

Примером системы массового обслуживания является парковка автомобилей, кассы в 
супермаркетах. В таком случае места на парковке и кассы являются линиями обслуживания, 
а автомобили и покупатели -  заявками.

Определение 14.6. Система обслуживания обладает параметрами А -  интенсивность 
потока заявок, у  =  А -  интенсивность обслуживания5. Возможно т  +  1 различных 
состояний, где г-ое состояние означает, что занято г линий обслуживания.

2 ц  3 ц т iи

т

Матрица переходных интенсивностей простейшей системы обслуживания:

/ —А А 0
ц — (ц А А) А

А

0 \  
о
о

V о
(т — 1 )ц —(т — 1 )ц +  А А

0 —цт)
образует систему линейных уравнений по условию E/MfcAfc? =  0, решение которой:

1 /А '  "
Л"т — I ) ТГо,ml \ ц /

является вероятностью потери заявки. Из выражения для 7гто выводится формула 
Эрланга:

К к
-  {-  к\ \ и

У".1 -г г! V (I

(14.4)

описывающая вероятность простоя системы обслуживания.

-  среднее  время  о б с л у ж и в а н и я .
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