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ВВЕДЕНИЕ

Учебное пособие посвящено описанию математических моделей, 
методов и алгоритмов оценивания геометрических параметров и ди­
агностических признаков древовидных структур биомедицинских 
изображений.

На мировом рынке медицинской техники предлагается довольно 
большой спектр оборудования для получения высококачественных 
снимков глазного дна, сердечнососудистой системы и др. биомеди­
цинских изображений, однако прикладное обеспечение у большин­
ства систем содержит лишь наиболее общеупотребительные средст­
ва для предобработки, повышения качества, маркировки изображе­
ний [1, 2, 3, 4, 5]. Одновременно бурно развиваются программно­
технические комплексы полной компьютеризации клиник и практик, 
что должно привести к повышению спроса на программы монито­
ринга и экспертные системы, оперирующие цифровыми изображе­
ниями.

Те методики, которые используются в настоящее время, не дают 
полной картины различных заболеваний, не предоставляют для уче­
та всю совокупность факторов, которые могут быть использованы 
для диагностики и профилактики всевозможных заболеваний. В на­
стоящее время проводится довольно много исследований по приме­
нению автоматизированных средств при диагностике и лечении, од­
нако, большинство из них носят ярко выраженный эксперименталь­
ный характер, направленный скорее на научно-исследовательскую 
деятельность, чем на практическую применимость.

Неправильная интерпретация текущего состояния пациента при­
водит к заметному снижению и эффективности лечения и профилак­
тики расстройств. Радикальное повышение эффективности в оказа­
нии помощи пациентам может быть достигнуто за счет использова­
ния современных компьютерных технологий обработки, интерпре­
тации и хранения диагностических данных.
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Традиционно задача оценивания параметров диагностических 
изображений решается на основе выбора и измерения классифика­
ционных признаков изображения. К настоящему времени широкое 
распространение получили методы, связанные с корреляционной 
теорией распознавания. Сюда относятся различного рода согласо­
ванные фильтры, корреляторы, анализаторы спектра [6, 7, 8, 9, 10, 
11, 12, 13, 14, 15]. С нашей точки зрения, основным недостатком та­
кого подхода является излишнее абстрагирование получаемых при­
знаков (энергетический спектр, корреляционная функция) от физи­
ческих параметров реальных диагностируемых объектов (периметр, 
площадь и пространственное расположение частиц, диаметр и кри­
визна кровеносных сосудов, и т.п.), что затрудняет интерпретацию 
полученных результатов для конечного пользователя. Кроме того, 
размерность пространства признаков при таком подходе очень вы­
сока.

Для преодоления первого из указанных недостатков в учебном 
пособии предлагается использовать геометрические параметры ди­
агностических изображений. Эти параметры являются физически 
обоснованными, имеют ясный смысл для исследователя и понятны 
для конечного пользователя. Например, для врача-офтальмолога та­
кими признаками являются неравномерность диаметра и кривизна 
кровеносных сосудов глазного дна, для испытателя двигателей 
внутреннего сгорания информация содержится в форме факела рас­
пыла топливной струи, для лаборанта, анализирующего препараты 
крови, представляет интерес количество кровяных частиц опреде­
ленной геометрической формы.

Обзор методов оценивания диагностических параметров

В [16] рассматривается проблема распознавание образов и меди­
цинская диагностика, проблема использования вычислительной тех­
ники для диагностики заболеваний, прогнозирования течения болез­
ни, прогнозирования результатов оперативных вмешательств и оп­
тимизации выбора метода лечения. Приведены алгоритмы диагно­
стики по общей близости признаков, по линейному минимаксному 
правилу, а также алгоритм отбора и формирования существенных 
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признаков. З.С. Баталовой представлено описание процесса решения 
задач диагностики и прогнозирования по совокупности оценок при­
знаков патологии.

В отличие от подхода, развиваемого в учебном пособии, в опи­
санных выше работах проблема формирования оценок признаков 
диагностики решается с точки зрения статистики, единовременных 
измерений или анализа одномерных сигналов (электрокардиограмм 
и др.). Подход, основанный на анализе изображений патологических 
картин и формировании на их основе диагностических признаков 
можно встретить в более поздних работах, применительно к задачам 
офтальмологии, криминалистики и др., где изображение как носи­
тель информации играет существенную роль в диагностике [17, 18, 
19, 20,21,22, 23, 24].

В работе [25] представлены результаты исследований в области 
офтальмологии по обработке изображений глазного дна. Представ­
лен новый метод анализа флюоресцентных ангиограмм пациента с 
сосудистой патологией с применением вычислительной техники. 
Фотографирование глазного дна стало рутинным методом исследо­
вания во многих клиниках и практиках. Рынок офтальмологического 
оборудования представляет большое число коммерчески доступных 
систем получения цифровых изображений сетчатки (Carl Zeiss, 
Rodenstok, Торсоп и др.). Технические требования к устройствам 
ввода, компьютеру, вопросы хранения изображений на диске и сжа­
тия, общеупотребительные методы предобработки (улучшения каче­
ства) офтальмологических изображений в клинической практике 
подробно представлены в [26]. Michael Goldbaum описывает, что 
происходит после оцифровки изображения, как происходит его хра­
нение и поиск, как изображение может быть улучшено и каким об­
разом выделить более содержательные его элементы. Решены неко­
торые вопросы фильтрации и анализа.

Необходимым условием широкого клинического применения 
системы компьютерного анализа кровотока является простой и точ­
ный метод измерения диаметра сосудов и удобный пользователь­
ский интерфейс, позволяющий врачу оперировать доступными для 
него понятиями. В настоящее время в офтальмологии сложились
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методы измерения диаметра сосудов сетчатки, большинство из них 
основаны на построении профиля яркости поперечного сечения со­
суда в заданной оператором точке. К таким методам относятся "kick- 
point" метод [27], аппроксимация профиля к 95% кривой Гаусса [28]. 
Основным недостатком этих методов, несмотря на высокую точ­
ность, является высокая трудоемкость и вероятность ошибки из-за 
измерения диаметра на локальном сужении сосуда или месте изгиба. 
Wang Y., Cheasty J., Zuckerman R. в [29] предлагают более динамич­
ный метод измерения диаметра с процедурой трассирования и уче­
том статистических характеристик изображения. Richard Newsom 
для повышения точности измерения использует измерение диаметра 
на небольшом протяжении сосуда и вычисляет среднее значение 
трех измерений. Диаметр сосудов вычисляется как расстояние меж­
ду интерполированными позициями половины высоты профиля с 
обеих сторон от его центра [30].

Существует несколько основных типов алгоритмов оценивания 
направлений древовидных структур: методы непосредственного и 
косвенного измерения параметров, методы, основанные на модели­
ровании, методы, основанные на применении искусственного ин­
теллекта и нейронных сетей, комбинированные методы. Проверка 
работы алгоритмов чаще всего осуществляется на синтезированных 
или на фантомных изображения, т.е. на изображениях, где известны 
действительные значения диагностических параметров. Алгоритмы 
непосредственного или косвенного измерения анализируют распре­
деление точек принадлежащих окрестности сосуда, уточняют форму 
сосуда, путем аппроксимации некоторой кривой (например, В- 
сплайном), либо формируют оценку параметра на основе минимиза­
ции специальной энергетической функции. При этом существует 
возможность либо непосредственного измерения параметра (напри­
мер, толщина определяется количеством точек со значениями ярко­
сти, попавшими в определенный диапазон), либо измеряются неко­
торые вспомогательные характеристики (например, значения мо­
ментов), на основе которых формируется оценка интересующего 
параметра. Алгоритмы такого типа подходят для аккуратного выде­
ления параметров в заданной точке, но из-за необходимости участия



пользователя и большого объема вычислений не являются достаточ­
но универсальными. Алгоритмы, основанные на моделях, произво­
дят сравнение с эталонной моделью, либо производят аппроксима­
цию параметров модели. Измерения диагностических параметров 
производятся на построенных моделях. Эта группа алгоритмов так­
же характеризуется большими вычислительными затратами, однако 
обходится без вмешательства пользователя и обладают достаточной 
устойчивостью искажениям.

Различные математические модели, используемые для выявле­
ния геометрических характеристик кровеносных сосудов (как цен­
тральных линий, так и профиля) предложены, например, в работах 
[31, 32]. В работах [33, 34, 35, 36, 37] представлены методы форми­
рования признаковых пространств, позволяющих производить непо­
средственно классификацию кровеносных сосудов на нормальные и 
патологичные. Указанные методы основаны на расчете оценки из­
вилистости центральных линий сосудов, как правило, с использова­
нием различных дифференциальных характеристик и используют в 
качестве исходных данных уже вычисленные центральные линии 
кровеносных сосудов. Практическая значимость рассматриваемых в 
учебном пособии подходов к оцениванию геометрических парамет­
ров и диагностических признаков состоит в том, что предложенные 
методы и алгоритмы позволяют повысить точность оценивания гео­
метрических параметров. Это позволяет использовать значения оце­
нок предлагаемых методов, для формирования на их основе диагно­
стических признаков. Представленные методы являются достаточно 
универсальными, что позволяет использовать их для анализа раз­
личных классов изображений, таких как изображения глазного дна и 
ангиографические изображения системы коронарных сосудов.

1 ОПИСАНИЕ ПРЕДМЕТНОЙ ОБЛАСТИ. ИСХОДНЫЕ
ДАННЫЕ

В данной работе рассматривается класс биомедицинских изо­
бражений, характеризуемых наличием древовидных структур. К та­
ким изображениям можно отнести изображения глазного дна сет­
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чатки глаза человека, снимки сосудов кровеносной системы челове­
ка и другие биологические структуры. Примеры таких изображений 
показаны на рис. 1.

Cl)

Рис. 1. Примеры биомедицинских изображений: а) система коронарных со­
судов сердца, б) микроциркупяторное русло глазного дна

Оценивание диагностических параметров на таких изображениях 
сводится к количественному оцениванию параметров объектов, ко­
торыми являются сосуды кровеносной системы человека. Отметим, 
что в дальнейшем будем использовать термин «сосуд», подразуме­
вая сосуды кровеносной системы человека.

Полутоновое диагностическое изображение глазного дна пред­
ставляет собой сеть каналов (вен и артерий), расположенных на фо­
не с плавно меняющейся яркостью (рис. 2). Сосуды древовидно вет­
вятся, распространяясь по всему глазному дну. Артерии более тон­
кие, вены толще, темнее и извилистее. При патологиях артерии су­
жаются, вены расширены, извиты, отмечаются массовые кровоиз­
лияния по ходу вен. Аномальными проявлениями на изображении 
глазного дна служат сгустки черных и белых пятен, сильная извили­
стость сосудов, обильное ответвление капилляров.
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Рис. 2. Изображение глазного дна

Сосудистая патология сетчатки и, особенно, диабетическая ре­
тинопатия являют собой наиболее ярко выраженную картину изме­
нений глазного дна, которая включает в себя практически все виды 
патологических изменений. Следует отметить, что одной из самых 
острых медико-социальных проблем в настоящее время является 
увеличение количества различных заболеваний, связанных с орга­
нами зрения. Вследствие этого необходимым представляется вне­
дрение в медицинскую практику новых методик диагностирования 
заболеваний органов зрения. Важными проблемами здесь являются 
ранняя диагностика, прогнозирование течения и выбор оптимальной 
тактики лечений ряда тяжелых заболеваний. В настоящее время вы- 
являемость ранних стадий болезней составляет 15-20 % по России 
при использовании традиционных средств диагностики. Также 
весьма насущной задачей является повышение уровня автоматиза­
ции в оказании медицинской помощи населению, что приведет к 
повышению качества обслуживания, увеличению выявляемости тя­
желых глазных заболеваний на ранних стадиях, выявлению групп 
риска с быстроразвивающимися заболеваниями, повышению точно­



сти диагностики, снижению затрат на лечение за счет снижения ко­
личества пациентов с поздними осложнениями.

В медицинской практике существует множество видов патоло­
гии глазного дна. Ниже описаны наиболее распространенные.

Патологии, вызывающие отек диска зрительного нерва. На ди­
агностических изображениях диск зрительного нерва в норме имеет 
овальную форму, граница диска четкая. При наличии указанного 
вида патологий граница диска зрительного нерва становится размы­
той. Данный вид патологий является сложно диагностируемым 
вследствие того, что диагностика напрямую зависит от качества ди­
агностических изображений, так как небольшое размывание грани­
цы диска зрительного нерва может означать как начинающиеся па­
тологические изменения, так и плохое качество диагностического 
изображения.

Патологии, вызывающие отек сетчатки глаза. Отек сетчатки 
глаза характеризуется размытием контуров всех объектов на изо­
бражении. При диагностике данного вида патологий возникает не­
тривиальная задача выделения и анализа замкнутых и незамкнутых 
контуров на изображении, а также задача определения степени раз­
мытия границ объектов.

Патологии, приводящие к появлению кровоизлияний. Появление 
различных кровоизлияний может рассматриваться только в контек­
сте всего изображения, содержащего данный вид патологий. Крово­
излияния могут иметь разную форму, яркость, местоположение. При 
определении этого вида патологий возникает проблема разделения 
изображений на нормальные и патологические, при этом выявление 
степени патологии возможно только при их сравнительном исследо­
вании.

Патологии, вызывающие изменение структуры кровеносных со­
судов. Данный вид патологий является наиболее распространенным 
в медицинской практике и возникает при наличии достаточно широ­
кого круга заболеваний (в том числе неофтальмологического харак- 
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тера: например, сахарный диабет). Изменения, происходящие в 
структуре кровеносных сосудов, могут иметь различный характер: 
это может быть и расширение/сужение сосудов, и увеличение степе­
ни их извилистости [38].

Обычно все эти виды патологий рассматриваются в комплексе, и 
по результатам комплексного исследования ставится диагноз. Но 
разработка методов комплексного анализа и их алгоритмическая 
реализация являются чрезвычайно объемной задачей, вследствие 
чего в учебном пособии ограничимся выбором единственного вида 
патологии и разработаем алгоритмы его определения.

Рис. 3. Изображения глазного дна с различными формами патологии

Большинство существующих методов автоматизированной диаг­
ностики заболеваний глазного дна связаны с выявлением и анализом 
патологических изменений кровеносных сосудов сетчатки [39, 40, 
41, 42, 43]. Это связано с тем, что наиболее распространенные виды 
заболеваний (такие как сахарный диабет, полицитемия, анемия, лей­
коз, гипертоническая болезнь) нередко начинаются с патологии гла­
за и сопровождаются изменениями структуры сосудистого русла 
глазного дна. В работах [40, 42, 44, 45] представлены методы, позво­
ляющие производить выделение центральных линий кровеносных 
сосудов глазного дна. Результатом работы данных методов является 
цифровое представление центральных линий, допускающее визу­
альное представление и могущее быть использованным для даль­
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нейшего построения системы признаков с последующей классифи­
кацией больных и здоровых сосудов. В работах [46, 47, 48] в качест­
ве исходных данных для формирования признакового пространства 
используется профиль сосуда (т.е. развертка значений оценки диа­
метра вдоль центральной линии сосуда). Такой вид диагностики по­
зволяет получить более качественные результаты (так как неста­
бильность диаметра сосудистого русла является первичным прояв­
лением большинства заболеваний), однако сопряжен с рядом труд­
ностей, связанных с оцениванием диаметра сосудов на изображении 
глазного дна вследствие, во-первых, традиционно низкого качества 
диагностических изображений и, во-вторых, сложности выбора аде­
кватной модели профиля сосуда, необходимой для корректного оп­
ределения исследуемых характеристик.

В настоящее время в офтальмологии используется сложившийся 
подход на основе измерения диаметра сосудов, однако также клини­
чески важными показателями, которые вносят существенный вклад 
в построение экспертной оценки степени патологии, вероятности 
развития глазных заболеваний, являются и другие статистические 
характеристики сосудов: соотношение диаметров артерий и вен, не­
равномерность диаметра (четкообразные изменения вен, локальный 
спазм артерий), извилистость сосудов, углы разветвления сосудов. 
Вот только некоторые болезни, для которых знание количественных 
характеристик сосудистой системы является основополагающим при 
диагностике: сахарный диабет -  преимущественные изменения вен 
сетчатки: вены расширены, извиты, диаметр неравномерный. Арте­
рии изменены мало. Возможен тромбоз центральной вены сетчатки; 
гипертоническая болезнь -  сужение и расширение артерий и вен, 
неравномерность диаметров артерий, штопорообразная извили­
стость вен. У части больных перетяжки на артериях; старение -  су­
жение артерий, спрямленность их, неравномерность диаметра арте­
рий; атрофия зрительного нерва -  сосуды сужены; перифлебит 
сетчатки -  расширение, извилистость, прерывистость вен. Уже из 
приведенных примеров видно, насколько актуальной является про­
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блема выделения, количественной оценки элементов патоморфоло­
гической картины глазного дна.

Как отмечалось выше, изображения глазного дна характеризу­
ются наличием древовидных структур -  системы кровеносных сосу­
дов, определяемых такими понятиями как узлы и ветви. Ветвью на­
зывается элемент сетчатой структуры, который характеризуется 
геометрическим местом срединных точек, распределением диаметра 
и угла вдоль нее. Узел структуры -  это точка разветвления или пере­
сечения ветвей. При анализе изображений древовидных структур 
основной является задача выделения центров ветвей и определение 
направлений в каждой точке ветви. Это позволяет выделять ветви 
структуры на фоне изображения для дальнейшего анализа их гео­
метрических характеристик, на основе которых может быть прове­
дена оценка медико-диагностических параметров. Геометрические 
характеристики толщины и направления являются диагностически­
ми параметрами трассы, поскольку на их основе производится фор­
мирование диагностических признаков сосудов. Данные параметры 
являются локальными характеристиками, рассчитываемыми непо­
средственно по изображению древовидной структуры в процессе 
трассировки ветви либо при указании точки, принадлежащей сосу­
ду. С помощью данных параметров производится оценка следующих 
медико-диагностических параметров: параметр линейной гемодина­
мики (локальный диаметр сосуда); средний диаметр сосуда на выде­
ленном сегменте; параметры неравномерности калибра сосуда (кри­
визна и извитость стенки сосуда); параметры движения сосуда на 
выделенном сегменте (кривизна и извитость хода); углы разветвле­
ния сосудов;параметр, характеризующий отношение ширины раз­
личных сосудов на определенных участках.
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1
норма патология норма патология норма патология 

а) б) в)

Рис. 4. Иллюстрация признаков патологии сетчатки: а) извилистость, 
б) динамика изменения толщины, в) угол ответвления

Набор диагностических параметров образует набор диагностиче­
ских признаков, которые будут описаны ниже: 1) средний диаметр 
ветви; 2) прямолинейность характеризует отклонение ветви от пря­
молинейного направления; 3) четкообразность ветви характеризует 
неравномерность толщины ветви; 4) амплитуда колебаний толщины 
ветви характеризует отклонение стенок ветви от прямой линии; 5) 
частота колебаний толщины характеризует изменение направления 
стенок ветви на единицу ее длины; 6) извилистость толщины харак­
теризует скорость изменения функции толщины вдоль трассы; 7) 
извилистость трассы характеризует скорость изменения функции 
трассы (траектории ветви); 8) амплитуда колебаний трассы характе­
ризует степень отклонения хода трассы от прямолинейного направ­
ления; 9) частота колебаний трассы характеризует число изменений 
направления трассы на единицу длины ветви.
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2 МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ И 
ДИАГНОСТИЧЕСКИЕ ПАРАМЕТРЫ ДРЕВОВИДНЫХ 
СТРУКТУР

2.1 Характеристика древовидных структур

Мы рассматриваем класс диагностических изображений, харак­
теризуемых наличием древовидных структур. Примерами таких 
изображений могут служить изображения различного рода трещин 
[49], кристаллические структуры металлов, сеть дорог, русла рек, 
изображения глазного дна сетчатки глаза человека, коронарные со­
суды и другие биологические структуры. Диагностические изобра­
жения древовидных структур представляют собой протяженные 
древовидные или сетчатые объекты, определяемые такими понятия­
ми, как узлы и ветви. Модель диагностического изображения можно 
представить в виде структуры данных, проиллюстрированной на 
рис. 5.

направление трассы в каждой точке 
ветви определенного порядка

ширина ветви в каждой точке ветви 
 определенного порядка_____

длина ветви данного порядка

углы разветвления в конечной 
_________ точке ветви_________

расстояние между узлами 
______ разветвлений______

средняя толщина ветви

указатели на ветви 
разветвления

порядок ветви

Рис. 5. Иллюстрация структуры данных сетчатых объектов
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Такая модель позволит сформировать множество геометриче­
ских параметров -  изменение ширины трассы, её извилистость и 
кривизну, углы разветвления и др. Соответствующие модели ис­
пользуются в машинной графике для описания изображения с по­
мощью графических примитивов [50].

2.2 Геометрические параметры древовидных структур

Древовидные структуры представляют набор связанных между 
собой ветвей (рис. 6).

Математическая модель ветви древовидной структуры определя­
ется следующими функциями:

х = х(0, y  = y(t), r = r(t), 0 < t< L v, ( 1)

где x(t) , y(t) -  дифференцируемые функции, описывающие линию 

центров, которую будем называть трассой; r(t) -  функция толщины 

ветви (расстояние от трассы до границы ветви, отсчитываемое по 
перпендикуляру к трассе); t -  расстояние от начала трассы, изме­
ренное по трассе; -  длина трассы.

r(t>

Рис. 6. Математическая модель ветви сетчатой структуры 

Из (1) однозначно определяются: функция направления трассы в 
каждой точке (pit) ; функция локальной высоты / ( / ) ,  определяемая 

расстоянием от текущей точки трассы до ее проекции на отрезок L ,
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соединяющий начальную и конечные точки трассы (рис. 6), конфи­
гурация границ ветви, которую будем называть стенками:

Данные признаки являются локальными характеристиками, рас­
считываемыми непосредственно по изображению древовидной 
структуры в процессе трассировки ветви, алгоритм которого будет 
представлен ниже. Опишем глобальные характеристики ветви, фор­
мируемые на основе локальных и используемые в дальнейшем в ка­
честве диагностических признаков.

Анализируя диагностические изображения сетчатых структур, 
можно выделить набор геометрических параметров, достаточно 
полно характеризующих данную структуру изображения.

В частности:

dx(t)/ dt
d y (t) /d t’

rf(t) = x(t)-r(t)sm(p-, y \ = y(t) + r (t) cos (p.

a) 6)

в)
Рис. 7. Геометрические параметров ветви сетчатой структуры
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Угол ветвления, определяемый в узлах древовидной структуры. 
Исчерпывающим описанием ветвления трассы является задание 
двух углов а , /3, которые определяются на этапе трассировки вет­

ви анализируемой структуры (рис. 7в).
Параметр динамики изменения ширины сечения. Рассматривая 

распределение диаметра ветви как реализацию стационарного эрго- 
дического случайного процесса, можно определить параметр дина­
мики изменения ширины сечения ветви вдоль трассы (рис. 7а), оп­
ределяемый как относительное среднеквадратичное значение, по­
строенное на основе оценок среднего и дисперсии функции локаль­
ных радиусов:

K, =yJr2 - F 2 / 7 .  (2)

Параметр прямолинейности определим как отношение длины 
трассы Lv к длине отрезка, соединяющего начальную и конечные 

точки данной ветви L (рис. 76):

(3)

Параметр кривизны опишем величиной средней кривизны трас­
сы на данном участке:

K P=LV/L.

1

к, = — I Kr(l)cll. где Kk(t) d 2y t / 1 +
2

d x 2 / [dxtJЦ

Эксперименты показали неустойчивость результатов оценивания 
данного параметра вследствие сильного влияния шумов и отсутст­
вия нормировки. Рассмотрим другой подход к оцениванию парамет­
ра кривизны. Этот подход базируется на анализе колебательного 
характера трассы и конфигурации её границы (стенки ветви). В ме­
дицинских приложениях используются следующие диагностические 
параметры сетчатых структур: параметры кривизны и извитости 
трассы (на основе частотных и амплитудных свойств её движения).
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Определим параметр извитости как характеристику количества из­
менений направлений за единицу длины ветви, а параметр кривизны 
как степень отклонения хода трассы от прямолинейного. Для иллю­
страции предложенного подхода на рис. 8 приведены образцы эле­
ментов трасс и их параметры, оцененные в относительных единицах.

Аналогично введем характеристику четкообразности, используя 
частотные и амплитудные характеристики функции диаметра трассы 
вдоль трассы. Параметр четкообразности объединяет в себе пара­
метр извитости и кривизны, но по отношению не к форме трассы, а к 
форме контура границы ветви (стенки). Поэтому оценивать ее необ­
ходимо и по отношению к диаметру ветви -  параметр кривизны 
("амплитуда”), и по отношению к длине измеряемого участка ("час­
тота”) (рис. 9).

Трасса Извитость Кривизна

0 0

^ ----------- х 1 3

2 2

ЛЛЛЛЛЛЛЛ/WV 4 1

VWW 3 4

Рис. 8. Изменение параметров извитости и кривизны трассы 
для различных её типов
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Элемент ветви Извитость Кривизна

I 1 3

С = ь 1 2

I 4 1

( \ / \ / \ / \ / \ Л

I / w x a a J
1 !

4

Рис. 9. Изменение характеристик четкообразности 
для различных типов трасс

2.3 Параметры извитости и кривизны

Из рис. 10 видно, что параметр извитости трассы можно описать 
количеством перегибов трассы на единицу длины ветви. Если про­
анализировать график изменения функции направления в зависимо­
сти от шага трассы, то данный параметр соответствует количеству 
экстремумов функции направления (рис. 11).

Рис. 10. Иллюстрация ветви одного порядка, характеризуемая наличием 
множества перегибов

Также можно заметить, что данный параметр пропорционален 
частоте функции направления. Поэтому можно определить его сле­
дующим образом:
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2  7 t
K'zv = — (аг§, max Ф(м)), N  l<m<N

где Ф(т) = & ( Oe
,2nmt

N модуль спектральной дискретном после-

довательности локальных направлений трассы, N  -  количество от­
счетов исходной последовательности.

Нагтранлснис трассы 
ф(0

тсне 'ы тассы

N
Рис. 11. Иллюстрация изменения направления ветви по ходу её движения

Такой подход поиска параметра извитости позволит нам избе­
жать накапливания ложных экстремумов функции направления, т.к. 
дискретное преобразование Фурье обладает сглаживающим свойст­
вом и позволяет выделять частоту, соответствующую максимальной 
гармонике. Т.к. спектр дискретный, то при подаче на вход синусои­
дальной последовательности с нецелой частотой происходит рас­
плывание дельта-импульса. Поэтому для более точного определения 
частоты анализируемой последовательности необходимо провести 
её коррекцию. Если найдена частота максимальной гармоники

тпык = -^-arg max Ф(т) и наибольшая из двух соседних гармоник
N  \<m<N

-  т ' , искомый параметр корректируется следующим образом:

Jftr _
ш ’ ~lv

''т-
п  Ф(т1) j (4 )

Рассмотрим параметр кривизны трассы. Чтобы охарактеризовать 
его степенью отклонения движения трассы от прямолинейного, оп­
ределим его как среднеквадратичное расстояние от отсчетов трассы
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до их проекции на прямую, соединяющую, начальную и конечную 
точки ветви:

тг — — 1 N
K = - f , / = j Z I / < o | ,  (5)

где / ( t)  -  функция локальной высоты, равная расстоянию от теку­

щей точки трассы до её проекции на отрезок трассы (рис. 12).

Рис. 12. Измерение параметра кривизны трассы

Параметр четкообразности характеризуется двумя признаками: 
кривизной и извитостью стенок трассы.

r(t)

Рис. 13. Иллюстрация изменения направления стенки 
по ходу движения ветви

Извитость стенки можно аналогично определить количеством 
экстремумов, которых достигает траектория движения стенки за 
единицу длины (рис. 13), или частотой функции локального радиуса 
ветви. Так же, как и в случае извитости трассы, воспользуемся дис­
кретным преобразованием Фурье и определим параметр извитости 
стенки следующим образом:
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— (arg max R(m)), 
N  1 <m<N (6)

где R(m)= y]r(t)e N
2nmt.2 nmt

N -  модули спектральных компонент дис-
t= о

кретной последовательности локальных диаметров ветви, N  -  коли­
чество отсчетов исходной последовательности.

Для определения кривизны стенок воспользуемся функцией 
диаметра вдоль трассы:

где г2 , г 2 -  соответственно дисперсия и квадрат математического 
ожидания локального диаметра ветви.

Параметр средней толщины ветви можно получить усреднением 
локальных диаметров:

Экспериментальные исследования проводились на тестовых изо­
бражениях трасс с заданными значениями частот и амплитуд.

При исследовании параметра четкообразности генерировались 
трассы, у которых ход стенки соответствовал синусоидальной функ­
ции с различными значениями частоты и амплитуды (рис. 14). По­
грешность, появляющаяся при построении оценок параметров, воз­
никает из-за влияния эффекта дискретизации изображения трассы. 
При исследовании параметра кривизны и извитости трассы генери­
ровались трассы, ход которых соответствовал синусоидальной 
функции с различными значениями частоты и амплитуды. На по­
грешность определения извитости трассы по (4) оказывает влияние 
алгоритм трассировки ветви [26]. Но это влияние не существенно. 
При определении же параметра кривизны (“амплитуды”) трассы су­
щественно на результат оценки влияет неравномерность шага аргу­
мента анализируемой функции, т.к. в отличие от параметра четкооб-

(7)
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разности при сканировании трассы используется равномерный шаг 
по дуге (по ходу анализируемой ветви древовидной структуры). 
Вследствие этого происходит искажение синусоидальной функции, 
что отражается в погрешности получаемой оценки.

Чтобы избежать данного эффекта произведем усреднение по ду­
ге трассы, заменяя усреднение типа:

f  = j \ f ( x ) d x ,  (8)
L о

усреднением следующего вида:
_  ,  А,

f h = - r \  (9)
А  о

где А  -  длина трассы, / (х )  -  функция локальных высот трассы 

(рис. 6). Если в качестве функции / (х )  рассмотреть синусоидаль­

ную функцию / (х) = A sin сох, то при вычислении параметра /  (5) с

_  2 Аиспользованием усреднения (9) вместо выражения g = -----, полу-
п

чаемого усреднением (8), получим следующее выражение:
f  . /  . Г ,------^ -7 \Л

_  А
Е (к)

 ̂ In^Асо + л/l + А 2со2 j 

2 + 2 Acos[\ + A W

Асо
к =  I ( 10)

\j\  + A2co2

где Е (к) -  полный эллиптический интеграл второго рода.

Для нахождения искомой оценки параметра кривизны трассы 
необходимо решить полученное уравнение (10) относительно неиз­
вестной амплитуды А , считая частоту со равной его оценке пара­
метра К !':г (6). Скорректированные оценки параметров, полученные в 

результате применения данного алгоритма представлены на рис. 14.
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Если рассматривать не отдельный элемент сетчатой структуры 
(ветвь), а совокупность нескольких (дерево), то можно определить 
следующие параметры: углы ветвления (были рассмотрены выше) и 
показатель ветвистости, который можно определить аналогично ме­
тодам исследования структуры молекулы органических соединений, 
описанный в работах [52, 51].

2.4 Структура древовидного объекта

Структура древовидного объекта описывается деревом конечно­

го порядка G = (V, Л') , где V = |  vt. i = 1, ivj - множество вершин дере­

ва, S  = {у,/ = l , i V - l j  -  множество ориентированных ребер дерева.

Порядок всех вершин графа, за исключением концевых, равен 3, по­
рядок последних равен 1. Концевая вершина у, называется началом

или корнем дерева. Каждой вершине у из множества V ставится в 

соответствие пространственная точка, называемая узловой точкой 

или просто узлом. В качестве веса ребра у . / = 1. Аг — 1. рассмотрим 

некоторую гладкую пространственную кривую без самопересечений 
х« = х«(/). ()</ < /.7. которую будем называть центральной линией 

(трассой) сегмента древовидного объекта.
Каждому ребру дерева у ставится в соответствие гладкая веще­

ственнозначная функция у ( /)> 0  (функция радиуса сегмента). 

Множество точек, принадлежащих объединению множества замкну­
тых шаров U В \х  ( /) ,/• ( /)! , называется сегментом пространст-

0 <l<Lt L  ' '  J

венного древовидного объекта (рис. 15).

Наличие «объемности» сегмента накладывает ряд ограничений 
на множество допустимых значений центральной линии, связываю­
щих кривизну центральной линии с функцией радиуса сегмента. Под 
ветвью древовидного объекта, ассоциированной с / -й концевой 
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вершиной, понимается совокупность сегментов, соединяющих / -ю 
вершину с корнем дерева.

Древовидным объектом называется совокупность сегментов и 
узловых точек, соответствующих некоторому дереву.

С медицинской точки зрения наиболее важными параметрами, 
влияющими на постановку диагноза и выбор тактики лечения, яв­
ляются -  локальное изменение диаметра сосуда и характер относи­
тельного изменения трассы сосудов в пространстве [53, 54].

I
II

/
/  /

/

C h

//I
I I
! * ,(i)  У / /

Q
L \\

\ N

О
о

Рис. 15. Сегменты древовидного объекта
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2.5 Модель изображения ветви древовидного объекта

Регистрируемое изображение дерева сосудов является многогра­
дационным монохромным. Изображение состоит из точек объектов 
(ветвей древовидного объекта) и фона. Фон представляет собой не­
которое изображение, не несущее полезной информации и завися­
щее от свойств тканей, окружающих сосуды. На изображении глаз­
ного дна фон составляет стекловидное тело и сетчатка глаза. На изо­
бражении коронарных сосудов основной фон составляет рентгенов­
ское изображение тканей сердца.

Будем описывать изображение некоторой функцией яркости 
1 (х ,у ) . Представим фон как некоторый двумерный стационарный

случайный процесс / ф(х ,у ) . Обозначим через I s (x.y) функцию, 

описывающую яркость сосудов в области S  . Рассмотрим две моде­
ли формирования изображения сосудов: аддитивную модель и мо­
дель врезки (рис. 16).

а) б)

Рис. 16. Модель изображения ветви древовидного объекта: 
а) аддитивная модель, б) модель врезки

Модель А. Аддитивное наложение объекта на фон, при этом изо­
бражение объекта меняется на негативное.
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Io(x,y) = I s (x,y) + I0 (x,y).

Эта модель (рис. 16а) соответствует формированию рентгенов­
ских изображений. В процессе рентгеновской съемки пучок рентге­
новских лучей просвечивает человека, а изменение яркости излуче­
ния фиксируется детектором и оцифровывается в виде изображения.

В действительности изображение дает коэффициент “поглоще­
ния” рентгеновского излучения, но для большинства материалов эта 
величина приблизительно пропорциональна плотности вещества, 
поэтому можно считать, что яркость получаемого изображения про­
порциональна плотности исследуемого объекта.

Модель Б. Модель врезки объекта.

'У {1Ф(х,у), ( x ,y ) tS .

Эта модель (рис. 166) соответствует формированию изображе­
ний в процессе фотографической съемки, когда сосуды глазного дна 
закрывают собой ткани, расположенные под ними. На участках со­
ответствующих фону яркость отсчетов изображения характеризует 
изменения глазного дна.

Фактически при регистрации диагностических изображений все­
гда присутствуют искажения, связанные с несовершенством оптиче­
ской системы, дискретностью фотоприемника, квантованием сигна­
лов, нестационарностью освещения и т.п. Далее мы будем рассмат­
ривать простейшую модель наблюдения в условиях линейной иска­
жающей системы и аддитивного шума. Шум представляет собой 
двумерный стационарный случайный процесс, в частности белый 
шум. Тогда модель формирования изображения можно записать в 
следующем виде:

l ( x ,y )  = I 0{x,y)* h{x, у) + I v (х, у),
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где h(x ,y) -  импульсная характеристика искажающей системы, 

/,. (х, у) -  функция яркости аддитивного шума, здесь операция * оз­

начает свертку сигналов.

2.6 Модель профиля яркости изображения ветви древовид­
ного объекта

Изображение проекции ветви древовидного объекта может быть 
описано проекцией его центральной линии и функцией профиля. 
Проекция центральной линии ветви древовидного объекта -  кривая 

у  (у ) -  рассмотрена ранее. Под функцией профиля hr(у ,г ) ,  для 

некоторого фиксированного значения у , понимается функция, в ка­

честве своих значений имеющая значения интенсивности изображе­

ния, взятые на прямой, перпендикулярной к х/ ( у ) .

Функция (у ,г )  при фиксированном значении у определяет

вид профиля проекции ветви и целиком зависит от способа получе­
ния изображения. Экспериментальные исследования показали [54], 
что функция яркости сосудов обладает определенными свойствами, 
которые необходимо учесть в разрабатываемой модели (рис. 17).

Приведем примеры возможных видов функции профиля.
Проекция эллипса. Профиль сегмента древовидного объекта в 

общем случае представляет собой эллипс с известными параметрами 
и проецируется на изображение в виде полуокружности (рис. 18а). 
Такая модель адекватна в случае ангиографической съемки сегмен­
тов больших диаметров.
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Изображение сосудов сердца

- J 2 .

f(n)

Изображение сосудов глазного дна

D
ш

Изображение фантома

f(n)

Идеальное изображение 
Рис. 17. Яркостные профили изображений
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A

Cl)

в) г)
Рис. 18. Различные виды фунщии профиля

Прямоугольный импульс. Наиболее простая модель, в этом слу­
чае профиль сегмента древовидного объекта аппроксимируется 
функцией прямоугольного импульса (рис. 186). Такая модель адек­
ватна в случае съемки непрозрачных для данного излучения объек­
тов.

Вторая производная от функции Гаусса. Эта модель с подчерк­
нутыми границами и ярко выраженным центром профиля (рис. 18в), 
хорошо подходит для аппроксимации тонких сегментов древовидно­
го объекта в случае рентгеновской ангиографической съемки объек­
та.

Разность emopoti производи oft от функции Гаусса н функции Га­
усса. В этой модели резко подчеркивается контур сегмента и менее 
центральная точка (рис. 18г).

34



Рассмотрим более подробно модели представления профиля 
изображения древовидного объекта, которые в дальнейшем могут 
использоваться в методах оценивания диагностических признаков 
ветвей древовидных объектов.

Модель 1. Функция Rect:

\А \п - п с\

1 D  I[0,| п - п с\
/ ( « )  = Rect

Модель 2. Функция Гаусса: f{n )  = А ехр
D~

Моделъ 3. Дробно-рациональная функция (ДРФ): 
А ^  А

/(и) =
-D-

оn - n cf + D 2 \ n - n cf + D 2 
А

D->  0.

0, - D - < 0.
{ n - n cf + D 2

Параметрами моделей являются значение толщины D , пс -  ко­

ордината центра скачка яркости; А -  яркость точек принадлежащих 
сосуду.

№ Функция Rect

функция Гаусса
дробно-рациональная

функция

Рис. 19. Модели профиля, приведённые к одному параметру толщины

На рис. 19 показаны графики функций различных моделей про­
филей, приведенные к одному значению параметра толщины. Ис­
пользуя предложенную модель изображения сосудов можно сфор­
мировать набор диагностических признаков, включающий в себя
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такие признаки, как: средний диаметр ветви, прямолинейность трас­
сы, амплитуда колебаний толщины ветви, чёткообразность ветви, 
частота колебаний толщины ветви, извилистость толщины ветви, 
частота колебаний трассы, амплитуда колебаний трассы, извили­
стость трассы.

2.7 Диагностические параметры древовидных структур

Анализируя диагностические изображения сетчатых (древовид­
ных) структур, можно выделить набор геометрических параметров, 
достаточно полно характеризующих данную структуру диагности­
ческого изображения:

1. Параметр линейной гемодинамики (локальный диаметр сосу­
да).

2. Средний диаметр ветви на выделенном сегменте.
3. Прямолинейность ветви. Прямолинейность характеризует от­

клонение ветви от прямолинейного направления.
4. Четкообразность ветви. Четкообразность ветви характеризует 

неравномерность толщины ветви.
5. Амплитуда колебаний стенки ветви. Параметр характеризует 

отклонение стенок от прямой линии.
6. Частота колебаний стенки сосуда. Характеризует изменение 

направления стенок ветви на единицу ее длины.
7. Извилистость стенки. Характеризует скорость изменения 

функции толщины вдоль трассы, аппроксимируемой гармонической 
функцией.

8. Извилистость трассы. Характеризует скорость изменения 
функции трассы (траектории ветви) на выделенном участке, кото­
рый аппроксимируется гармонической функцией.

9. Амплитуда колебаний трассы. Характеризует степень откло­
нения хода трассы от прямолинейного направления.

10. Частота колебаний трассы. Характеризует число изменений 
направления трассы на единицу длины ветви.
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Средний диаметр ветви D вычисляется по формуле:

где tn = п А , N  -  число отсчётов локального радиуса, измеренных 

вдоль ветви в достоверных точках, F -  средний радиус.
Прямолинейность ветви Рг характеризует отклонение ветви от 

прямолинейного направления и определяется как отношение длины 

L  v средней линии ветви к длине L прямой, соединяющей началь­

ную и конечную точки трассы:

Четкообразность ветви S  характеризует неравномерность тол­
щины ветви и определяется как отношение среднеквадратичного 
отклонения радиуса ветви к его среднему значению:

рат радиуса.
Амплитуда колебаний толщины ветви Ад характеризует откло­

нения стенок ветви от прямой линии и определяется по формуле:

Частота колебаний толщины ветви со0 характеризует измене­

ние направление стенок ветви на единицу ее длины и определяется 
как со0 = 2жт0 / N ,

где т -  номер максимального значения Фурье-спектра функции 
толщины.

Извилистость толщины / 0 характеризует скорость изменения 

функции толщины вдоль трассы аппроксимируемой гармонической

S  = y r 2 -  г 2 / г , где г -  средний радиус сосуда, г2 -  средний квад-

2 жпт
т„ =arg max

\\<m<N
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функцией с амплитудой Д  и частотой со0 и вычисляется по форму- 

ле. / 0 — AqCD0 .

Изешистостъ трассы /  характеризует скорость изменения 

функции трассы (траектории сосуда) на выделенном участке, кото­
рая аппроксимируется гармонической функцией Д  и частотой 0)] , 

по определению равна /, = А] о)] и определяется из уравнения:

p r = - J u i f - E ( k \  k = i j j i 7 7 ? ,
7Г

где Рг -  прямолинейность сосуда, Е(к) -  полный эллиптический 

интеграл 2-го рода.
Амплитуда колебаний трассы Д  характеризует степень откло­

нения хода трассы от прямолинейного и определяется по формуле:

д  = 2 /-ад Д 1 + 1 п (/1 +л/ Г ^ ) / ( / 1Л/Г 7 ^ )),

_  _  N

где /  -  средняя высота ветви: /  = 7У~1У ^ | / Д ) | ,  a / ( f )  -  функция
п- 1

высоты сосуда, /  -  извилистость трассы.

Частота колебаний трассы сох характеризует число изменений 

направления трассы на единицу длины сосуда и определяется по 
формуле: ц  =IljAl .
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3 АППРОКСИМАЦИОННЫЕ МЕТОДЫ ОЦЕНИВАНИЯ 
ДИАМЕТРА ВЕТВИ ДРЕВОВИДНОГО ОБЪЕКТА

Существуют несколько типов методов оценивания параметров 
толщины ветвей древовидных объектов на изображениях: методы 
непосредственного и косвенного измерения параметров; методы, 
основанные на моделировании; методы, основанные на применении 
искусственного интеллекта и нейронных сетей; комбинированные 
методы. В параграфе описываются аппроксимационные методы 
оценивания параметров. В основе аппроксимационных методов оце­
нивания лежит идея параметрической аппроксимации яркостного 
профиля выделенного на изображении фрагмента исследуемого со­
суда. Для определения параметра толщины D объекта предлагается 
три различных модели яркостного профиля, описанных ранее.

Исходный профиль -  профиль ветви, выделенной непосредст­
венно на диагностическом изображении, N  -  длина последователь­

ности. Модифицированный профиль -  / (n'j получается в результа­

те контрастирования исходного профиля. Для этого значения ярко­

сти точек исходного профиля приведем к диапазону [0,1], тем са­

мым устраним влияние масштабирующего коэффициента А . В ка­
честве значения центрального отсчета примем номер отсчета с мак­

симальным значением пс = argmax/ ( и )  . Тогда предложенные ранее
П

модели можно представить в следующем виде:

Функция Rect: / (п. D ) = Re ct

Функция Гаусса: f ( n , D)  = exp

Дробно-рациональная функция (ДРФ): / (п, D) = —-------
п +D
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Таким образом, все аппроксимационные методы основаны на 
том, что вместо исследования реальной функции проводят исследо­
вание модельной функции, приближенной к реальной при заданном 
критерии. При этом иногда аппроксимируется не сама функция, а её 
спектр, в таком случае получается спектральный метод.

В качестве целевой будем использовать следующую функцию: 
j v - i

S(D) = Y , ( y ( x i,D)~  / (х .) ) ' —» min, (11)
/=О

где y (x , D ) -  модельная функция; /(х )  -  исходный профиль.

Исходный профиль

Оценка толщины Л

10 20  3 0  ОД

Обработанный профиль

Аппроксимация профиля

Рис. 20. Схема работы аппроксимационных методов

В исследуемой задаче аппроксимации подвергается срез функ­
ции яркости изображения, взятый перпендикулярно направлению 
протяженного объекта. Общая схема работы аппроксимационных 
методов представлена на рис. 20.

Недостаток данных методов состоит в вычислительной сложно­
сти и необходимости определения точного направления сосуда. Дос­
тоинства в высокой помехоустойчивости и хорошей точности при 
40



правильном подборе модели аппроксимации. При оценивании пара­
метров толщины методами из данного класса были получены отно­
сительно маленькие погрешности при зашумлении изображения им­
пульсным шумом по сравнению с методом круглой рамки.

3.1 Прямые методы аппроксимации

Алгоритм поиска толщины состоит из четырех последователь­
ных действий. На первом шаге получается необходимый профиль с 
исходного изображения. После этого наступает этап предваритель­
ной обработки, на котором полученный профиль контрастируется, 
если необходимо проводится сглаживание профиля и инвертирова­
ние. В результате этого этапа мы имеем профиль с отсчетами, рас­
положенными в интервале от 0 до 1. После этого мы проводим ап­
проксимацию исходного профиля модельной функцией, а затем ана­
лизируем полученную функцию и производим оценку параметров 
толщины объекта.

Модель Rect
Представим срез функции яркости, взятый перпендикулярно на­

правлению сосуда, в виде прямоугольного сигнала (12). Эта модель 
хорошо себя показывает на идеальных изображениях или изображе­
ниях, прошедших предварительную пороговую обработку.

где D -  искомая толщина ветви древовидного объекта.
Реальные изображения не обладают четким разделением на 2 

уровня яркости, поэтому модифицируем формулу (12), чтобы рас­
ширить область её применимости:

_ Х ^ [1 , |х| < П /2; 
D ) [о, иначе,

( 12)

^max, \ x - x c\<D/2;  
иначе,

(13)
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где хс -  координата центра скачка яркости; /'шж -  максимальная 

яркость скачка; Fmm -  средняя яркость фона.

Для определения параметров модели воспользуемся методом 
моментов [64]. Т.е. приравняем теоретические обобщенные моменты 
модельной функции к эмпирическим:

1 N ~ I _
— Z Wk ( « ) / ( « )  =  Т7Т J  w k (* ) /  (X, D)dx,
TV ,I=i |Л |  s

(14)

где Wk(x) = x , к = 1,т, S  -  область интегрирования. 

Применяя метод моментов к модели Rect, получим:
1 N  1 D / 2  п

— У  л « )  = —  f dx = — ,
I n  J I n2a 2a=1 -£}/2 

где a -  половина длины профиля.

D =
2a_ NN ~ / ~ \ 

У  f ( n )=2a-Mx( f (n ) ) .

(15)

(16)

1

0.5

0
0 20 40 eo

Puc. 21. Пример аппроксимации исходного профиля функцией Rect

Из формулы (15) видно, что толщина сосуда оценивается сле­
дующим образом:

Использование метода моментов позволяет не центрировать ис­
ходный профиль перед поиском параметров. Результат работы ме­
тода прямой аппроксимации исходного профиля моделью Rect пред­
ставлен на рис. 21.

Модель ДРФ
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Модель, основанная на использовании дробно-рациональной 
функции:

где D -  значение, пропорциональное искомой толщине.
Для поиска параметров модели применяем так же, как и в случае 

с аппроксимацией прямоугольным сигналом, метод моментов. Для 
первого момента получим:

Для решения этого уравнения воспользуемся методом последо­
вательного приближения Ньютона [65]. Для этого сначала выбираем 
начальное приближение оценки толщины, а потом уточняем, ис­
пользуя формулу (19) до тех пор, пока изменение на каждом шаге не 
достигнет требуемой точности.

Рис. 22. Пример аппроксимации профиля моделью ДРФ  

Пример результата аппроксимации, полученной таким образом, 
можно видеть на рис. 22.

(17)

dx = — arctg— . 
a D
D а

(18)

Я Ю
п ю

(19)

0.5

о
о ю 20 30
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3.1.1 Аппроксимация профиля ступенчато-многочленной мо­
делью

Отличительной особенностью ступенчато-многочленной модели 
является то, что многочлен аппроксимирует только область самого 
сосуда, а константы -  фоновую область.

1. Парабола 2-й степени + две ступени (общий случай)
В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид (рис.

23):

У =

С, х < А:

ах2 +Ъх + с, А < х < В : (20)
С, х> В.

X

Рис. 23. Парабола 2-й степени + две ступени. Общий вид 

При использовании МНК подлежащий минимизации функцио­
нал выражается формулой:

J  = £ ( Q - у ) 2 + £  +bx, + с-у,)2 +
% <А А<% <В

+ Z ( C2
xi>B

(21)

Функцию (21) нельзя дифференцировать по А и В, поэтому вре­
менно предположим их известными.
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Тогда, приравнивая нулю производные по оставшимся парамет­
рам, получаем следующее решение:

где N 3 -  число таких точек, в которых х; > В .

Коэффициенты параболы находятся из системы уравнений:

В уравнениях (24) суммы берутся по точкам, в которых 
A < x t <B . Нахождение Л и В придётся вести каким-либо методом 

оптимизации (нахождение минимума функции (21) двух перемен­
ных, так как остальные пять переменных вычисляются по формулам 
(22), (23) и (24)). Координаты вершины параболы определяются

формулами х0 = --^—,у 0 = с -  . Левая граница толщины -  такая

точка хл, которая лежит левее х0, и в которой имеет место равенство

Аналогично правая граница толщины -  такая точка хп, которая 

лежит правее х0, и в которой имеет место равенство

(22)

где Aj -  число таких точек, в которых х. < А . 

Аналогично

(23)

+6Е х<+с& 2 =2 > 12>’1; 
< + 6& 2+сИ х, = И х,у,’

« Z х.2 + + сЕ 1 = Z  У г ■

(24)

ах2л +Ьхл +с = у 0+Ц С 1- у 0). (25)

а х 1 + Ь х п +  с = Ло + f  ( Q  -  Ло )• (26)

Собственно толщина равна величине
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(27)

Коэффициент 2/3 в формулах (25) и (26) подобран эмпирически 
из наглядных соображений. Теоретическое значение приведено ни­
же (п. 3.1.2).

Описанная модель (20) имеет недостаток -  разрывы в точках А и 
В . Возможно, что лучше (визуально) профиль сосуда описывает 
модель без разрывов, хотя её среднеквадратическая погрешность и 
будет немного больше.

2. Парабола 2-й степени + две ступени (без разрывов)
Аппроксимирующая функция имеет такой же вид (20) (рис. 24), 

но накладываются условия непрерывности:

ах2 +Ъх + с\ = С,;
< (28) 

ах + Ьх + с\ = С ,.

Рис. 24. Парабола 2-й степени + две ступени, без разрывов 

Формулы (22) и (23) для ступеней CjH С2 сохраняются. Условия 

непрерывности (28) сокращают число неизвестных параметров -  два 
из них выражаются через другие:

1д:=Б

С,

■Уо

А хо В X

(29)
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Подставив величины (29) во второе слагаемое функционала (21), 
после преобразований получим:

J 1 = X  I"[-У ~(A+B)xt +АВ\+-
А<х,<В I

С„ -С , с ,в -с пл
Х.+------=— У,-

В - А В - А
(30)

Неравенства под знаком суммы строгие, так как в точках А и В 
выражение в квадратных скобках равно нулю. Приравняв производ­
ную от (30) по а  нулю, получим уравнение с одним неизвестным:

-[(А + В)2 + 2 A £ ]J V  -  ]
2 Х - 2  (А + £ ) Х

-2  АВ(А + В ) ^  х, + А2 В 2 Y ,  lj

(31)“ {Л+В)Z * '  +  /Ш2 > . }  +

+ £ | г т 1 Ш т - ('4 + В )& + ^ 1! =

= Z  у я  -  (А + y t ■

После нахождения а  оставшиеся коэффициенты находятся по 
(29). Нахождение А, В и толщины производится так же, как и для 

предыдущей модели. Эта модель программно реализована. Резуль­
тат работы аппроксимации представлен на рис. 25.

1

0,5

О
О 10 20 30 40

Рис. 25. Пример проведения аппроксимации профиля моделью парабола 

У обеих моделей есть недостаток -  большой объём вычислений 
при решении двумерной задачи оптимизации. Сократить его можно 
двумя способами. Первый заключается в использовании того факта,
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что нам надо найти толщину сосуда не в одной точке, а вдоль всей 
трассы. Последовательные точки трассы находятся достаточно близ­
ко друг к другу, это означает, что параметры соседних профилей 
отличаются достаточно мало. Поэтому полную задачу оптимизации 
можно производить редко, а в остальных случаях в качестве началь­
ного приближения использовать результат от предыдущего профи­
ля, что резко снижает количество шагов алгоритма. Второй способ 
(причём он не отменяет целиком первый) состоит в замене двумер­
ной задачи оптимизации двумя одномерными. Это можно сделать, 
используя симметризованный профиль. При этом отдельно вычис­
ляются толщины слева и справа от центральной точки профиля. 
Идея ранее была использована при применении методов измерения 
толщины, предполагающих (в отличие от параболы) примерную 
симметричность профиля относительно его центральной точки [см. 
ниже]. Это условие в ряде случаев нарушается из-за реальной не­
симметричности профиля или прохождения трассы не по централь­
ной линии сосуда. Поэтому берут каждую половину профиля, сим­
метрично отражают и затем складывают две толщины. В нашем 
случае объём вычислений сокращается за счёт того, что симметрич­
ная аппроксимирующая функция имеет меньше параметров.

3. Парабола 2-й степени + ступень (симметричный случай без 
разрывов)

В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид (счита­
ем, что начало координат помещено в центре симметризованного 
профиля) (рис. 26):

Г С, | х |  >А;
Н  2 L a (32)I ах + с, х < А.

Условие непрерывности:

ах2 + с\ =С. (33)
I х = ± А  V 7
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В силу симметрии функция чётная, а вершина параболы лежит в 
точке (0 ,с ) .

Рис. 26. Парабола 2-й степени + ступень, симметричный случай без разрывов 

Подлежащий минимизации функционал выражается формулой

j = y , ( c - j , ) 2+ Z  (°х<2 + с ~ у <)2 -> min- ид'»
hM NM

За счёт условия непрерывности сокращается число параметров: 
с = С - а А 2. (35)
Аналогично (22) имеем

1
С = —  У  у, 

N, ^  ‘1 |х,|>Т
(36)

где Aj -  число таких точек, в которых |х!. | > А .

Подставив равенство (33) во второе слагаемое функционала (34), 
после преобразований получим:

J 1 = Z  {а {х  ̂~ а2) + с ~ у]  ->mm. (37)

Приравняв производную от (37) по а  нулю, получим уравнение с 
одним неизвестным:

« Е х.4 -2 Л 22 > 2+ Л Т 1 )  =

= X >а,2 - А * Z  y t -  CZ х<2+СА2 Z 1
(38)
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После нахождения а  оставшийся коэффициент с находится по

Нахождение А ведётся каким-либо методом нахождения мини­
мума функции (34) одной переменной, так как остальные три пере­
менные вычисляются по формулам (37), (38), (35).

Правая граница толщины -  такая точка Х п , которая лежит правее 

нуля, и в которой имеет место равенство

или с учётом координат вершины хп = -у-А(А — с ) . Собственно тол­

щина равна величине

В первом приближении модель, описанная выше, вполне доста­
точна, но есть некоторые мелкие недостатки. Если центр профиля 
недостаточно близок к центру сосуда, то на одном из симметризо- 
ванных профилей в центре будет не один минимум, а два минимума 
и максимум между ними. Это не очень согласуется с моделью пара­
болы, в то же время отказ от симметризации сильно увеличивает 
объём вычислений (см. выше). Кроме того, при определённых усло­
виях (наличие отблеска) подобный вид профиля получается и без 
симметризации. Оба вида профиля можно учесть, если использовать 
вместо параболы многочлен четвёртой степени.

4. Парабола 4-й степени + ступень (симметричный случай без 
разрывов)

В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид (начало 
координат помещено в центре симметризованного профиля) (рис.

(35).

ах2п+с = Уо+НС~Уо1 (39)

t = 2xn. (40)

27):

:4 + Ьх2 + с, |х| < А. 

Условие непрерывности:

(41)
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ax +bx +c\ = P.
I x=±A

(42)

В силу симметрии функция чётная, вершина кривой лежит в 
точке (0,с). Точка минимума лежит в точке (х0,у0), координаты 

которой зависят от числа экстремумов кривой (наличия ямки). А 
именно, если нет ямки ( — Ь/2а < 0), то х0 = 0, у0 = с ; если есть ямка

( -Ь /2а  > 0), то х0 = ±yj-b/2a,  у 0 = с - Ь 2 /4а . Здесь мы предположи­

ли, что а > 0 -  ветви направлены вверх, исключительный случай 
(он, очевидно, маловероятен) будет упомянут ниже.

- А
Рис. 27. Парабола 4-й степени + ступень, симметричный случай без разрывов 

Подлежащий минимизации функционал выражается формулой:

J =  X  ( P - y f  + Z  (°х<4 +bx‘ +с ~ уУ  ->min.
Ц \>A

(43)

За счёт условия непрерывности сокращается число параметров: 

с = Р - а А 4-ЬА2. (44)

Аналогично (36) имеем:

1

1 |х,| >А
(45)

где Aj -  число таких точек, в которых х!. > А .
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X

Рис. 28. Поиск значений, удовлетворяющих минимуму функционала

Подставив равенство (44) во второе слагаемое функционала (43), 
после преобразований получим:

J l = Y J {a(x- ~ А А) + Ь[х2г - А 2)+ р -у}^  ->min. (46)
\x i \< А

Приравняв производные от (46) по а и b нулю, получим систе­
му уравнений:

Решив эту систему, найдём а и b ; с определяется из равенства 
(44). Нахождение А ведётся каким-либо методом нахождения мини­
мума функции (46) одной переменной, так как остальные четыре 
переменные вычисляются из равенств (45), (47), (44).

+ й £ > ,6 -  А22 > ,4 -  А42 > ,2 + А 6Х 1) =

=2>л4 -л42 > , + т м 4х  1, 
«(2>.6 -  ̂ 2& 4 -  л4И хг + ̂ Е 1) 4-

(47)
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Правая граница толщины -  такая точка хп , которая лежит правее 

точки х0, и в которой имеет место равенство:

ах4п +Ьх2п +с = у 0+ Ц Р - у 0). (48)

Причём требуется брать наибольший (по модулю) корень. Это 
условие необходимо для предотвращения случая, показанного на 
рис. 29. Собственно толщина равна величине t = 2хп .

ИСТИННЬ корень

Ложный корень Ложный корень

Рис. 29. Истинные и ложные корни выражения, удовлетрворяющего 
минимуму функционала

Ранее упоминался исключительный случай, когда в целом ветви 
идут вниз, так как а < 0 , но в области сосуда вверх, так как Ъ> О 
(48). При этом в точках экстремумов максимум меняется на мини­
мум и обратно, поэтому приведённые выше рассуждения становятся 
неверными.

В этом случае поступаем следующим образом. Если у 0 окажется 

больше Р , то положим х0 = 0. у,, = с: и далее действуем, как в об­

щем случае (см. формулу (48)). Отличие состоит в том, что требует-
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ся брать наименьший (по модулю) корень. Коэффициент 2/3 в фор­
муле (48) подобран эмпирически из наглядных соображений и взят 
таким же, как и в случае параболы 2-й степени. Отличие в том, что 
теоретическое значение не является константой.

3.1.2 Выбор уровня функции вычисления толщины

При определении толщины сосуда существуют два плохо фор­
мализуемых (в настоящее время) вопроса. Первый -  выбор диаметра 
рамки, который в ряде методов равен длине профиля. Второй -  в 
аппроксимационных методах, если аппроксимирующая функция 
отлична от константы (прямоугольника), необходимо выбрать, ка­
кой уровень значения функции соответствует границе сосуда. Сей­
час оба эти вопроса решаются экспериментальным или интуитив­
ным способом [45]. Однако здесь приводятся подходы, позволяю­
щие эти вопросы решить конструктивным образом.

В дальнейшем изложении будем использовать ряд предположе­
ний. Профиль считается симметризованным и обращённым -  сосуд 
светлее фона. Аппроксимирующая функция считается нормирован­
ной, если максимум равен единице, минимум (подставка) нулю. Ап­
проксимирующая функция при возрастании аргумента стремится к 
нулю. Направление сосуда считается известным, поэтому профиль 
является перпендикулярным к трассе.

Далее будет рассмотрено несколько аппроксимирующих функ­
ций и для них будут приведены уровни значений функции и соот­
ветствующие толщины.

1. Прямоугольник (Rect)
Эта модель очень проста (рис. 30), в ней нет вопроса выбора 

уровня, но на ней можно привести доказательство правила выбора 
радиуса рамки, и в дальнейшем, действуя по аналогии, доказать вы­
бор уровня.
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I \ f
1

~k  s

Рис. 30. Аппроксимирующая функция Rect

В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид:

Г1, |х| < г;
/ ( * ) =  _ ' ' (49)[О,иначе,

где R -  радиус рамки.
Для двухградационного изображения наибольшая дисперсия яр­

кости достигается в случае равенства площадей, занимаемых каждой 
градацией. Здесь мы это докажем для одномерного случая и полу­
чим правило для выбора радиуса рамки.

Максимум функции (50) равен одной четверти и достигается при 
R = R0 =2r . Отсюда вытекает правило выбора радиуса рамки: оп­

тимальный радиус рамки равен двум толщинам сосуда. В таком виде 
правило нельзя применить на практике, так как толщины мы ещё не 
знаем. Реально это правило можно использовать тремя способами:

1) взять пробное значение радиуса рамки, вычислить начальное 
значение толщины, и на его основе получить новое значение радиу­
са (возможно выполнение нескольких итераций);

(50)

55



2) аналогичен предыдущему, но новое значение радиуса исполь­
зуется не для текущей, а следующей точки трассы;

3) изменяя размер рамки, найти такой, при котором достигается 
максимум дисперсии яркости на профиле (не аппроксимированной).

Оптимальность понимается в следующем смысле: конфигурация 
с максимумом дисперсии является наиболее устойчивой к шумам.

При модели прямоугольника толщина t равна параметру г , то 
есть можно записать равенство:

t = R0/ 2. (51)

Мы распространяем формулу (51) на произвольную модель. Та­
ким образом, получаем правило вычисления толщины: толщина 
равна половине оптимального радиуса рамки при выбранной модели 
аппроксимации. Уровень функции, строго говоря, приводится, толь­
ко из соображений наглядности. Далее приведём результаты дейст­
вия этого правила на нескольких моделях аппроксимации.

2. Степенная функция
В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид:

/(* )  =
1 -

fV /
х < г;
1 ' (52)

О, иначе.

Параметр п не обязательно целый, но должен быть положитель­
ным.
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Рис. 31. Аппроксимирующая степенная функция

Вычислим дисперсию.

— г 
/  = 37R п + 1

г
Df = ^

f  =

In 2

2 п2
R (п + \){2п +1)

R (и + 1)(2и + 1) R 2 (п +1)2 '
(53)

Максимум функции (53) равен
(2и + 1)2

и достигается при

R = R n = г ^ И + ' . Исходя из формулы (51) получаем значение тол­

щины:
и +1

2я +1
t = r ' T — ;- (54)2п + 2
Отметим, что, как и следовало ожидать, при п —> со получаются 

значения для модели прямоугольника.
Значение толщины (54) соответствует уровню функции

/ ( *  =  0  =  1-
2и +1 
2п + 2

. Приведём значения уровня для частных слу­

чаев.

57



n Уровень

1 |  = 0.25

2 0.306

3 —  « 0 33512

4 -2^2-« 0  34410000

00 l - - j ^ 0 .3 9 3
\Je

Из этой таблицы следует, что при модели параболы 2-й степени 
-  формулы (25), (26) и (39) -  точное значение коэффициента равно 
не -§-« 0.667 , а (с учётом обращения профиля) 0.694 . Что каса­

ется формулы (48), то здесь ситуация хуже -  в модели параболы 4-й 
степени присутствуют два слагаемых, кроме того, может быть ямка. 
Если нет ямки, то, вероятнее всего, коэффициент лежит между 0.656 
(п = 4 ) и 0.694, поэтому 2/3 вполне допустим. Если ямка есть, то 
обосновать коэффициент, исходя из отдельных степеней, трудно.

3. Дробно-рациональная функция
В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид:

д * ) = - А г .  (55>X +г
Для упрощения вычислений, рассмотрим приближённое вычис­

ление дисперсии, предполагая, что пределы можно расширить до 
бесконечности. Благодаря этому выражение для дисперсии, как и в 
предыдущих двух пунктах, будет иметь простой вид: сг!R -  с2!R 2, 

позволяющий аналитически найти максимум.
1 R  2 1 +со 2

—  1 Г Г , 1 f  Г  Г  7Z
1 л 2 1 +со

/  = -----{ -~г—yd* ® ' -dx = -
2R JR x l + rl R J0 x2 + r2 R

  i  R  f  2  \ 2  ,  + 0 0  4

/ 2 = : * R I  V T T f *  ’  W f
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D f =
1 nr  1 2 2 n r (56)
R 4 R2 4

Максимум функции (56) равен 1/16 и достигается при 

R = R () = 2 яг .

Рис. 32. Аппроксимирующая дробно-рациональная функция

Исходя из формулы (51) получаем значение толщины: 
t = яг. (57)

Это значение толщины соответствует уровню функции 
1

/ ( *  =  0 =  - : 0.092. Полученные значения толщины и уровня
1 + я 2

вызывают сомнения -  толщина получается слишком большой, а 
уровень слишком низким по сравнению с наглядным представлени­
ем и моделями из пункта 2. Возможно, это связано с тем, что замена 
пределов на бесконечные является слишком грубой из-за того, что 
функция убывает медленно.

Для проверки данного предположения, сделаем точный расчёт.

f  = L m s г R
 arctg—.
2 R г

Df = г R г 2
-Т77 arctS  -zparctg  — .

2 R r R r2(r2 + R 2)
R

(58)

Найдём максимум функции (58). Введём безразмерный параметр 
у = R / г . Тогда выражение для дисперсии примет вид:

59



Df =----------------------- ^  +  —2(1 + / )  2y
1 / 4 1 2+ — arctg(y) -arctg y.

2 У У
(59)

Чтобы найти максимум этой функции, необходимо решить сле­
дующее уравнение:

Корень уравнения лежит на отрезке [3.5; 3.6], причём намного 
ближе к 3.5, поэтому примем у  = 3.5 . Максимум функции (58) равен

0.086 и достигается при R = R()=3.5r. Таким образом, значение

толщины:

Это значение толщины соответствует уровню функции 
/ ( х  = t) = 16/65 « 0.246 . Новые значения толщины и уровня значи­

тельно правдоподобнее и должны использоваться в практических 
расчётах.

4. Функция Гаусса

d(D f) _ у  1
arctg(y) +

dy (1 + у 2)2 2у2
(60)

2 г 2+— arctg у    arctg (у)
Т У

t = 1.75г. (61)

1

о

Рис. 33. Аппроксимируящая функция Гаусса
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В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид:

(62)

Вначале рассмотрим приближённое вычисление дисперсии, 
предполагая, что благодаря намного более быстрому убыванию 
функции, чем в пункте 3, пределы можно расширить до бесконеч­
ных. Затем мы докажем, что это сделать можно.

Максимум функции (63) равен 1/8 и достигается при

R = Rq = <7л[2л: ~ 2.507<т, Исходя из формулы (51) получаем значе­

ние толщины:

Это значение соответствует уровню е~п 12 ~ 0.208.
Теперь рассмотрим точное вычисление. Если пределы не заме­

нять на бесконечные, то ответ выражается через функцию [55]:

(64)



Найдём максимум функции (65). Введём безразмерный параметр 
у = R I сг . Тогда выражение для дисперсии примет вид

Чтобы найти максимум этой функции, необходимо решить сле­
дующее уравнение:

Приближённое (с точностью 0.05) значение его корня равно 2.5, 
что в пределах точности корня не отличается от значения 2.507, по­
лученного при замене пределов. Это означает, что мы можем ис­
пользовать значения, полученные ранее формулу (64).

5. Парабола 4-й степени
В данном случае аппроксимирующая функция имеет вид:

Знак минус соответствует кривой без ямки, а плюс с ямкой (68).

(66)

(67)

иначе
(68)



O r  R  x

Puc. 34. Аппроксимация параболой 4-й степени (без ямки)

f
1

О Г R

Рис. 35. Аппроксимация параболой 4-й степени (с ямкой)

Величина г -  такое значение х , при котором / (х) = 0 . 

Исключительный случай (см. (68)) с учётом обращения профиля, 
в котором коэффициент при 4-й степени положителен не будем рас­
сматривать по причине его малой вероятности и выпадения из обще­
го вида рассматриваемых функций.

Рассмотрим сначала вариант со знаком минус. Величина г равна

(69)
ь42

Вычислим дисперсию.
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(70)

где введены обозначения:

я 1 2А = г —■ —----- -
Ь4 а4 5 1а4Ь2 9а* ’
1 2 > 5 2г7 г9
- Г  7  —  + ----- 777" “I :

(71)

Максимум функции (70) равен ----  и достигается при

Исходя из формулы (51) получаем значение толщины:

' = 7  (72)

Явный вид не приводим ввиду его большой сложности, по этой 
же причине не приводим значение уровня, кроме того, в отличие от 
моделей из предыдущих формул, он не является константой.

В случае варианта со знаком плюс формулы сохраняют силу с 
точностью до обозначений. А именно, немного изменяются выраже­
ния для г, А, В :

г = (73)
Ьу/2

А = г+-
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в  =r
Г + ЗЬ2 5 a4V

(74)

Аналогичным образом можно для любой модели аппроксимации 
найти теоретически обоснованное значение толщины и оптималь­
ный размер рамки (длину профиля).

3.2 Спектральные методы

В основе этой группы методов лежит преобразование Фурье [64]. 
Дискретный спектр F(m) конечной последовательности / ( п) опре­
деляется следующим образом:

N12 2п
F(m) = Y j /(« )exp (-z—  пт). (75)

n = - N / 2  А

Для обеспечения инвариантности к сдвигу профиля относитель­
но центра сосуда будем производить аппроксимацию квадрата мо­
дуля спектра, который является вещественной четной функцией. 
Таким образом, задача параметрической аппроксимации спектра 
профиля заключается в минимизации целевой функции:

N~l I 1~ 2 \ 2
S(D) = Y \ F 2 \F(m)  I -^m in, (76)

m=0 ' '

Nl2 ~ 2n
где F(m)= Y  f(n )e \p (—i— пт), дискретный спектр исходного

n = - N / 2  N

профиля.
В некоторых случаях для уменьшения времени получения оцен­

ки применяется метод последовательного приближения, при этом 
сначала осуществляется определение толщины каким-либо относи­
тельно быстрым методом, а затем методом бинарного поиска произ­
водится уточнение полученного значения. Недостаток такого подхо­
да -  усложнение реализации алгоритма.

Модель Sync
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Эта модель представляет собой спектральный аналог модели 
Rect. Дискретный спектр последовательности модели Rect:

Sync(m,D) = F(m,D) =

5К ^ (1 + Р ) )  (77)
. жт sin----

N
Высокочастотные компоненты спектра отвечают за шумовые со­

ставляющие сигналы, поэтому будем проводить аппроксимацию 
только главного лепестка спектра, ширина которого обратно про­
порциональна ширине сосуда. Этот факт позволяет нам упростить 
процедуру оценивания толщины до поиска первого локального ми­
нимума спектра исходного профиля. Для ускорения работы метода 
вычисления проводятся в два этапа. На первом этапе оценка прини­
мается равной оценке полученной применением модели Rect на ис­
ходном профиле, затем уточняем результат, проводя поиск локаль­
ного минимума спектра исходного профиля. Для найденного таким 
образом значения частоты Q  вычисляем оценку толщины по фор­
муле (78).

Такой подход позволяет сократить время выполнения метода в 
среднем на 30%. Результат проведения аппроксимации спектра ис­
ходного профиля моделью Sync представлен на рис. 36.
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Рис. 56. Пример аппроксимации профиля моделью Svnc

3.3 Примеры аппроксимации

На рис. 37 показаны результаты аппроксимации одного и того же 

профиля или его спектра рассмотренными выше моделями.

Данные методы оценивания толщины были исследованы с ис­

пользованием имитационного моделирования тестовых изображе­

ний, для которых параметры были известны априорно. При этом вид 

тестовых изображений максимально соответствовал реальным изо­

бражениям. В качестве тестового объекта использовались прямоли­

нейные и криволинейные участки ветвей древовидных объектов. 

Примеры результатов оценивания толшины приведены ниже (табл. 

1). Достоинством описанных методов является их высокая точность 

и помехоустойчивость. Недостатком является необходимость указа­

ния сечения, а также вычислительная сложность.
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Рис. 57. Применение различных аппроксимационных методов: 

а) модель Rect; 6) модель ДРФ; в) модель парабола; г) модель Svnc
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Таблица 1
Примеры результатов оценивания толщины
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ЕЯ 6 6,59 6,60 5,84 6,14 5,19

И 14 13,99 14,67 13,16 13,60 13,05

н 5 5,79 5,91 5,13 5,48 5,53

■ 5 5,19 5,35 4,32 4,96 4,03

с 20 19,91 20,02 18,05 18,61 18,26

и 10 9,59 9,92 8,67 9,23 8,52
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4 МЕТОДЫ МОРФОЛОГИЧЕСКОГО АНАЛИЗА 
ДРЕВОВИДНЫХ СТРУКТУР ДИАГНОСТИЧЕСКИХ 
ИЗОБРАЖЕНИЙ

В данной главе описан подход, позволяющий модифицировать 
геометрические признаки таким образом, чтобы учесть морфологи­
ческие особенности древовидных структур [56, 59, 60, 62, 63, 64, 65]. В 
качестве примеров диагностических признаков будут использованы:

1. Прямолинейность Р г , характеризующая степень отклонения 
функции средней линии сосуда от прямолинейного хода. В качестве 
базовой оценки прямолинейности, будем использовать отношение 
длины кривой Lv к длине L отрезка, соединяющего начальную и 
конечную точки кривой.

2. Извитость I , характеризующая скорость изменения функции 
средней линии сосуда. В качестве базовой оценки, будем использо­
вать определение извитости для гармонической кривой с амплиту­
дой А и частотой (й , т.е. величину, равную произведению А и (О .

Данный метод может быть использован для обеспечения инвари­
антности признаков, увеличения степени устойчивости признаков к 
шумам, а также для разработки новых признаков.

После ввода диагностическое изображение глазного дна подвер­
гается обработке с целью получения центральных линий сосудов, 
например с использованием метода трассировки [60], упомянутого 
выше. Полученное дискретное представление центральной линии 
сосуда является исходными данными для разработанных методов и 
алгоритмов.

Исходную непрерывную центральную линию сосуда определим 
в параметрическом виде:

у(  f ) e R 2, f e [ f l5f2]. (79)

Будем считать, что y{t) представляет собой регулярную кривую 
с натуральной параметризацией.

Входными данными является последовательность точек:
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(80)

Она определяет среднюю линию сосуда, где у е R2 — координаты 

точек средней линии после дискретизации, N  -  количество точек 
после дискретизации. Рассматривается случай эквидистантой дис­
кретизации исходной непрерывной центральной линии (см. 38).

Рис. 38. Дискретизация кривой: а) по параметру, б) на прямоугольной сетке

Следует рассматривать случаи дискретизации исходной кривой: 
случай дискретизации кривой по параметру и случай дискретизации 
кривой на прямоугольной сетке (рис. 38). Первый случай имеет ско­
рее теоретический интерес и может выступать как модель или слу­
жить эталоном при проведении экспериментальных исследований. 
Второй случай встречается в реальных задачах при обработке циф­
рового изображения [61].

4.1 Разбиение кривых на лепестки

Основа морфологического анализа -  разбиение центральной ли­
нии на части (морфемы) с последующим оцениванием геометриче­
ских характеристик этих частей и расчётом на основе полученных 
значений морфологических признаков центральной линии в целом.

Каждую непрерывную центральную линию можно разбить на 
части бесконечным числом способов. Например, один из подходов, 
применимый к дважды непрерывно дифференцируемым централь-

о) б)
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ным линиям y(l ) с конечным числом точек перегиба на некотором 

отрезке \а,Ь\, заключается в разбиении линии на основе точек пере­

гиба. Саму последовательность точек X , по которой происходит 
разбиение можно записать в виде следующего выражения:

д г ‘
= 0 ;«  = 0,7V:

(81)

a< tQ <tl <...<tN < b,

где N  +1 -  количество точек перегиба.
Будем называть лепестками области, ограниченные кривой меж­

ду двумя соседними точками разбиения и отрезком, соединяющим 
эти две точки. Пример разбиения кривой представлен на рис. 40. 
Области, соответствующие лепесткам, заштрихованы.

Рис. 39. Пример кривой разбитой на лепестки

В случаи дискретного представления центральной линии сосуда, 
удобно использовать не последовательность точек, по которым про­

изведено разбиение на кривые, а последовательности Н  = | ^ } |  и

-  соответственно номеров начальных и конечных точек 

лепестков в последовательности (80).

4.2 Оценивание геометрических параметров лепестков

Для построения морфологических признаков используются опи­
санные ниже геометрические характеристики лепестков.
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Рассмотрим рис. 40: первой точкой / -го лепестка будем назвать 

точку Д = хн , последней точкой -  /у = хЕ . Отрезок aibi будем на­

зывать основанием / -го лепестка, а его длину 1) = |яД.| полуперио-

дом лепестка. Максимальное значение расстояний от точек лепестка 
до его основания назовём амплитудой лепестка и будем обозначать 
Д. . Вычислить Д. можно по следующей формуле (82):

(82)

где с/ (х, ) - расстояние от точки х, до её проекции на отрезок aibi .

т

b t
Рис. 40. Пример лепестка центрапъной линии 

Оцениваются величины Lj -  длина дуги лепестка и Sj -  пло­

щадь лепестка, имеющие очевидный смысл.
Для вычисления геометрических параметров лепестков исполь­

зуется линейная интерполяция отсчётов кривой, что позволяет су­
щественно упростить расчёты при сохранении приемлемой точно­
сти.

Указанные выше геометрические параметры могут быть вычис­

лены с использованием матриц расстояний и (<уу ) углов по

формулам (86), (87) и (85). Элементы матрицы для последова­

73



тельности (80) и могут быть записаны в виде следующего выраже­
ния:

<83)

где /, у е 1, N , ||х|| -  евклидова норма вектора х  . Элементы матрицы 

( (рц j  для последовательности (80) и могут быть записаны в виде 

следующего выражения:

а  (х ; -  х, j , если /' < у;

(ptJ =  < 0, если /' =  у; (84)
'Л если / > у .

где / ,yel , iV,  а ( х )  -  скалярная функция векторного аргумента,

значение которой есть угол между указанным вектором и осью абс­
цисс. Площадь лепестка оценивается по формуле (85):

S. =
1 в,-\ y
т Е  [ick +ck+i ) 5k<Mi)™s(Pk<Mi)) --52HlEl sin2срн

k=Ht ^

{ с к - 1 + s k<k-1) s i n , еслиMi = \ ,K  ~ ^ к ф Н п 
\o , если 3/ = \ ,K  —» к = Н г

(85)

Модуль первого слагаемого в формуле (85) представляет собой 
сумму площадей трапеций (рис. 41, площадь / -й трапеции за­
штрихована сверху вниз). Модуль последнего слагаемого представ­
ляет собой площадь прямоугольного треугольника с гипотенузой 
8не и  одним из углов аНЕ (рис. 41, площадь треугольника за­

штрихована снизу вверх). Последнее выражение в формуле (85) 
представляет собой значения длин сторон трапеций, упомянутых 
выше. Т, -  расстояние между первой и последней точками / -го ле­

пестка, то есть между точками в последовательности (80) с номера­
ми H i и Et соответственно, что, по определению матрицы расстоя­
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ний, и есть значение 8НЕ (86). Л -  сумма расстояний от первой

точки лепестка до второй, от второй к третьей и так далее до по­
следней точки лепестка (86), что при линейной интерполяции соот­
ветствует длине дуги лепестка (рис. 41).

z  = s„НЛ ’
Е , - 1 

k=Hi
к(к+\) '

(86)

'k(fc-H) ]к (к + 1 )  51П (р к (к+ 1 )

fc(Sk+1)c o s < ^ k ( k + l )

Рис. 41. К  объяснению формул (85), (86) и (87)

Задача максимизации (82) на дискретизованной кривой сводится 
к последовательному перебору значений df (хк) для всех точек, при­

надлежащих отрезку. Из определений матриц углов и расстояний и 
из соотношений сторон в прямоугольном треугольнике (рис. 41)

можно видеть, что с((хк) = дп к sin (с/).,, -  (рп .: | . и, 

выражение (82) тождественно выражению (87):

Л  = |sin [срн к  -  <РНА )|.

Дополнительно будем использовать величины (88):

следовательно,

(87)
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соответственно, значение полупериода лепестка синуса, амплитуда 
которого At , а площадь -  ,S\. и значение амплитуды лепестка сину­
са, полупериод которого Tt , а площадь -  S .. Для вычисления этих 
величин воспользуется формулой площади синуса S  на полуперио- 
де (то есть площадь лепестка синуса), по известным амплитуде А и 
полупериоду Т  (89):

4.3 Оценивание признаков

На основе геометрических параметров лепестков формируются

характеризуют прямолинейность, а остальные -  извитость. Эти при­
знаки вычисляются по следующим формулам (90):

где т, п е {1,2}, Lv -  средняя длина дуги лепестков; 7, и Т2 -  сред­

ние полупериоды лепестков; а Аг и А2 -  средние амплитуды лепе­

стков. Перечисленные величины могут быть вычислены по форму­
лам (91) на основе оценивания геометрических характеристик лепе­
стков.

(89)

новые признаки Hi]. Рг2, / п , / 12, / 21 и / 22, первые два из которых

(90)



т = 1  2

\ К~1 _ \ К~1

Для достижения инвариантности при усреднении отбросим пер­
вый и последний лепестки кривой. Отметим, что для гармонических 
кривых, взятых на отрезке, кратном полупериоду, значения новых 
признаков совпадают со значениями ранее описанных признаков 
(при условии, что длина этого отрезка больше одного периода функ­
ции), то есть /  = 1ХХ = / 12 = / 21 = / 22 и Рг = Ргх = Рг2 .

Рассмотрим, как изменяются значения новых признаков в зави­
симости от параметров лепестка на примере расчёта признаков ле­
пестка треугольника с длиной основания Т  и высотой А (рис. 42).

Наибольший интерес представляет признак Ргх, так как Рг2 пря­

мо пропорционален Ргх, а остальные признаки являются константа-

т
Рис. 42. Пример лепестка треугольника 

Подставляя в (90) следующие значения:

получим значения признаков:
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ми при фиксированных А и Т . Ниже приведён график зависимости 
значения признака Ргх для треугольного лепестка при различных 

фиксированных значениях отношения А к Т и варьируемом значе­
нии параметра а  (рис. 43).

Р г 1

3.2

2,6

2Д

2,2

*  Ж Ж Ж *

0,46 0,86 1,06 1,26 1,46
—^ А /Т = 0 ,9  
— А/ Т- 1, 5

А /Т=0,6

■А/Т=1,1

Рис. 43. Зависимость значений признака Ргх от значения параметра а
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4.4 Матрица видимости

Опишем ещё один подход к разбиению на лепестки, основанный 
на анализе матриц видимости кривой. Под матрицей видимости 

кривой подразумевается симметричная квадратная матрица (Ру~),

состоящая из нулей и единиц, являющаяся индикатором взаимной 
видимости точек кривой, представленной в форме (80). Точки с но­
мерами / и  / в последовательности (80) считаются взаимно види­

мыми (а ; = ajt = 1), если отрезок, соединяющий точки х и х ( , не

пересекается ни с одним из отрезков, соединяющих соседние точки 
хм  и xi+2, xi+2 и х1+3, ..., х ._2 и xj._j. В случае, если пересечение

существует, точки с номерами / и / будем считать взаимно неви­

димыми (ах = ах. = 0) .

Значения элементов матрицы (а(/) можно записать в виде выра­

жения:

0, если Эк :(i + \< k  < j)  —> Lx(i, j , k к) g {0,[х4_1;х4]];
1, если \fk :{i + \< k  < j)  —> L-(i, j,k-l ,k)  e

a#"4ecnH (/ = y )v (/= y -l); (92)
а,, если / > /';ji7 j 7

где i , j  e {1,2,...,jV} ; L Ai. j.k - \ . k )  -  множество точек пересечения

отрезков | х . x ( | и | x, ,. x, | .

Полученная матрица будет инвариантной к ортогональным пре­
образованиям (сдвигу, повороту, масштабированию) исходной по­
следовательности точек (80).

Вычисление матрицы видимости непосредственно с помощью 
выражения (92) требует порядка ()(N3) операций определения мно­
жества точек пересечения прямой с отрезком.
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Таблица 2. 
Матрицы видимости

Вид кривой 1 2

%[ о

im
И

□

1

iШ
ч/ W W -

i
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Для визуального анализа матрицы видимости представляются в 
виде бинарного изображения, где белым точкам соответствуют зна­
чения матрицы видимости, равные единице, а чёрным -  нули (табл. 
2), где колонка 1 -  матрицы видимости при дискретизации кривой 
по параметру, колонка 2 -  матрицы видимости при дискретизации 
кривой на прямоугольной сетке.

Вид визуализированной матрицы видимости в случае дискрети­
зации кривой на прямоугольной сетке и при дискретизации кривой 
по параметру значительно различается (табл. 2).

При дискретизации кривой на прямоугольной сетке матрица ви­
димости получается «изрезанной» и «угловатой». При дискретиза­
ции кривой по параметру матрица видимости представляет собой 
области с гладкими границами.

Опишем подробнее способ разбиения центральной линии сосуда 
на лепестки, основанный на матрице видимости. Рассмотрим после­
довательности взаимно видимых точек кривой в форме (80). На мат­
рице видимости эта последовательность отображается в квадрат, 
состоящий из единиц, диагональ которого лежит на главной диаго­
нали матрицы видимости. То есть, если Н  -  номер первой точки в 
последовательности взаимно видимых точек последовательности 
(80), а Е -  номер последней, должно выполняться тождество (93):

Как критерий разбиения кривой, представленной в форме (80), 
на лепестки будем использовать разбиение кривой на множество 
последовательностей взаимно видимых точек такое, что любые две 
из этих последовательностей имеют не более одной общей точки и 
суммарная площадь квадратов, соответствующих этим последова­
тельностям на матрице видимости, максимальна. То есть условием 
разбиения кривой на лепестки будет (94):

Е  Е

(93)
i= H  j= H
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± ( E t - H „ + 1)2 ^ Л > Л >  >max;
k= \

<\< HX < H 2 <... < H  к_х < H  k < N; (94)

1 < Д  <E2 <Ek <N;

Д  <4 < Н 2 <Ё2 < . . .< Н к <Ёк,

где максимизация функционала ведётся по всевозможным К  -  ко­
личеству всевозможных последовательностей взаимно видимых то­

чек, \Н, /I и \Е, } -  соответственно начальные и конечные точ-
I >\к=1 I >\к=1

ки последовательностей взаимно видимых точек.
Количество лепестков, полученных в результате максимизации 

функционала (94), будем обозначать К , а соответствующие после­

довательности номеров начальных и конечных точек \Н к }|̂  | и

w i ; : , .

4.5 Метод плавающего горизонта

Матрица видимости по своему определению является результа­
том работы некоторого алгоритма определения видимых точек. Сле­
довательно, можно найти алгоритм, позволяющий сократить вычис­
лительные затраты, связанные с построением матрицы видимости, 
на основе стандартных алгоритмов и методов компьютерной графи­
ки. Алгоритм вычисления матрицы видимости основан на методе 
плавающего горизонта. Метод плавающего горизонта используется 
для удаления невидимых линий трехмерного представления функ­
ций, описывающих поверхность в виде F(x,y,z)  = 0 . Главная идея 

данного метода заключается в сведении трехмерной задачи к дву­
мерной путем пересечения исходной поверхности последовательно­
стью параллельных секущих плоскостей, имеющих постоянные зна­
чения координат х , у  или z .

82



Рис. 44а является примером, где указанные параллельные плос­
кости определяются постоянными значениями z . Функция 
F(x ,y,z )  = 0 сводится к последовательности кривых, лежащих в ка­

ждой из этих параллельных плоскостей, например, к последователь­
ности у = f ( x , z )  или х = g ( y , z ) , где z -  постоянно на каждой из 

заданных параллельных плоскостей.
То есть поверхность теперь складывается из последовательности 

кривых, лежащих в каждой из этих плоскостей (рис. 446). Здесь 
предполагается, что полученные кривые являются однозначными 
функциями независимых переменных. Если спроецировать полу­
ченные кривые на плоскость z = 0 (рис. 44в), то сразу становится 
ясна идея алгоритма удаления невидимых участков исходной по­
верхности.

X

Z| = const
z

а) б)

у

--------- -X
в)

Рис. 44. К  объяснению алгоритма плавающего горизонта 

Алгоритм сначала упорядочивает плоскости z = const по возрас­
танию расстояния до них от точки наблюдения. Затем для каждой 
плоскости, начиная с ближайшей к точке наблюдения, строится кри­
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вая, лежащая на ней, то есть для каждого значения координаты х в 
пространстве изображения определяется соответствующее значение 
у  . Алгоритм удаления невидимой линии заключается в следующем:

Если на текущей плоскости при некотором заданном значении х 
соответствующее значение у  на кривой больше максимума или 

меньше минимума по у  для всех предыдущих кривых при этом х , 

то текущая кривая видима. В противном случае она невидима.
Реализация данного алгоритма достаточно проста. Для хранения 

максимальных значений у  при каждом значении х используются 

два массива, длина которых равна числу различимых точек (разре­
шению) по оси X  в пространстве изображения. Значения, храня­
щиеся в этих массивах, представляют собой текущие значения верх­
него и нижнего «горизонтов». Поэтому по мере рисования каждой 
очередной кривой эти горизонты «плавают» -  верхний «всплывает», 
нижний «тонет». На рис. 45 показан типичный результат работы ал­
горитма плавающего горизонта для функции 
у  = 0 .2sinxcosz-1 .5 е"  cosl.75tf, а = (х -  к)2 + (z -  n ' f  в интервале 

[0;2 л \ .

Рис. 45. Результат работы алгоритма плавающего горизонта

4.6 Приближённое вычисление матриц видимости

Опишем алгоритм оценивания матриц видимости, основанный 
на методе плавающего горизонта. В алгоритме вычисления матрицы
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cur Angle < 0

curAngle >  maxcur Angle <  min

Начало

I
i = 1

fliCi+D “
a (i+i)i =  1 

min = max = 0 
j  = i + 2 

base Angle =  <pi(i+1)

curAngle = а„(<Рц -  baseAngle)

видимости используется матрица (#т) углов кривой (84). Алгоритм 

можно записать в виде схемы, представленной на рис. 46.

aij = 0.Ц = 1 
min -  curAngle

я;j = ац = 1 
max -  curAngle

_ 1

i  = i + 1 ------------------------------

Puc. 46. Схема алгоритма вычисления матрицы видимости 

На схеме для сокращения записи используется функция а л , ко­

торая приводит аргумент к диапазону радиан с учётом свой­

ства цикличности углов.

Конец
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Вычисление матрицы видимости с помощью записанного алго­
ритма требует порядка 0 ( N 2) операций, то есть сложность у алго­

ритма прямо пропорциональная количеству элементов вычисляемой 
матрицы видимости.

Рассмотрим работу алгоритма на примере последовательности, 
состоящей из следующих точек {(1;3),(2;3),(4;5),(6,1),(7;4),(10;7)} 
(рис. 47а). Наибольший интерес представляет внутренний цикл ал­
горитма (рис. 47, выделен жирным), значения переменных для всех 
шагов этого цикла представлены на рис. 47в. Значение матрицы ви­
димости, полученной в ходе работы алгоритма, приведено на рис. 
476.

тлЧ
л

У - Г -

_ с7 й- 4
‘

- V х  
— ►

а)

(1 1 1 1 0 0 '

1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 1 1
1 1 1 1 1 1
0 0 1 1 1 1

0 1 1 1 к
б)

i j min max curAngle av’a*

1 3 0° 0° 33,7° 1
1 4 0° 33,7°

ОГ
-

0
0

С
--1 1

1 5

ОГ
-

0
0

С
--1 33,7° 9.5° 0

1 6

ог
-

0
0

С
--1 33,7° 24.0° 0

2 4 0° 0° -71,7° 1

2 5 -71,7° 0° -33,7° 0

2 6 -71,7° 0° -18,3° 0
3 5 0° 0° 45° 1
3 6 0° 45° 81,8° 1

4 6 0° 0° -14,9° 1
в)

Рис. 47. К  объяснению работы алгоритма: а) исходная кривая, б) матрица 
видимости, в) значения переменных на разных шагах алгоритма

Легко обнаружить, что матрица углов для случая дискретизации 
кривой по параметру не имеет резких изменений при переходе от 
одного элемента матрицы к другому, в отличие от матриц углов для 
случая дискретизации кривой на прямоугольных сетках (рис. 48),
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значение угла кодируется псевдоцветом, соответствующим этому 
углу на цветовой окружности. То есть, матрица углов для случая 
дискретизации кривой на прямоугольных сетках после визуализации 
представляет собой совокупность областей с резкими очертаниями 
границ между ними, в случаи визуализации матрицы углов кривой, 
дискретизованной по параметру, изображение получается без резких 
контуров (за исключением главной диагонали).

а) б)

Рис. 48. Визуализация матрицы углов: а) дискретизация кривой по параметру, 
б) дискретизация на прямоугольной сетке

Для разрушения контуров при обработке сигналов традиционно 
используются фильтры низких частот. В силу свойств периодично­
сти углов применение классических способов линейной фильтрации 
невозможно. Воспользуемся методом фильтрации, основанном на 
представлении углов в виде комплексных чисел: действительно­
значная матрица (<7>;) была заменена на комплекснозначную матрицу

Су такую, что выполняются равенства (95):

Ы  = ^ ;а г § с,у= ^ ,  (95)

где |с| -  модуль комплексного числа с . Д, и <7>, определены в (83) и 

(84) соответственно.
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Применим к полученной матрице (ст.) низкочастотный фильт с

использованием функции Гаусса, которую в частотной области 
можно записать в виде следующего выражения (96):

где а  определяет ширину полосы пропускания фильтра в частотной 
области.

Фильтрацию матрицы углов следует производить в частотной 
области, так как на практике длина сигнала составляет 
N 2 □ 40000 -  90000 . Первоначально получим БПФ комплекснознач­

ного сигнала (ст.). Результирующий спектр С умножаем на спектр

(96). Полученный спектр S  подвергнем обратному БПФ. От каждо­
го элемента результирующего сигнала (сГ) возьмём аргумент, кото­

рый и является отфильтрованной матрицей углов (<рц) (97):

Таким образом, алгоритм приближённого вычисления матрицы 
видимости состоит из следующей последовательности шагов:

1. Получение матрицы углов (сри).

2. Преобразование матрицы углов (д> ) в (<'/>,) посредством низ­

кочастотной фильтрации.
3. Вычисление матрицы видимости с использованием описанно­

го выше алгоритма, где вместо матрицы углов используется от­
фильтрованная матрица углов (<'/>,).

4.7 Имитационное моделирование кривых

Имитационное моделирование широко используется в исследо­
вательской практике для сравнения различных методов, проверки 
устойчивости различных методов и др. Обычно используют модели,

(96)

(Р ai'gc' • (97)



для которых выполняются условия: 1) модель схожа с реальным 
объектом по некоторым критериям; 2) есть возможность оценить 
или задать необходимые для исследования параметры модели.

Т
в) г)

Рис. 49. Примеры моделей лепесков: а) «синус», 6) «эллипс», 
в) «треугольник», г) «прямоугольник»

Данный раздел посвящён описанию моделей и способу генера­
ции центральных линий. Описанью модели и алгоритмы могут при­
меняться (и успешно применяются) для проведения эксперимен­
тальных исследований признаков, ипользующих в качестве входных 
данных последовательность отсчётов, аналогичную (80).

Будем использовать модели, отличающиеся по морфологическим 
параметрам, для которых существует достаточно простой способ 
оценивания описанных выше признаков: модели центральных линий 
сосудов, состоящих из последовательностей лепестков определённо­
го вида (формы). В зависимости от вида входящих в состав цен­
тральной линии лепестков будем выделять модели: «синус», «эл­
липс», «треугольник» и «прямоугольник» (рис. 49).

Каждый из этих видов лепестков можно задать двумя парамет­
рами, один из которых будем называть амплитудой и обозначать А ,
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второй -  полупериодом и обозначать Т . Образующие лепестков си­
нуса, эллипса и косинуса можно задать в виде кривых, заданных 
уравнениями (98), (99) и (100) соответственно:

где А и Т  фиксированы, a t меняется на отрезке [0; 7].
Образующую лепестка прямоугольника можно задать в виде 

кривой, заданной уравнением:

где А и Т  фиксированы, a t меняется на отрезке |0: Л+Т\.
Для дискретизации кривой с равным шагом по хорде и на равно­

мерной квадратной сетке, будет использоваться вспомогательный 
алгоритм «получения следующей точки кривой». Этот алгоритм, для 
заданной векторной функции y(t) действительного аргумента

(t е R) и начального значения аргумента /, , определяет аргумент 

t2 >tl , для которого точка f ( t 2) удалена от заданной точки р  на 

расстояние г . Для краткости будем называть этот алгоритм алго­
ритмом А. Определение искомой точки осуществляется методом 
дихотомии с точностью s  :

(98)

(99)

У , Гш п е 1 е ( * ' , А , Т ) = <

т
t < —

(100)

(0; 0 , t < A ',

f reJ t ;A ,T )  = < (t -A;A) ,  A < t < A  + T;
(:T;2A + T - t ), t> A + T ,

(101)
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1. tR =tx +r ; xR = f ( tR).

2. Если \p -  xR | > r , перейти к шагу 4.

3. tR = tR + r ; xR = f ( tR ) . Перейти к шагу 2.

4. =<i; xL = y fe ) -

5. Если \xL — xR l> £ ’ перейти к шагу 10.

6. tH —0.5(tR +tL) , xH —yitjj) •

7. Если | /3 -  x;; | < / ' . перейти к шагу 9.

8. tR =tH , xR =xH , перейти к шагу 5.

перейти к шагу 5.

10. t2 =0.5(tR +tL) .

Ниже приведён упрощённый вариант алгоритма дискретизации 
кривой по параметру с равным шагом по хорде:

1. i= \ ; t x =ts .

2 . p  = y(t1) ; x i = p ; i = i  + \ .

3. Если , перейти к шагу 6.

4. Алгоритм А.

5. tx =t2, перейти к шагу 2.

6. N  = i - 1.

Входными параметрами для данного алгоритма являются век­
торная функция y(t) действительного аргумента (t е R ) , и , 

соответственно аргументы функции y(f), определяющие отрезок на 

котором будет производиться дискретизация, г -  длина хорды, s  -
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точность вычислений алгоритма А. Выходными данными является

{х,.}| -  представление дискретизованной кривой в форме (80).

Ниже приведён упрощённый вариант алгоритма дискретизации 
на прямоугольной сетке с равномерным шагом h :

1. 7 = 1; r = h; t1=ts ; p  = f ( h ) ,  Pd =\p\ ,  xi = p d ; i = i +1.

2. Если , перейти к шагу 15.

3. АлгоритмА.

4. tx =t2, p  = f ( 0 -

5 ■ A  = P d + ( ° ' , h ) ,  p 2 = P d  +  ( h ' , h ) ,  p 3 = P d +(h;°)-

6- p4=Pd+  (h '~ h), p5=Pd+  ( ° ; - й) , Рб = Pd + (-h;-h)  .

7- Pi = p d + ( - h',°), p s = p d + ( - h’h) ■

8 - Pml„=Pl’ dm,n=\Pl-p\', j  = 2 ■

9. Если |pj  -  /l| > , перейти к шагу 11.

10■Pm,n=Pj', dm,n=\p j -p \ -

n . j = j + l .

12. Если j  < 9, перейти к шагу 9.

1 3 -Д г  =  #»»;*.■ = p d ; j = j  + l .

14. Перейти к шагу 2.

15. N  = i - \ .
В алгоритме использовалось обозначение [/?] -  округлить 

каждую координату вектора р  до ближайшего цегого значения. 
Входные параметры у алгоритма В те же, что и у алгоритма Б, за 
исключением дополнительного параметра h -  величины

равномерного шага. Выходными данными является {х }| | -

представление дискретизованной кривой в форме (80).
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Функции (98), (99) и (100) обладают таким свойством: при 
отрицательном параметре А , форма лепестка не меняется, происхо­
дит лишь зеркальное отражение получаемой кривой относительно 
оси ОХ . Это позволяет достаточно просто моделировать кривые, 
состоящие из последовательности лепестков, таким образом, что 
ориентация лепестка относительно оси ОХ  , меняется при переходе 
от одного лепестка к другому (как это происходит у гармонических 
функций). Функция (101) таким свойством не обладает, но 
достаточно легко может быть модифицирована (102):

эта функция удовлетворяет указаному выше свойству.

На рис. 50, приведены примеры синтезированных кривых с 
параметрами А  = 40 и Т  = 132 .

Геометрические характеристики синтезируемых кривых могут 
быть легко вычислены по известным параметрам амплитуды А и 
полупериода Т .

(0; t sign А),

( 102)
(Т; 2А + (Т - t )  sign Л ), t>\A\ + T,

а) б)

Рис. 50. Имитационное моделирование кривых из лепестков: а) синуса, 
б) эллипса, в) треугольника, в) прямоугольника
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Опишим способ вычисления длины дуги лепестков синуса и 
эллипса:

2 T J \ - I 2
Lsm =—  E(ksm) ;

п  (103)

Lellipse = max{2A;T}E(keIIipJ ,

где Lsin -  длина дуги лепестка синуса, Е(к) -  полный 

эллиптический интеграл второго рода, Lellipse -  длина дуги лепестка 

эллипса, I , ksin и kellipse могут быть вычислены по следующим 

формулам:

т ’ sin 1+ /

, 2  , • ,4  А2 Т 2
(104)

= 1 -  minellipse  j j i 2  5 ^ ^ 2

Полный эллиптический интеграл второго рода не может быть 
выражен в виде элементарных функций, поэтому был использован 
численный метод для вычисления данного интеграла с 
использованием ряда [55]:

^  <|05)

где принято обозначение (2п —1)!! = 1- 3- 5 ...(2п - 1).

Значения длины дуги и площадей для каждой из рассмотренных 
моделей лепестков кривой представлены представленны в табл. 3.
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Таблица 3
Теоретические значения геометрических характеристик лепестков

Вид модели Площадь Длина дуги

синус
2 АТ  

л ^ sin

эллипс
л  АТ  

4 ^ ellipse

треугольник
АТ
2 yj4 А2+Т2

прямоугольник АТ 2А + Т

Амплитуды, полупериода, длины дуги и площади лепестка дос­
таточно для оценивания разработанных признаков. То есть синтези­
рованные кривые можно использовать в качестве эталона для прове­
дения экспериментов по оцениванию точности вычисления призна­
ков на дискретизованных кривых.

Таким образом, в данной главе описан подход к оцениванию 
морфологических характеристик ветки древовидных структур, осно­
ванный на разбиении кривых на лепестки. Представлен способ мо­
делирования центральных линий сосудов с использованием четырёх 
моделей лепестков. Это может стать основой для дальнейших ис­
следований и построения признакового пространства эффективного 
с точки зрения классификации патологических изменений сосуди­
стой системы.
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