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Введение
Изучение движения твердого тела является классической задачей механики. 

Можно сказать, что интерес именно к этой задаче на долгие годы определил бур­
ное развитие механики. Систематическое изложение механики твёрдого тела было 
дано впервые Эйлером в его сочинении “Теория движения твердых тел”, где было 
исследовано движение твердого тела, имеющего одну неподвижную точку, получе­
ны уравнения движения. Динамика твердого тела является введением в динамику 
систем твердых тел. Первыми системами тел, которые стали предметом исследова­
ния были гиростаты. Интерес к этим системам обусловил и технический прогресс. 
Было замечено, что свойства быстро вращающихся тел могут быть использованы в 
технических системах: еще в 1752 году было высказано предложение использовать 
вращающийся гироскоп для создания на корабле искусственного горизонта. Одна­
ко практические реализации гироскопических систем появились лишь в начале 20 
века. В настоящее время сложно найти область техники, где бы не присутствовали 
технические устройства, представляющие собой системы связанных твердых тел. 
Именно поэтому важно знать подходы к описанию кинематики и динамики твердо­
го тела, чему и посвящено настоящее учебное пособие, в котором рассматриваются 
классические задачи динамики твердого тела. Тематически пособие разделено на 
две главы. Первая глава посвящена способам задания углового движения твердо­
го тела и описанию такого движения. Во второй главе разобраны общие вопросы 
интегрирования уравнений движения твердого тела вокруг неподвижной точки, а 
также рассмотрены канонические переменные Депри и «действие-угол».

Автор выражает признательность за полезные замечания и участие в подго­
товке рукописи доценту Вадиму Вячеславовичу Юдинцеву.
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В главе рассматриваются вопросы задания углового положения твердого тела. 
В первом параграфе рассматривается задание углового положения твердого тела 
при вращении вокруг неподвижной точки с использованием углов Эйлера или мат­
рицы направляющих косинусов. Представлены кинематические уравнения в пара­
метрах Эйлера. Во втором и третьем параграфах дается описание задания углового 
положения твердого тела с помощью параметров Родрига-Гамильтона и параметров 
Кейли-Клейна соответственно. Приводится описание кватерниона и краткое отра­
жение основных постулатов алгебры кватернионов. Здесь же приведены геометри­
ческие интерпретации введения указанных параметров и показана связь между ни­
ми, а также показан переход от параметров Родрига-Гамильтона и Кейли-Клейна к 
углам Эйлера и направляющим косинусам. Показаны линейные преобразования ко­
ординат, осуществляемые с помощью таких параметров, а также рассмотрен вопрос 
о сложении поворотов твердого тела, представляющего в параметрах Кейли-Клейна
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последовательность дробно-линейных преобразований. Выведены соотношения, со­
ответствующие кинематическим уравнениям, осуществляющим связь параметров 
Родрига-Гамильтона и Кейли-Клейна с угловыми скоростями. В четвертом пара­
графе главы приведен анализ различных способов задания углового положения 
твердого тела в пространстве.

1.1. Системы координат
Твердым телом называется такая система материальных точек, для которой 

расстояние между любой парой точек не меняется с течением времени. Из приве­
денного определения следует, что для векторов r j  и г к  соединяющих произвольную 
точку О тела с точками J  и К, выполняются условия:

?’j  =  const, г к  = const, (1.1.1)
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(r j  -  Г к ) 2 = Г2 +  г2к  -  2 (rj, г к )  = const. (1.1.2)

Отсюда получаем соотношение

(г J ,  г к )  = const, (1.1.3)

которое описывает условие неизменности скалярного произведения векторов, со­
единяющих любые пары точек в теле. В силу произвольности точек J  и К  из
условия (1.1.3) следуют все равенства (1.1.1), (1.1.2), поэтому условие (1.1.3) экви­
валентно исходному определению твердого тела.

Отметим, что приведенное определение твердого тела не является полным. Лег­
ко убедиться, что всевозможные зеркальные отражения пространства удовлетворя­
ют этому определению, но они не включаются в математическую модель твердого

Закрыть



тела. Поэтому данное определение дополняется условием неизменности смешанного 
произведения векторов:

(rj х гл, га') =  const. (1.1.4)

Условия (1.1.3) и (1.1.4) полностью определяют математическую модель твер­
дого тела. Из условия (1.1.3) следует, что если в какой-то момент времени с неко­
торыми точками тела связать ортонормированный базис Оёдёдёз, то этот базис 
будет оставаться ортопормироваппым в любой последующий момент, а разложе­
ние вектора r j  произвольной точки тела в этом базисе неизменно. Условие (1.1.4) 
дополнительно означает неизменность взаимной ориентации базисных векторов в 
том смысле, что правая тройка векторов остается правой, а левая -  левой.

Рассмотрим произвольное движение твердого тела относительно некоторой си­
стемы отсчета Ai 1*2*3 (рисунок 1.1.1). Свяжем с телом некоторый базис Ощебез 
и зададимся координатами /д (к = 1,2,3) произвольной точки тела в этом бази­
се. Тогда положение этой точки в системе Ai 1*2*3 в любой момент времени дается 
соотношением з

R  = Ro  +  r  =  Ro - \- ^ 2 г кек: (1.1.5)
к= 1

и в силу неизменности координат /д для однозначного его определения достаточно 
в любой момент времени задать положение базиса Ое 1 6 2 6 3  относительно базиса 
4 1* 1 * 2 * 3 -

Таким образом, задача определения положения твердого тела сводится к за­
даче определения взаимного расположения двух базисов, начала которых в общем 
случае не совпадают. Введем систему отсчета О* 1*2 *3 , оси которой параллельны 
одноименным осям исходной системы Ai 1*2 *3 - Тогда движение базиса Ое1 6 2 6 3  от­
носительно исходной системы отсчета Ai 1*2*3 может быть полностью описано дви­
жением точки О (радиус-вектор До) и движением базиса Ощбдбз относительно 
Oi 1*2*3 (рисунок 1.1.1). Последнее представляет собой движение твердого тела с
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Рис. 1.1.1. Определение положения твердого тела
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неподвижной точкой О.
Описанная схема лежит в основе всех существующих способов задания поло­

жения твердого тела, а разница в способах заключается только в разном выборе 
параметров, задающих положение базиса Oe\eWз относительно базиса 0 *1*2 *з- 

В дальнейшем при рассмотрении различных способов задания положения твер­
дого тела с неподвижной точкой О будем считать базисы Още^ез и Оффщправыми 
ортонормированными тройками векторов.

В этом случае произвольное положение твердого тела с неподвижной точкой зада­
ется матрицей направляющих косинусов

В силу ортонормированности базисов матрица А является ортогональной, т. 
е. она удовлетворяет условию А -А т =1, где I -  единичная матрица, “Т” -  знак
транспонирования. Последнее условие определяет 6 независимых уравнений на ко­
эффициенты a^j. Поэтому только три из девяти элементов матрицы направляющих 
косинусов являются независимыми.

Домаш няя
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Направляющие косинусы a^j  =  (й , ej) представляют собой коэффициенты в 

разложении ортов ej базиса по ортам базиса О е ^ е з  по ортам г& базиса О г^гз:

з

k= 1

( 1 .2 .1 )
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Матрица направляющих косинусов удовлетворяет дополнительному условию 
det(A) =  1 вытекающему из того, что рассматриваемые базисы являются правыми 
тройками векторов. Для данного способа имеет место взаимно однозначное соответ­
ствие между положениями тела и элементами матрицы направляющих косинусов.

Если в начальный момент времени орты связанного с телом базиса совпадают 
с одноименными ортами системы отсчета, то положение каждой точки тела r(t) 
будет определяться через ее начальное положение г формулой -r(l) = (t) Отсюда 
в силу ортогональности матрицы А следует, что любое движение твердого тела 
можно рассматривать как зависящее от времени ортогональное преобразование в 
трехмерном пространстве.

Найдем выражения производных от направляющих косинусов a^j по времени 
через проекции угловой скорости на оси подвижной системы

сИ\/dt = сИ\/dt +  и) х i\. (1.2.2)

Так как вектор i\ в неподвижной системе не меняется, то его абсолютная произ­
водная dii/d t равна нулю, следовательно

О =  dii/d t +  са х ф.

Спроектируем это равенство на ось £, причем примем во внимание, что i\ =  ацец + 
сцсел +  oiзез. На этом основании мы при проектировании получим:

О =  он +  Я'13<? -  012»’.

Подобным образом можно найти и остальные соотношения и в результате придем 
к равенствам.

{ О/ У * Щ;’ I » ' 0/2 -
oi2 =  - г  ■ 0*1 +  р • 0*3, (1.2.3)

С1̂ 3 р ' Cli2 Q ’ ®>г\'
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1.3. Углы Эйлера
Положение твердого тела с неподвижной точкой можно задавать также раз­

личными системами углов -  Эйлера, Крылова и др. Суть такого описания основы­
вается на том, что два правых ортонормированных базиса Ощедез и OipMz можно 
совместить последовательными поворотами вокруг трех некомпланарных осей на 
некоторые углы.

Рассмотрим систему углов Эйлера (Рисунок 1.3.1). Пусть базис Ощедед за­
нимает произвольное положение. Все векторы i/. базиса Oi^iois можно совместить 
с базисными векторами щ с помощью следующих трех поворотов:

1) Поворот вокруг оси щ на угол ф до совмещения вектора i\ с линией узлов 
гф т. е. поворот, переводящий вектор i\ в плоскость векторов ei,<°2 -

2) Поворот вокруг линии узлов на угол в до совмещения орта *з с ортом ед.

3) Поворот вокруг оси ед на угол у до полного совмещения базисов.

Совокупность указанных поворотов переводит базис Oi^iois в базис Оефдед и 
представляет собой последовательность поворотов на углы Эйлера ф (угол прецес­
сии), в (угол нутации) и у (угол собственного вращения).

Получим выражения проекций мгновенной угловой скорости твердого тела, 
движущегося вокруг неподвижной точки, через углы Эйлера и их производные.

Рассматриваемое тело участвует в сложном движении, состоящем из трех вра­
щений: с угловой скоростью ф вокруг оси OZ, с угловой скоростью в вокруг линии 
узлов O N  и с угловой скоростью ф вокруг оси Oz. Мгновенная угловая скорость 
тела ш равна сумме угловых скоростей составляющих вращений. Пусть р , q, г -  про­
екции ш соответственно на оси Ox, Оу, Oz, жестко связанные с телом. Выражения 
для р, q, г через углы Эйлера и их производные легко получить из рисунка 1.3.2, на
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x i

Рис. 1.3.1. Последовательность поворотов

котором вспомогательная прямая ОМ  лежит в плоскости Оху и перпендикулярна 
линии узлов. Имеем

{  р = ф sin 9 sin р + 9 cos ip, 
q = ip sin 9 cos p — 9 sin ip, (1.3.1)

r = ф cos 9 +  ф.
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Рис. 1.3.2. К определению угловой скорости тела

1.4. Параметры Родрига-Гамильтона

1.4.1. О писание кватерниона. Основные постулаты
Исторически первой гиперкомплексной системой, рассмотренной в математике, 

является система кватернионов, введённая английским математиком и механиком 
Гамильтоном.
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Уже из самого названия «кватернион», что переводится как четвёрка, ясно, 
что этот математический объект содержит четыре чего-то. Под кватернионом по­
нимают число, составленное из действительной единицы 1 и трех мнимых единиц 

с действительными элементами вида (1.4.1):

Л =  (Ао, Ai, Л2 , Аз) =  AqI +  Ai*i +  Л2*2 +  Аз*з. (1-4.1)

Единицы 1, г 1 , *2 , *з можно рассматривать как единичные векторы (орты) че­
тырехмерного пространства, тогда любой кватернион можно представить в этом 
пространстве точкой или радиусом-вектором.

Гамильтон ввел кватернионы, он же ввел и основные постулаты, определяющие 
действия над кватернионами:

1) Два кватерниона Л и М равны, если равны их элементы А* (г =  0 , . . . ,  3).

Л =  М А; =  //,.

2) Суммой кватернионов Л и М называется кватернион, элементами которого 
являются величины А* +  щ :

Л +  М =  (Ад +  до) 1 +  (^i +  A4i) *1 +  Д 2 +  1*2 ) *2 +  Дз +  А4з) *з-

3) При умножении кватерниона Лна скаляр а происходит умножение на это 
число всех его элементов:

(7-Л =  (7.Aq 1 -\- -\- Q:\2 i2 Л оА3*з.

Сложение кватернионов и умножение их на скаляр подчиняются правилам 
обычной алгебры:
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1) Л +  М =  М +  Л, (Л +  М) +  N =  Л +  (М +  N),

2) оЛ =  Ло, (об) Л =  Л (Ьо),

3) (о +  Ъ) Л =  оЛ +  ЬЛ, о (Л +  М) =  оЛ +  оМ.

4) Для того, чтобы определить произведение кватернионов, необходимо задать 
правила умножения единиц 1,*1,*2,*з- Эти правила следующие:

1 о i i  =  i i  о 1 =  Д ,
1 о *2 =  *2 о 1 =  *2,
1 О *3 =  *3 О 1 =  *3, 1 =  1.
*10*1 =  -1 ,
*2 О *2 =  — 1 ,

*3°*3 =  —1,
Ч О *2 =  -*2 О *! =  *3,
*3 °  Ч =  ~ Ч  °  *3 =  *2 ,
*2 °  *3 =  — *3 °  *2 =  *1 -

При таком правиле умножения произведение двух кватернионов также явля­
ется кватернионом. Благодаря подобранным таким образом правилам умножения, 
алгебра кватернионов содержит в себе алгебру действительных и комплексных чи­
сел, а также трехмерную векторную алгебру.

Кватернионы содержат действительные числа (о, 0, 0,0) с единственной едини­
цей 1, комплексные числа (о, 6, 0,0) с двумя единицами 1, » и векторы (0, о, 6, с) в 
пространстве трех измерений.
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Рис. 1.4.1. При умножении двух единиц, расположенных почасовой 
стрелке, получается третья единица с плюсом; в обратном порядке -  
единица берётся с минусом

Введенные правила умножения позволяют записать 

Л о М  =  Аодо — Адд — А2 Д2 — А3 Д3 +  Aq (a*i*i +  А‘2*2 +  А*з*з) +

Ч *2 *3

+  А4о ( A p i  +  Аз*2 +  А з * з )  + A i А 2 А з

АО А*з А*з

1) Кватернион есть сумма скалярной и векторной частей.

Л =  Aq +  А.
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2) Умножение кватернионов обладает ассоциативными и дистрибутивными по 
отношению к сложению свойствами.

(Л о М) о N =  Л о (М о N ),

Ao( M +  N ) = A o M  +  AoN.

3) Умножение кватернионов некоммутативно; перестановка сомножителей до­
пустима только тогда, когда один из сомножителей является скалярным или 
когда векторные часта сомножителей пропорциональны.

Л оМ  + МоЛ.

4) Скалярная часть произведения кватернионов не изменяется при циклической 
перестановке сомножителей.

sqal [Л о М о N] =  sqal [М о N о Л] =  sqal [N о Л о М ].

5) Кватернионом, сопряженным данному кватерниону Л, является следующий 
кватернион, обозначаемый Л:

Л =  А0 — А.

6) Норма кватерниона определяется как

| | Л | |  =  Л о Л  =  Л о Л  =  Ад +  А'{ +  А 2 +  А | .

Кватернион называется нормированным, если ||Л|| =  1.
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7) Сопряженное произведению двух кватернионов равно произведению их со­
пряженных значений, взятых, в обратном порядке

(ЛоМ) = М о Л .

8) Норма произведения двух кватернионов равна произведению норм сомножи­
телей.

1|ЛоМ|| =

9) Произведение двух кватернионов равно нулю только тогда, когда один из 
сомножителей равен нулю.
Л о М =  0, значит Л =  0 или М =  0.

10) Кватернионом, обратным данному кватерниону Л, называется кватернион

- i _  ЛЛ

для которого выполняется равенство

Л о Л - 1 =  Л~1оЛ =  1. 

Для нормированного кватерниона Л-1 =  Л. 

Любой кватернион с действительными элементами

Л =  Ао +  Ai*i +  А2*2 +  АзД

может быть представлен в виде

Л = ' Ч ш + щ ) '
(1.4.3)
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где

Величина

|Л| — у/\\А\\ — \ j  Ag +  Х\ +  Х\ +  А|

А  А 
|Л| +  |Л|

называется верзором кватерниона. Векторную часть верзора можно записать в виде

А А " / А ?  +  А ? +  А |  _  у \ / A j +  А^ +  А§
|Л| у/XI+ Ц  + Ц  |Л| |Л|

(1.4.4)

4° „

щ = ств-

У У  +  Щ, +  а | _

|Л|
О < в < 7Г.

sin в ,

Тогда
Л =  |Л| (cos9 + ч s in0) .

Эта форма записи напоминает нам о комплексных числах. Даже вектор £ подчи­
няется свойству мнимой единице комплексного числа =  ( 2 =  -1 . Также как и 
для комплексного числа, для кватерниона справедлива формула Муавра

Л" =  (|Л|)" (cos пв +  £ sin п в ) . 

Рассмотрим нормированный кватернион

Л =  cos 9 + ч sin 9

(1.4.5)

(1.4.6)
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Этот кватернион может быть представлен в виде произведения некоторых двух 
векторов b o a - 1 , удовлетворяющих следующим условиям:

1) a = b, а = у/\\ а ||, b = у/\\ b ||;

2) угол между векторами а и b равен г);

3) плоскость об перпендикулярна к единичному вектору £ ;

4) векторы а, 6, £ образуют правую систему осей.

Имея в виду свойство 1 , можем написать

■ . . abcosv) + $absmv)
Л =  cos $ +  £ sin в = ---------- ------------- . (1-4.7)

la l

Величины ab cos & и £ab sin & можно представить в виде скалярного и векторного 
произведений а ■ b и а х b соответственно. Исходя из этого получаем

a -b  +  a x b  —sqal (а о b) +  vect (aob)
=  Щ \  =  Щ \  =

sqal (b о а) +  vect (b о a) b o a  b o a  _ г
=  i fa l  = “ Ш  =  Ш  ( }
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Из рисунка 1.4.2 следует, что когда векторы о, 6, £ образуют правую систему ко­
ординат, угол & < я отсчитывается от а к b против направления движения часовой 
стрелки при наблюдении с положительной оси £. Принятые здесь определенность
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выбора положительного направления единичного вектора £ и соответствующее ему 
положительное направление отсчета угла д задаются только правилами векторного 
умножения векторов а и Ь; в принципе можно взять обратное направление отсчета 
д и т. п.; однако установленной здесь условности будем придерживаться в дальней­
шем.

Из соотношения (1.4.8) следует, что каждому нормированному кватерниону Л 
может быть поставлена в соответствие дуга большого круга сферы радиуса а = 6, 
имеющая направление положительного угла д и соединяющая концы векторов а и 
Ь. В связи с этим кватернион Л может быть однозначным образом представлен 
дугой большого круга arc Л, плоскость которого определяется вектором ф, а длина 
-  углом д. Направление кватерниона задано направлением вектора положение 
дуги Л на ее большом круге произвольно, т.е. дуга является скользящей.

1.4.2. П реобразование вращ ения
Алгебра кватернионов позволяет представить конечный поворот в пространстве 

в простой и удобной форме. Такое представление базируется на фундаментальной 
теореме. Пусть Л и R  некоторые кватернионы

R  =  Г0 +  /'1 * 1  +  ?’2*2 +  »’3*3  =  Го +  г

и
Л =  Ло +  Ai*i +  A2 A +  Аз*з =  Ао +  А.

В этом случае величина
Д; =  Ло Д о Л -1 (1.4.9)

есть кватернион, норма и скалярная часть которого равны норме и скалярной части 
кватерниона R

R' = r0 + r', (1.4.10)
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Векторная часть г' = rj*i +  г'Ач +  »’з*з получается вращением вектора г по 
конусу вокруг оси Л на двойной угол. Так, если записать

/  Q Q
А =  |Л| ( cos -  + £ s i n -

где

то г* получается вращением г вокруг оси £ на угол в.

гАвгАв

Операция R' = А о Д о  Л-1 изменяет только векторную часть кватерниона -  по 
этой причине ее можно рассматривать как операцию преобразования вектора г в 
вектор г', записываемую в виде г' = А о г о Л-1 . Поскольку норма кватерниона не 
меняется преобразованием, то длина вектора (т. е. его модуль |г| =  \/||Д || — Гд =  
\/>'i +  >'2 +  гз ) также остается неизменной:
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\ / т  ->v  = s/ \ r \

Отсюда следует, что преобразование г ’ =  А о г о Л-  является ортогональным 
преобразованием. Согласно теореме Эйлера, любое ортогональное преобразование 
есть вращение вокруг некоторой оси. Преобразование г' = А о г о Л-1 определяет 
сразу же ось этого вращения: этой осью является vectA = А.

Кватернион Л называется кватернионом преобразования.
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Выполняя умножение R' = А о R  о А 1 и приравнивая члены при четырех 
единицах, получаем выражение компонент кватерниона R 1 в следующем виде

го,
A ^ + A j - A j - A ?  
Ао+л!+а|+а| 
2(AiA2+AqA3) 
Aq+AJ+A|+A§ 1
2 (Aj A3—A0A2)

2 ( A i A 2 — A 0 A 3 )  _
A2 + Af + A?+A§'2
^o~Ai+A; — A3 м
An+Af+A| + A|

I 2 ( A 2 A 3 + A 0 A i )  m  
Ао + л! + А|+А| Â + Af + A|+A| -

2 ( A i  A 3 + A 0 A 2 )
A2 + Af + Al+A§'3> 
2 ( А 2 А з —  A q A i )

ЛЧ + Л1 + Л3+Л| ’
А|-А^-А|±^ГоAn+Af+A| + A|

Если последнюю систему записать в матричной форме, получим

г' =  Вг.

(1.4.12)

(1.4.13)

Таким образом, получается, что компоненты нового вектора г' выражаются через 
компоненты старого вектора г. В результате можно сопоставить матрицу преобра­
зования В с матрицей преобразования А записанной через направляющие косину­
сы. Получается, что В =  А т. Операция вращения R' =  Л о R  о Л-1 осуществляет 
поворот вокруг оси Л против часовой стрелки, а матрица преобразования А (не 
транспонированная) осуществляет поворот по часовой стрелке, поэтому её берём 
именно в транспонированном виде.

Рассмотрим преобразование Л-1 о R' о Л. Если подставить выражение для R' 
то получим исходный кватернион R.

А - 1 о R' о А = 1 о R  о 1 =  R.

То есть операция преобразования следующего вида R' = Л-1 о R  о А описывает 
обратное вращение, то есть вращение вокруг оси Л, но по часовой стрелке.

Для того чтобы осуществить несколько последовательных поворотов вокруг 
разных осей и на разные углы нужно составить комбинацию из кватернионов вра­
щения. Например, вращение Ли последующее вращение М эквивалентны одному 
вращению М о Л.
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Компоненты кватерниона преобразования Л =  Ло +  Ai*i +  \oio +  Аз*з являются 
параметрами Родрига-Гамильтона. Т.о. для того, чтобы задать вращение вектора 
вокруг какой-нибудь оси, необходимо задать четыре компонента кватерниона Л: 
А0, Ai, А2, А3.

1.4.3. Связь парам етров Родрига-Гамильтона с д р у ­
гими кинематическим и парам етрам и

Собственный кватернион преобразования имеет компоненты, которыми явля­
ются параметры Родрига-Гамильтона. Связь между компонентами кватерниона, 
задающего преобразование вращения, и направляющими косинусами, являющи­
мися элементами матрицы ортогонального преобразования, была изложена выше. 
Установим связь кватерниона преобразования с другими кинематическими пара­
метрами.

1.4 .3 .1 . Углы Э йлера.
В целом последовательность трех вращений различных несовпадающих осей 

задает произвольное преобразование; преобразование такого рода носит название 
вращение на эйлеровы углы.

Рассмотрим эйлерову последовательность трех поворотов, приводящих базис I  
в базис Е  и совершаемых вокруг координатных осей (рисунок 1.4.3). Пусть первый 
поворот осуществляется вокруг оси *з на угол прецессии tp, второй поворот -  вокруг 
оси i'i на угол нутации ф и третий поворот -  вокруг оси езна угол вращения#. 
Матрица преобразования А , задающая переход от системы координат I  к системе
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X I

Рис. 1.4.3. Углы Эйлера
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Е,  получается в виде произведения трех матриц последовательных поворотов:

cos 0 sin в 0

А = —sin в cos в 0

0 0 1

0 —sin ф
1 О
О cos ф

cos ф 
О

sin ф

cos р 
—sin р  

О

s i n  р 0
COS р 0

0 1
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Выполняя умножение, получаем

А =
Сер S$ S<p С"ф

S$ С(р С$ С>ф S(p
Su

S(_p ~\~ S$ С*ф C(_p )
Sep sq ~\~ С(рС<ф c$ . (1.4.14)

?<p S-ф Сер С*ф
Аналогичным образом можно найти кватернион результирующего преобразо­

вания по кватернионам каждого плоского поворота. В соответствии с фундамен-
тальной теоремой кватернион плоского вращения на угол # равен cosf- +  £sin -f , 
где £ -  единичный вектор оси вращения.

Пусть Л - кватернион первого поворота, совершаемого вокруг оси *з на угол р>, 
тогда, очевидно,

Л * <Р ■ ■ <РА =  C O S —  +  83 S i n  —  ,

Второй поворот происходит вокруг оси Ф \ на угол ф; собственный кватернион М* 
этого поворота равен

ПТ* Ф . . .  Ф
М  =  C O S —  +  * 1 s i n  — .

Третий поворот совершается вокруг оси ед на угол г); кватернион этого поворота

р*

Результирующий собственный кватернион N* будет равен произведению

Л* о М* о Р*

Отсюда вытекает следующая связь компонент кватерниона с углами Эйлера:

& &
cos — h i3 sin —. 

2  2

w ip\ (  ф ф \  f  •в •вcos — +  *3 sin — j  о I cos — +  *1 sin — I о I cos -  +  *3 sin -

* ф w +  & * _  • Ф
VQ =  cos — c o s--------

2 2 , v2 sin 2
* ф ip — $ * _  Ф

v l =  sin — c o s--------
2 2 , Оз cos 2
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1.4 .3 .2 . П арам етры  К ей ли -К л ей на

Параметры Кейли-Клейна являются комплексными комбинациями компонент 
кватерниона. Они вводятся в кинематику вращения твердого тела либо посред­
ством стереографического проектирования сферы на плоскость и задания дробно 
-  линейного преобразования плоскости в себя, либо с помощью изоморфной опера­
ции линейного преобразования, задаваемой унитарной матрицей. Для установле­
ния связи кватерниона с параметрами Кейли-Клейна удобно использовать второй 
путь. Опуская изложение этого метода приведем связь параметров Кейли-Клейна 
с компонентами кватерниона:

ol =  Ад +  *Лз,

/3 = Хо +  *Ai,

6  = Aq — *Аз,

7 =  i \ i  -  А2

1.5. Параметры Кейли-Клейна

1.5.1. О пределение парам етров К ейли-К лейна
Эти величины, определяющие положение твердого тела, представляют ком­

плексные комбинации параметров Родрига-Гамильтона. С их помощью повороту

« -
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тела сопоставляется некоторое дробно-линейное преобразование в плоскости ком­
плексного переменного, а задача сложения поворотов сводится к выполнению по­
следовательности таких преобразований.

В дальнейшем используются два представления комплексных чисел: представ­
ление их точками плоскости z = x+iy  и сопоставляемыми им с помощью стереогра­
фической проекции точками сферической поверхности единичного радиуса (сферы 
Римана).

Плоскостью z будет служить экваториальная плоскость сферы единичного ра­
диуса Sq, на которую проектируются из ее полюса N  точки плоскости. Система 
осей 2 эз выбирается с началом координат в центре сферы О так, чтобы оси 
совпали с осями х  и у плоскости, а ось £з шла к полюсу сферы (рисунок 1.5.1). То­
гда, выражая, что три точки N{0, 0,1), М (Д, £2, £з) и М'  (х , у, 0) лежат на одной 
прямой N M M ', получим соотношения

х У 1 , . Д + * 6~г =  ~г =  з ir, т. е. z =  х + iy = —---- -—,
Д 6  1 -  Д  1 -  Д

причем Д, Д, Д связаны уравнением поверхности сферы

^ + Д 2 +Д 2 =  1 -

(1.5.1)

(1.5.2)

Окружности плоскости П, содержащие центр сферы, переходят при стерео­
графическом преобразовании в большие круги сферы. Действительно, с помощью 
(1.5.1) и (1.5.2) выражение

,,2 2, ,о  , „  , , 1 - S  B i , + C b  , . 2 А ( з - В ( г - С ( 2А  Ц  + „ ) -  { В ,  + Су) = A j ^ - ^  -  =  А + -------- — --------

Преобразуется на проходящей через начало координат плоскости
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Рис. 1.5.1. К определению параметров Кейли-Клейна

2 ^ з  _  -  С Ь  = О

в уравнение окружности

* у + р - к г = 1 + в 2 + с '22 А / V 2 А / 4А 2

Закрыть



Эта окружность содержит центр сферы, так как её радиус

R = \  1 +
В 2 + С 2

Домаш няя

4 А 2

больше расстояния от центра окружности до центра сферы, равного \ / { В 2 +  С 2 )/(4Н2).
Но пересечение упомянутой плоскости со сферой представляет окружность боль­
шого круга, что и требовалось доказать. Можно показать (мы не будем на этом 
останавливаться), что стереографическая проекция любой окружности плоскости 
П представляет некоторую окружность сферы.

Возвращаясь к случаю твердого тела, имеющего неподвижную точку О, представимсебе 
описанную вокруг О единичную сферу £, неизменно связанную с телом и систе­
мой осей Ох\хох^. При поворотах тела сфера £  скользит по неподвижной сфере 
£ 0. Большой круг Г сферы £  после поворота займет на £о положение Г'. Пусть 
7  и у' -  окружности плоскости П, которым соответствуют на £о большие круги Г 
и Г'. Этому преобразованию окружности д в у '  сопоставляется поворот тела (сфе­
ры £). Но при указанном преобразовании комплексные координаты z и z' точек 
окружностей у и у' связаны друг с другом дробно-линейным соотношением

« *
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-Р
7  z - ё (1.5.3)

Коэффициенты этого преобразования а, /3, у, 5 определены с точностью до 
произвольного множителя, так как соотношение (1.5.3) не изменится при умно­
жении числителя и знаменателя на одно и то же число. Поэтому выбор коэффици­
ентов можно подчинить условию нормирования, которое берется в форме

об — /Зу = 1 .

Величины о, /3, у, 6  называют параметрами Кейли-Клейна.

(1.5.4)

Закрыть



1.5.2. Связь парам етров К ейли-К лейна с парам ет­
рами Родрига-Гамильтона и углами Э йлера

Установим связь, полученных параметров Кейли-Клейна, с параметрами Родрига- 
Гамильтона. Для этого для этого отметим, что дробно-линейное преобразование, 
при котором три точки z i, z2, £3 , определяющие окружность 7 , переходят в точки 
z[, z'2 , £3 , определяющие у', может быть записано в виде

Z - Z 2 ZZ-ZX = / ~ 4 4 ~  4  (155)
z — zi £3 — zo z' — z'-y 4  — z'0

Вектор поворота в пересекает сферу So в точке Р, координаты которой про­
порциональны параметрам Родрига Ai, Л2 , A3 , и в диаметрально противоположной 
точке Q. Коэффициент пропорциональности надо выбрать так, чтобы удовлетво­
рялось уравнение сферы (1.5.2), поэтому получим выражения координат Р  и Q в 
виде

Ai Ао АзC-I =  -I---1 щ =  -I-------=------ щ =  -I--------------------
41 v/T ^ A f '

На плоскости П им по (1.5.1) соответствуют точки Р'  и Q' с координатами

A i  +  i \ 2 A i  +  г А з

Но точки Р  и Q не смещаются при повороте тела; поэтому в дробно-линейном
преобразовании (1.5.5)

Z2 = z'2, Z-1 =  4 .
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Полюсу сферы N  до поворота соответствует точка z\ = оо; её координаты 
4 Ь 42 > чз после поворота равны

4 1  =  2  ( А 0 А 2  +  А 3 А 1 ) , ^ 2  =  2  ( —  A q A i  +  А 3 А 2 ) , 4 3  =  A g  +  А |  —  A ' f  —  А ? ,

Теперь по (1.5.1) получаем:

4 2

После подстановки в (1.5.5) величин

A i  +  i \ 2

A3 — *Aq

A i  — i X 2

z2 = z 2 =

Zi

л/ 1 — Aq — A3
, A3 — i  Aq

-3 =  - 3  =
A i  +  i X 2

Л/ 1 _  Ag +  A3

1 A i  — i X 2

_  z ( A 3 — * A 0 ) +  A i  +  i X 2 

z ( A i  — %X2 ) — ( A 3 +  * A q )  ’

a. =  A 3 — * A 0 ) ,  /3 =  C ( A i  +  i X 2 ),

7  =  C ( A i  — * A 2 ) ,  S = - C ( А з  +  г А о ) .

Коэффициент пропорциональности С  определяем по (1.5.4). Окончательные вы­
ражения параметров Кейли-Клейна через параметры Родрига-Гамильтона будут:

будем иметь

и, следовательно,

а — Ад +  *Аз, /3 — —А2 +  iAi, 7  — Аз +  iAi, 6  — Ag — *Аз. (1.5.6)

Из них видно, что а , 5, а также /3, 7  являются комплексными сопряженными 
числами; сумма квадратов модулей |оф +  |/3|" =  |у|^ +  |5|“ равна по (1.5.4) единице.
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Выражения параметров Кейли-Клейна через эйлеровы углы имеют вид:

'!? ,-Д±£ , . . '!? • Ф-Ч>а = cos —е 2 , /3 =  г sin — е 2 ,

& : *+У . . в ; ф- уо =  cos — с 2 , 7  =  *sm — е 2 .

1.6. Линейное преобразование координат
Преобразование координат (.гд, х 2, гд) в (ф, 6 , 6 ), выражаемое формулой (1.5.3), 

может быть записано в виде:

( 4 1 , 6 , 4 3 ) =  ( “  ^  ) (.гч,.г’2,.г’з )  .

Но из (1.5.3) следует, что
- 5z '  +  /3 
7  z '  — а

Поэтому обратное преобразование (6 , 6 , 6 ) в (x i, х 2, х з )  будет 

( x i , x 2, x 3 ) =  ^  ^  ^  ( 6 , 6 , 6 )  •

Явное выражение преобразования (1.6.1) по (1.5.1) имеет вид:

6  +  * 6  _  а  (Х 1 +  г х 2) +  /3 (1 -  гд )

1 - 6  7  (.гд +  Агд) + 5 (1  — .г’3 )

Сопряженное выражение будет

6  ~  » 6  _  5 (.гд -  i x 2) -  7 ( 1  -  .г’з)

1 - 6  - / 1  (Х1 ~  i x 2) +  а  (1 -  ж3 )

( 1 .6 . 1 )

( 1 .6 .2 )

(1.6.3)

(1.6.4)

(1.6.5)
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Перемножая (1.6.4) и (1.6.5), получим по (1.5.2) и (1.5.4):

1 + 6  _  1 +  [(«5 +  /+у) .гд -  (cry -  j3S) Ж1 -  (cry +  j3S) i x 2]

1 - 6  1 “  [(ad'  +  P i )  х з -  ( « 7  -  (35) ж-i -  (cry +  j35) i x 2] ’

откуда заключаем, что величина в квадратных скобках равна 6 - Воспользовавшись 
этим значением £3 , получим ф  +  i^2 и ф  — i ^2. Таким образом придем к формулам 
преобразования

6  +  * 6  =  « 2 (Х 1 +  i x 2) -  (З2 (.гд -  i x 2) -  2а /3.гд , )
6  -  * 6  =  ~ Т  (-г’1 +  ( х 2) +  52 (.гд -  ггд ) +  2р 5х 3, > ( 1.6 .6 )
6  =  - c r y  (-гд +  i x 2) +  /35 (.гд -  i x 2) +  (аб +  /+у) гд . J

Обратное преобразование получаем, используя замены, указываемые формулой 
(1.6.3):

гд  +  ггд =  52 (ф  +  * 6 )  -  Р 2 ( 6  -  * 6 )  +  2$Р&,  1
г д  -  г г д  = - д 2 ( ф  +  Д 2 ) +  а 2 ( 6  -  *6 ) +  2 7 0 :̂ 3 , > (1.6.7)
гд  =  - 7 5 (ф  +  г б )  -  Ра  ( 6  -  * 6 )  +  М  +  P i )  6 -  J

В формулах линейных преобразований (1.6.6) и (1.6.7), конечно, нет более нуж­
ды считать переменные нормированными согласно (1.5.2).

1.7. Сложение поворотов твердого тела
В параметрах Кейли-Клейна задача сложения поворотов сводится к выполне­

нию последовательности дробно-линейных преобразований: повороту 9\ соответ­
ствует преобразование

+  =  а1Д +  А , (1.7.1)
71+  +  6
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а следующему за ним повороту во соответствует преобразование

„ c t oz ' +  j3o
z  =  ;—

7 2  z' + do

Результирующий поворот в соответствует преобразованию z в z" и имеет вид

а 2 7Ю + +  +  ^  _  &12Z +  (3l 2 

7 2 7 ^  +  Ф ~  1 1 2 Z + S1 2 '
(1.7.2)

Таким образом, параметры Кейли-Клейна результирующего поворота выража­
ются через параметры последовательных поворотов 9\ и во по формулам

«12 — ОД ОД +  71 Р2, /3 12 — о д /б  +  Ф /32, 
712 =  72 «1 +  71Ф , ф 2 =  72 P i +  Ф Ф -

(1.7.3)

1.8. Выражение угловой скорости тела че­
рез параметры Кейли-Клейна. Кинема­
тические уравнения

Переходя к определению угловой скорости, обозначим параметры Кейли-Клей- 
на в моменты t и t +  dt через

а , /3,  7 , 6 ; а  +  adt , /3 +  j3dt, 7  +  7 eft, S +  Sdt.

Им соответствуют в формулах (1.7.3) параметры (од, /Зд 7 1 , ф ) первого ф  и па­
раметры (од2 , Р\о, 7 1 2 , ф 2) результирующего поворота 9. Второй поворот с пара­
метрами (од, р 2 , 7 2 , Ф) в данном случае представляет бесконечно малый поворот
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S'в = wdt, проекции которого на оси системы 142 4 3  равны

сo\dt = 2 -6 , Lbodt = 2 ~4 , Co3dt = 2 -6 ,
Ао Ag Ад

так что с точностью до малых второго порядка

Ад =  1, Ai =  -cbidt, Хо = -LVodt, A3 =  -c33dt (1.8.1)

и по (1.5.6)

Найдем далее

и т. д. Получаем

од — 1 +  4 +зdt, ро — л (~3-’2 +  i&i) dt, 
72 =  л (+2 +  *wi) dt; S2 = 1 -  л dj3 dt.

a  +  adt =  (l +  7  ib3 dt) a +  7  ( —+ 2  +  мф) 7 c#, 
/3 +  /3 =  (1 +  л d}3dt) /3 +  3 - ( — + 2  +  *3)i) 5 c33

d  =  7 +30; +  I  (+1 +  *+2)7 ,  7 =  —л ^37 +  л (<4 -  *+2) « , 
/3 =  4 +3 0 ; +  7  ( + 1  +  /+2)  5, S = — 7  +з(5 +  7  (+ 1  — iuio) /3.

( 1.8 .2 )

(1.8.3)

(1.8.4)

Заменив здесь проекции +s вектора угловой скорости на оси 0£ 14 2 4 3  их выраже­
ниями через проекции +s на оси, связанные с телом, по формулам (1.6.7), получим 
также

« *
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a  =  7  L03a + 7  {loi -  iujo) /3, 7

/3 =  —л гд/3 +  Tj {и>\ +  /ссз) а, (5:
- 7  W3 7  +  7  (wi -  iw2) 5, 
- 7  са3(5'  +  7 (w i +  / г д )  7 -

(1.8.5)
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Легко составляются и обратные соотношения

I (1.8.6)

5а — y/lj J
и также

f сщ +  ioj2 =  2i (j36 -  /35j  ,
< uj\ — icj2 = 2i (yd — a y ) , (1.8.7)

саз =  2 i (a5 — /jy^ =  2 i (/3y — 5 a ) .

Выражения (1.8.5) -  (1.8.7) являются кинематическими уравнениями, связыва­
ющими угловые скорости твердого тела с параметрами Кейли-Клейна.

1.9. Анализ способов задания положения твёр­
дого тела в пространстве

Проведенные исследования различных кинематических параметров, с помощью 
которых может быть задано положение твердого тела в пространстве, показали, что 
существуют, вообще говоря, только три различных типа параметров. Это -  направ­
ляющие косинусы, углы Эйлера и компоненты кватерниона. Такие параметры, как 
компоненты вектора конечного поворота и параметры Кейли-Клейна или Родрига- 
Гамильтона являются кватернионным параметрами, так как они определяют раз­
личным образом одну и ту же физическую величину -  эквивалентное эйлерово 
вращение вокруг одной оси. Различие параметров заключается в способах описа­
ния движения твердого тела или, что тоже, связанной с ним системы координат.

с щ  +  i uj2 =  2 i  ( а / З  — а / 3  

сЪ\ — 03)2 =  2 i [Ь'у — dyj 

саз =  2 i (ji'y — aS'j = 2 i
« *
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В случае направляющих косинусов задается «координатное» положение связан­
ной системы координат относительно исходной, при этом каждая ось связанного 
базиса может быть различным образом представлена в исходном базисе. В случае 
углов Эйлера положение твердого тела задается с помощью трех последовательных 
плоских поворотов, таких, что их сумма дает эквивалентное положение связанного 
базиса. Величины a.jk, матрицы поворота А, представляющие собой направляющие 
косинусы осей £, ц, (  с осями х, у, z , определенным образом выражаются через 
тригонометрические функции углов ДЭ,

А
Сф —  S

5 ср Сф C-ip
StfSip

вфСф
вфСф

s -ф
р$ф ~\~ СрСфСф 

в$Сф

S р  Сф С$ 

f  С и

S<pS$  

Ср s$
съ (1.9.1)
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Для параметров Родрига-Гамильтона (как и для параметров Кейли-Клейна) по­
ложение твердого тела задается одним эквивалентным плоским поворотом вокруг 
некоторой оси, определяемой как ось эйлерова вращения. Не представляет сложно­
сти найти матрицу перехода от направляющих косинусов к параметрам Родрига- 
Гамильтона:

O i l 021 о з 1

012 022 0'32

o i 3 0 '23 о з з

/

\

2 ( A i  А 2 —А 0 А 3 ) 2 ( A i  А з + А о А 2 )
+  + Л |  +  Л |  

2 ( A i  А2 +  А 0 А 3 )
Л о + А Д А Д А |
A n - A i  +  A 2 - A a

Ao +  A f + А | + А |  
2 ( А 2 A3 — Ао A i )

А п +  А ( + А |  +  Аз

2 ( А ! А 3 —А0 А2 )
А о + А (  +  А | + А 3 
2 ( А 2 А3 +  А 0 А ! )

Л Й +  Л 1 + Л ^ + Л Й 
A o - A j - A 2 +  A 3

Ao +  A f + А |  +  А | A o + A f +  А | + А | Ao +  A f + А | + А |

\
(1.9.2)

Соответственно, кинематические уравнения, описывающие движение твердого тела 
в функции от величины угловой скорости, имеют, вообще говоря, три различные
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формы: уравнения в направляющих косинусах:

Щ У ' Ч 'ГЛ I  ̂ * Ч / ‘2 -

0*2 =  • Oil +  р • oi3,
0*3 I> ' 0*2 I У ' Щ I -

уравнения в углах Эйлера:

р = ф sin 0  sin +  0  cos у, 
q = ф sin 0  cos р — в sin у,
г = ф cos в + ф,

уравнения в кватернионах (на примере параметров Родрига-Гамильтона):

А0 =  у (—pAi -  qX2 -  гА3) ,

(1.9.3)

(1.9.4)

2 (р \о  +  ГЛ 2 -  у А з ) , 
А ( у А 0 + р А 3 -  r A i ) , 

А3 =  \  ( гХ0 +  qXi  —р Х о ) .

Ai
А2 -  2

(1.9.5)

Кинематические уравнения в направляющих косинусах представляют собой си­
стему девяти скалярных линейных уравнений, удовлетворяющих шести связям, яв­
ляющимся условиями ортогональности; эти уравнения не имеют особых точек, т.е. 
в принципе всегда разрешимы. Уравнения в углах Эйлера (и Крылова) являются 
системой трех независимых линейных уравнений, имеющих одну особую точку, в 
которой система параметров вырождается. Кватернионные уравнения представля­
ют собой систему четырех линейных невырождающихся уравнений, удовлетворяю­
щих одному уравнению связи (на норму кватерниона).

Среди всех кинематических параметров и соответственно способов задания дви­
жения твердого тела использование кватернионов представляется наиболее удоб-
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ным. В отличие от направляющих косинусов, операции ортогонального преобразо­
вания однозначно задаются формальными операциями над кватернионами (в слу­
чае направляющих косинусов существуют два различных способа задания движе­
ния матрицами ортогонального преобразования А и В). В случае кватернионов 
имеется минимальное число невырождаюгцихся параметров и соответственно ми­
нимальное число связей; это обстоятельство дает существенное преимущество этим 
параметрам при численном интегрировании кинематических уравнений. Наконец, 
использование кватернионов позволяет представить в едином виде две наиболее 
важные физические величины, характеризующие движение твердого тела: харак­
теристику его локального движения (угловую скорость) и характеристику его поло­
жения (вектор конечного поворота). Обе эти величины представляются векторами 
мгновенного эйлерова вращения и эквивалентного эйлерова вращения.

Аппарат алгебры кватернионов позволяет в явном виде представить эти ве­
личины векторами пространства Н, которое всегда можно совместить с реальным 
трехмерным пространством. При этом вектор конечного поворота и вектор бес­
конечно малого вращения (угловой скорости) имеют один и тот же физический 
смысл. Применение другого формализма приводит к более сложным представле­
ниям оператора преобразования и оператора угловой скорости.

Все это делает кватернионы наиболее удобными кинематическими параметрами 
для исследования общих свойств движения твердого тела и, в частности, для ис­
следования общих свойств кинематических уравнений. Поскольку кинематические 
уравнения описывают одно и то же движение, они, естественно, должны сводиться 
друг к другу; однако этот переход не всегда тривиален.

« *
< ►

Домаш няя

Назад

На весь экран

Закрыть



Домаш няя

Г л с Ш с 1 2

Динамика твёрдого тела

« *
< ►

Назад

На весь экран

Глава посвящена рассмотрению задачи о движении твердого тела вокруг непо­
движной точки. Следует отметить, что задача об исследовании движения тяжелого 
твердого тела около неподвижной точки является одной из самых замечательных 
задач теоретической механики. Дело в том, что эта задача описывается сравнитель­
но простой системой обыкновенных дифференциальных уравнений (уравнениями 
Эйлера-Пуассона), для которой известны три общих первых интеграла. Кроме то­
го, доказано (теорема Якоби), что для сведения задачи к квадратурам достаточно 
для этих уравнений найти еще только один новый первый интеграл, не зависящий 
от времени.

Однако несмотря на усилия многих выдающихся математиков, в течение двух­
сот лет этот дополнительный первый интеграл так и не был найден. Более того, 
при ограничениях на распределение масс в твердом теле новый первый интеграл 
удалось найти только в трех случаях: случаях Эйлера, Лагранжа и Ковалевской.

Закрыть



Если новые первые интегралы в случаях Эйлера и Лагранжа были получены срав­
нительно просто, то, чтобы найти новый первый интеграл и свести к квадратурам, 
С.В. Ковалевской пришлось расширить задачу (ввести комплексное время) и вос­
пользоваться как раз разработанной к тому времени теорией функций комплексно­
го переменного. С тех пор любой новый метод, предложенный для интегрирования 
нелинейных дифференциальных уравнений достаточно общего вида, обязательно 
применяют и к решению задачи о движении тяжелого твердого тела вокруг непо­
движной точки.

В данной главе рассмотрены общие вопросы интегрирования дифференциаль­
ных уравнений Эйлера-Пуассона, описывающих движение твердого тела вокруг 
неподвижной точки: интегрирование в однозначных функциях времени, существо­
вание дополнительных аналитических и алгебраических первых интегралов. Рас­
смотрены три случая интегрируемости уравнений Эйлера-Пуассона, приведена тео­
рема Ляпунова об однозначных решениях уравнений Эйлера-Пуассона. Особое вни­
мание уделено рассмотрению канонических переменных в динамике твердого тела 
(переменные Депри и переменные «действие-угол») и их применение к анализу 
движения твердого тела в случае Эйлера.
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2.1. Углы Эйлера
Как было отмечено ранее, положение твердого тела в пространстве в каждый 

момент времени определяется положением подвижной системы координат O x y z  
относительно неподвижной системы O x\y \Z \  и может быть задано тремя углами 
Эйлера в , tp, ф. Введем в дополнение к ортам г, у, А:, Ад осей О х , О г/, Oz, О z\ орт е, 
направленный по линии узлов O J  и, спроектировав вектор угловой скорости

ш = ф к +  ф Ад +  в ё (2.1.1)
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на оси Oxyz , получим следующие соотношения:

р = (ш ■ i) = ф (к ■ i) +  ф (Ад • *) +  9 (ё ■ г) ,
q = {uj-j) = p ( k j j )  + ф' (Ад • j )  + 9{ё- j)_, (2.1.2)
г = (ш ■ к) = ф (А: ■ к) + ф (Ад ■ к) + в (ё ■ к) .

Из ортогональности осей следует, что

(к ■ г) = (к ■ у) = (ё ■ к) =  0, (к ■ к) =  1.

Проектируя орт Ад на оси Ох , Оу , Oz, получим

(Ад -г) =  у =  sin0siny>,
{ki ' j )  =  l '  =  sin0cosy>, (2.1.3)
(Ад • A:) =  7 " =  cos0.

Кроме того, заметим, что

(ё ■ г) = cos у, (ё ■ j ) = — sin p.

После подстановки найденных выражений в соотношения (2.1.2) получим следую­
щие кинематические уравнения Эйлера:

р = ф sin 9 sin р  + 9 cos р ,

q = ф sin 9 cosp — 9 sin уз, (2.1.4)
г = ф cos 9 + ф.

Отметим, что наряду с выражениями (2.1.3) для можно найти и выра­
жения для остальных шести направляющих косинусов а , а ', а", /3, /3', /3" в зави­
симости от углов Эйлера 9, р , ф. Эти выражения даются матрицей:

a  /3 7 С(р Сф Cq вф  S(p C-ip $гр +  Cq Сф S^p S<p $9
о !  /3' i = &ср Сф Cq З'ф Сф StpSqfi Cq Сф C-ip С ip S q

а" /3" 7" S0  Сф CQ

*
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Легко показать, что определитель этой матрицы равен единице. Выразим углы 
Эйлера через переменные р, q, г, 7 , 7 ', 7 ". Из формул (2.1.3) непосредственно на­
ходим, что

'У
в = arccosy", w = arctg ( —

7
( 2 . 1 .6 )

Чтобы получить выражение для угла прецессии, умножим первые два соотношения 
(2.1.4) на 7  и у' соответственно и сложим их. Тогда с помощью формул (2.1.3) 
получим уравнение

p i  +  q i
Ф = v/2  '

(2.1.7)у /'.

Следовательно, если найдены решения уравнений Эйлера-Пуассона p(t), q(t), r(t), 
у(1 ), 'j'ft), 7  "(t) то из формул (2 .1 .6 ) находятся законы изменения углов нутации 6 (f) 
и собственного вращения а закон изменения угла прецессии фф) определяется 
квадратурой из формулы (2.1.7). Эта квадратура принципиально не представляет 
затруднений. Таким образом, основную трудность в определении закона движения 
тяжелого твердого тела вокруг неподвижной точки представляет решение уравне­
ний Эйлера-Пуассона.
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2.2. Канонические переменные
Углы Эйлера в , tp, ф можно рассматривать и как обобщенные координаты, кото­

рые вместе с обобщенными импульсами р$, р^, р,ф определяемыми соотношениями

от
Р* =  Ж>
Р* 
РФ

ЪТ 
дф 1 дт 
дф 7

( 2 .2 . 1 )
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образуют систему канонических переменных в задаче о движении тяжелого твер­
дого тела вокруг неподвижной точки. В формулах (2.2.1) кинетическая энергия 
определяется формулой

т= ^  (Ар2 + Bq2 + Сг2) , ( 2 .2 .2 )

в которой р, </, г должны быть заменены их выражениями (2.1.4). Выразим теперь
зависимость проекций угловой скорости р, </, г через обобщенные импульсы рд, р^,
р,ф и углы Эйлера 9, у>, ф, для чего воспользуемся выражением кинетической энер­
гии (2.2.2) и кинематическими уравнениями Эйлера (2.1.4). Получим соотношения

рв = А р  cos <р — В q sin у>,
Plp = С г, (2.2.3)
р.ф = (Ар  sin р — В q cos <р) sin 9 + С г cos 9,

разрешая которые относительно р, q, г, найдем искомую зависимость:

А 'Р =  3  (ТЭ _  Pf  cos +  Ро cos
В<1 = ш т  (рф -  р^ C O S  9) -  ре sin р, (2.2.4)
С г = р .

Кроме того, воспользовавшись формулами

К  = A p i  + В q j  + С г к,
ё = cos<р i — sin<р j ,  (2.2.5)
к\ = sin 9 sin <р i + sin 9 cos tp j  + cos 9 k,

где К — кинетический момент тела относительно точки О, из соотношений (2.2.3) 
найдем:

ре =  (К  ■ ё) ,
Pip = (К  ■ к) , (2 .2 .6 )
р.ф = (К  • Ад) .
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2.2.1. К анонические перем енны е Д еп р и
Кроме канонических переменных в, у, ф, рд, р^, р.ф в некоторых случаях удобно 

использовать углы / ,  у д ,  уз и соответствующие им обобщенные импульсы L,  In, 1з, 
введенные в динамику твердого тела Депри. На рисунке 2.2.1 система координат 
О .гд у\ z\ -  неподвижная, а О х у z -  подвижная система координат, оси которой 
направлены по главным осям инерции тела.

Построим вектор кинетического момента К  и проведем перпендикулярную ему 
плоскость О М  N.  Эта плоскость пересечет по прямой ОМ неподвижную плоскость 
xi  О у\ и по прямой ON -  подвижную плоскость х О  у.

В качестве обобщенных координат выберем углы I, у 2 , уз, как показано на ри­
сунке 2.2.1. Тогда скорости изменения этих углов I, уд, уд будут направлены по оси
О z, по вектору К  и по оси О z\ соответственно (см. рисунок 2.2.1). Введем в до­
полнение к ортам г, j ,  к, Ад осей Ох, О у, О z, О z\ орт s , направленный по вектору 
К.  Спроектировав вектор угловой скорости

ш =  /' /с +  уд s +  уз Ад (2.2.7)

на оси системы O x y z ,  получим

р = {ш ■ i) = I (It  ■ i) +  уд (s ■ i) +  уз (к - i) ,
q =  (uj-j) = l (k_-j) + уд  (s • j )  + уз (2 .2 .8 )
r =  (с0 ■ к) = I (fc • к ) +  уд (s • к) +  уз (fc • к ) .

Введем далее соответствующие углам I, уз, уз обобщенные импульсы L,  In,  / 3

согласно формулам:
г _  эт

4 ’
h  = ф  (2.2.9)
Т —  д Т  
3  д ф з  '
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-L К

Рис. 2.2.1. Задание положения твердого тела через переменные Депри

Тогда на основании формул (2.2.2) и (2.2.5) для кинетической энергии и кинети­
ческого момента, получим с помощью соотношений (2 .2 .8 ) следующие выражения
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для обобщенных импульсов:

Из формул (2.2.10) следует, что обобщенные импульсы L, / 3  являются проекци­
ями кинетического момента на оси О z и О z\ а импульс 1о равен величине вектора 
кинетического момента. Поэтому, вводя еще вспомогательные углы ф и So между 
вектором кинетического момента К  и осями О z\ и О z (см. рисунок 2.2.1), получим

Если теперь оси Ох\  и Oz\ неподвижной системы координат направить по прямым 
О Ми  вектору К,  то углы So, ро и I будут эйлеровыми углами нутации, прецес­
сии и собственного вращения. Из формул (2.2.11) следует, что импульсы L , 1о, / 3  

дают возможность определить углы наклона вспомогательной плоскости О М  N  с 
основными плоскостями О х \ у \  и О ху .

Отметим связь между импульсами рд, р р . ф  и импульсамиЕ, 1о, / 3 , которую 
можно получить из формул (2.2.6) и (2.2.10) и из рисунков 1.3.2 и 2.2.1:

При выводе формул (2.2.12) надо принять во внимание, что ось ON перпен­
дикулярна вектору К  и, следовательно, проекция вектора К  на плоскость Оху  
перпендикулярна оси ON.
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/ 3  =  Io COS d 'l , 

L = Io COS So . ( 2 .2 .1 1 )

pg = Io sin So sin (/ -  ip) , 
IN = L,
РФ = h-

( 2 .2 .1 2 )
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Найдем теперь в переменных Депри выражение для кинетической энергии твер­
дого тела. Из формулы (2.2.2) имеем

1 к г  к г К:Т  = -  I H i  +  +
2  I A B C

(2.2.13)

где К х, К  у и K z являются проекциями вектора кинетического момента К  на по­
движные оси O x  y z :

К х = Ар,
К у = Bq, (2.2.14)
K z = Cr.

Обозначая через К ху проекцию вектора К  на плоскость Оху, найдем, что вектор 
К ху составляет с осью О х  угол Ц- — I,а модуль этого вектора

Отсюда следует, что

К ху = J l $  -  L \

1\ х — К , у sin/, 
К  у = К ху cos I.

Так как из формул (2.2.10) вытекает, что

K z = L,

(2.2.15)

(2.2.16)

(2.2.17)

то выражение (2.2.13) для кинетической энергии в переменных Депри будет иметь 
вид

Io — L 2 ( sin2 I cos2 l \  Lr
T  = ----  f — — +  ] +  — . (2.2.18)

A В 2 С
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Покажем теперь, что переменные Депри есть канонические переменные. Боль­
ше того, покажем, что существует однородное каноническое преобразование, ко­
торое переводит фазовое пространство Эйлера (в , р ,  ф, ре, р^, р.ф) в фазовое про­
странство Депри (/, р 2, р3, L, / 2, Д).

Для доказательства этого утверждения воспользуемся известным дифференци­
альным соотношением между длинами сторон и величинами углов сферического 
треугольника М  N  J , изображенного на рисунке 5.2,

d p 2 =  cosS2 d (р — I) + c o s d (ф — p 3 ) — sin (p — I) sinД d9. (2.2.19)

Умножая соотношение (2.2.19) на величину Д, на основании формул (2.2.11) и 
(2 .2 .1 2 ) можно окончательно записать:

Из последнего соотношения следует вывод о том, что преобразование (в, р, ф,ре,р^,Рф) —> 
(I, р 2 , рз, L, Д Дз) является однородным каноническим преобразованием.

2.2.2. В ы раж ение р, д, г, 7 ,  д ' ,  7 "  через переменны е  
Д еп р и

Выразим сначала переменные р, q, г через переменные Депри, для чего вос­
пользуемся формулами (2.2.4) и соотношениями (2.2.11) и (2.2.12). В результате 
получим

Домаш няя
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L d l  + b d p 2 + h d p  з =  P e d 9  +  p^dp +  Ppdp . ( 2 .2 .2 0 )

Г cos (5i —cos 6 2  cos 9 
L - s in  0 sin p  +  sin 62 sin (I — p) cos p\ , 

cos p  — sin 62 sin (I — p) sin p\ ,Г cos <5i —cos S2  cos 9 
L s in  0

( 2 .2 .2 1 )

C r  = L.
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Для сферического треугольника, изображенного на рисунке 2.2.2, справедлива 
еще одна зависимость, связывающая длины сторон и величины углов:

cos =  cos б? cos 9 + sin 62 sin 9 cos (p — / ) . ( 2 .2 .2 2 )

Заменяя в двух первых формулах (2.2.21) cosd'i его выражением (2.2.22), получим 
соотношения

Ар = / 2  sin 62 sin /,
Bq = / 2  sin 62 cos /, (2.2.23)

которые с помощью формул (2 .2 .1 1 ) приведем к следующему виду:

Р -  у 7 22 — L 2 sin /, — \ / / 22 — L 2 cos /, _  L
Г ~  С

(2.2.24)

Для нахождения зависимости переменных у, у ^ у ” от переменных Депри вос­
пользуемся известными формулами для сферического треугольника. В итоге после 
всех преобразований получим:

у =  sin 9 sin р = sin I cos Д sin 62 + sin I sin Д cos 62 cos yy +  cos I sin Д sin yy,
7 ' =  sin 9 cos p = cos I cos Д sin 62 + cos I sin Д cos 62 cos p 2 — sin I sin Д sin p 2 ,
7 " =  cos 9 = cos Д cos 62 — sin Д sin 62 cos yy.

(2.2.25)
Заменяя в уравнениях (2.2.25) угол соответствующим ему соотношением из формул 
(2 .2 .1 1 ), окончательно получим искомые формулы в следующем виде:

7  =  77 sin S2 sin I + yj  1 — yi cos 53 sin I cos yy +  1 — 7I  cos I sin p 2 ,

7 ' =  sin So cos / +  yj  1 — 7I  cos So cos / cos p 2 — \J 1 — 7I  sin / sinyy, (2.2.26)

7 " =  ^  cos S2 -  у/1 — j t  sin S2 cos p 2 (cos S2 = .
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N

Р и с .  2 .2 .2 .  С ф е р и ч е с к и й  т р е у г о л ь н и к  М  N  J

Таким образом, в данной главе рассмотрены два вида канонических перемен­
ных: переменные Эйлера и переменные Депри. Переменные Эйлера являются более 
общими и удобны для многих случаев интегрирования.
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2.2.3. К анонические перем енны е «действие—угол»
Рассмотрим Лиувиллеву систему с п степенями свободы (лиувиллевыми систе­

мами будем называть системы, удовлетворяющие всем условиям, при которых до­
казывается теорема Лиувилля). Предположим, что выражения для p j ,  полученные 
из первых интегралов этой системы, имеют вид

Pj = f j ( 4 j , a ъ «2 ,  •••,««) (j =  1, 2, •••, п), (2.2.27)

и что траектория (2.2.27) на каждой координатной плоскости (q, р) 2 ?г-мерного фа­
зового пространства будет замкнутой кривой. (К случаю замкнутой кривой будем 
относить также и периодическую по rjj с периодом Т* кривую pj(qj), отождествляя 
точки Pj(qjo) и Pj{4j о + Т*), где qjа -  начальное значение.) Тогда периодическим 
будем называть такое движение системы, при котором проекции точки с коорди­
натами (/1 , </2, • • •, qn 'i P i ,  Р2,  • • • , Р п  на каждую координатную плоскость ( q j ,  p j )  2 п- 
мерного фазового пространства описывает замкнутую кривую pj = pj(qj).

Введём вместо произвольных постоянных од, ао, . . . ,  а п, постоянные Д, 1о, ■ ■ ■, 1п, 
называемые действиями, по формулам

/; щ; / U = 1, ■ ■ ■, п ) , (2.2.28)

где написанный выше интеграл берётся за полный период изменения qj .

Если же одна из переменных qj -  циклическая, то соответствующий ей импульс 
pj -  постоянный и траекторией движения на плоскости (qj, pj) будем прямая линия. 
Это движение можно рассматривать как периодическое по qj с любым периодом, 
например с периодом 2 л, что мы и будем делать. Поэтому формула (2.2.28) для 
всех циклических переменных должна иметь вид

I j = Pj. (2.2.29)
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Из полученных п соотношений (2.2.28) можно при условии, что

D (ii, / 2, . . . ,  I n) q 
D («1 , а п , . . ., ап)

выразить произвольные постоянные оц, ап,■ ■ ■, а п через постоянные / 1 , In, . . . ,  I n:

aj = aj (Ii, I n , . . . ,  I n) (j = 1 , 2 , . . . , n ) . (2.2.30)

Рассмотрим теперь определяемую соотношением (2.2.27), а также соотношени­
ем YTj=i f j d Qj = dW  Функцию W  (щ, qn, . . . , qn, ал , an, . . . ,  an):

П
а ь a2, • • • ,<*«) (2.2.31)

3=1
которая является полным интегралом уравнения

Я  (щ, qn, . . . ,qn, d W / d 4l, d W / d q n , . . . , d W / d q n) = a l . (2.2.32)

Заменяя в функции ТР постоянные а  на постоянные I  по формулам (2.2.30), пред­
ставим её в следующем виде:

W  = W  (qi, qn, . . . , qn, I \ , In, . . ., I n ) . (2.2.33)

Эту функцию можно рассматривать как производящую функцию канонического 
преобразования

(q, р) -Р (го, I),

при котором новые импульсы (I) будут постоянными. Действительно, формулы, 
определяющие это каноническое преобразование, имеют вид

Pj = d W / d qj, Wj = d W / d I j  (j = 1, 2, . . . ,  n ) , (2.2.34)

« *
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H(qi , <?2, - - -, Яп, Р1 , Р2 , ■ ■ ■,Рп) =  « 1 , (2.2.35)
причем последняя формула следует из независимости функции W  от времени.

В соответствии же с первой группой формул (2.2.34) соотношение (2.2.35), слу­
жащее для определения функции W,  совпадает с уравнением (2.2.32), для которого 
функция W  является полным интегралом. Из формулы (2.2.35) следует, что новая и 
старая функции Гамильтона равны и новую функцию Гамильтона можно записать 
на основании формулы (2.2.30) в виде

Н  =  « 1  =  Н  (/i, / 2, . . . ,  /„). (2.2.36)

Эта новая функция Гамильтона уже не будет зависеть от переменных мц, ид , . . . ,  гип, 
которые, следовательно, являются циклическими. Тогда из уравнений Гамильтона
dq-; dHi dp-; d H < • i о 5 гdt =  ~dpr ? dt = ~~dq~- w =  *-•> • • • ? n)'> написанных для переменных i, ВЫ-
текает

dl j  _  n dwj д H  (/i, / 2 , . . .  , / „ )
-  °, ^ ^  (h,  h , . . . , / „ ) •  (2.2.37)

Интегрируя эти уравнения (принимая во внимание, что uij -  постоянные величины), 
получим соотношения

Ij = const, Wj = ujjt +  j3j (j = 1,2, . . . ,  ??.), (2.2.38)

в которых /ф -  постоянные интегрирования.
Первая группа этих соотношений ничего нового не даёт и только подтверждает, 

что Ij -  постоянные величины. Вторая группа уравнений показывает, что величины 
ivj, называемые угловыми переменными, являются линейными функциями време­
ни. Связь их с переменными q определяется из второй группы соотношений (2.2.34)

wj = d W / d l j  {j = 1, 2, . . . ,  п ) . (2.2.39)
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Выясним некоторые свойства угловых переменных ivj. Возьмём замкнутую тра­
екторию на плоскости (qj, p j ). Тогда при движении изображающей точки по этой 
траектории все переменные </, кроме qj останутся неизменными. Выясним, что при 
этом произойдёт с Wj. Обозначая через А год, приращение, которое получает ве­
личина ivk при условии, что координата qj совершила полный цикл изменения, с 
помощью формулы (2.2.39) найдём:

Г [ d2W
А ид =  j)  Ii ivk = <J> Qj k Qq , d(lj- (2.2.40)

Так как действие Ik при интегрировании является параметром, то символ диф­
ференцирования по Ik можно вынести за знак интеграла. Тогда на основании пер­
вой группы формул (2.2.34) получим

д /  д W  д /
Л“’‘ = Ж f  JT, d"’ = жтр,л‘ь (2241)

Из формулы (2.2.28) следует, что

j) Pjdqj  = 2 n l j ,  (2.2.42)

и поэтому окончательно

AiVk = 2тг^-у-= 2irdkj, (2.2.43)
У д

где Skj -  символ Кронекера, равный нулю при к j  и единице при к = j.
Таким образом, когда переменная qj совершает полный цикл своего измене­

ния, переменная Wj изменится на 2  я ,  что и оправдывает её название -  угловой 
переменной. Кроме того, Ij  имеет размерность кинетического момента и поэтому
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канонически-сопряженная действию координата Wj соответствует угловой перемен­
ной.

Обозначая через Tj полный период изменения величины qj, получим, согласно 
формулам (2.2.38) и (2.2.43), выражение A w j  =2тт = ojj Tj , из которого следует

ujj =  2  7г / T j . (2.2.44)

Поэтому постоянная uij равна круговой частоте изменения qj.
Рассмотрим теперь зависимость старых переменных (qj, p j ) от новой перемен­

ной ivj. Из сказанного выше следует, что при изменении угловой переменной ivj 
на 2 я переменная qj, а с ней на основании формулы (2.2.27) -  и переменная pj 
возвращаются к своим первоначальным значениям. Поэтому qj и pj  являются 2 я- 
периодическими функциями угловой переменной ivj и могут быть представлены в 
виде рядов Фурье:

Qj — ^   ̂ н/, с
к = —  оо

где
р27Г

— г  к г

(2.2.45)

(2.2.46)
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pj У~] ъкё
r2ir

г  к  го,- где Ък Pj'
- г  к г п

к = —  с

(2.2.47)

Возьмём теперь какую-либо функцию канонических переменных q, р интегри­
руемой системы с периодическим движением, например, функцию Ф (</i, qn, . . . ,  qn. Pi, Р2 , 
Так как переменные qj, pj будут 2 я-периодическими функциями угловой перемен­
ной iv j , то и функция Ф будет 2 я-периодической функцией всех угловых перемен-

,Рп)-
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ных iv 1 , • • •, ivп, тг-кратный ряд Фурье, который имеет вид

ОО ОО
Ф (^1, . . . , Цп1 Ph • • • iPn) Е Е ••• Е Ск1,к2,..., к„ (h,  h ,  • • •, In)-

к ± = — оо &2 =  — оо к п = — о о

£г (кг W!+... + kn w„) (2 2 4 8 )

где Ад, Ад,. . . ,  кп -  целые числа, пробегающие значению от —оо до +оо. Введём для 
удобства следующие обозначения:

Ад ид +  . .. +  к„ w„ = (к, iv) ,
Ск1,к2,..., к„ {h, h ,  ■ ■ ■, In) = Ск (/),

ЕОО >00 ^"~>00
к\=— о о  Z - ^ k 2 = — оо * * * Z ^ k n = — о о  Z—̂ k i

Ф (щ, q2, . . . ,qn, р и р2, . . . ,рп) =  Ф (<?, р)

(2.2.49)

и отметим, что А: =  0 означает Ад =  Ад =  . . .  =  кп =  0. В этих обозначениях формула 
(2.2.48) примет вид

<I(q,p) = Y ; Ck( I ) e i<-k’w)- (2-2.50)
к

Переходя в (2.2.50) на основании соотношений (2.2.38) к зависимости от времени, 
получим тг-частотную и в общем случае квазипериодическую функцию времени

I>(q,p) = J 2 Ck ( I ) eil<-k’W)t+{k’/3 )] (2.2.51)
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и более общем случае.
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2.3. Интегрирование уравнений Эйлера-Пу­
ассона в случае Эйлера

2.3.1. И нтегрирование уравнений Э йлера-П уассона  
в случае Э йлера

Уравнения Эйлера-Пуассона, которые в случае Эйлера (xq = 0, ус = 0, zq = 0) 
выглядят следующим образом:

А р  + (С — В) qr = 0, 
В q + (А — С) гр = 0, 
С г + (В — А ) р q = 0,

(2.3.1)
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7 =  Г7 — 9 7  ,

i '  =  'P i"  ~  r 7 i
i "  =  q i  - p i ”,

обладают следующими четырьмя первыми интегралами:

р 2 + В q2 + С г 2 =! 1 ,
А р  у +  B q j '  + Cr~/" =!2,
72 + 7 '2 + 7 "2 =  Г  
2р 2 +  В 2 q2 + С 2 г 2 =Ц.

(2.3.2)

(2.3.3)

Последний интеграл показывает, что К  -  величина кинетического момента -  
постоянная величина. Кроме того, так как в случае Эйлера момент внешних сил 
относительно неподвижной точки равен нулю, то, по теореме об изменении кинети­
ческого момента, получим =  0  и, следовательно, кинетический момент К  будет 
неподвижным вектором в осях О х\ у\ z\.

Закрыть
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Так как система уравнений (2.3.1) -  замкнутая, то для ее интегрирования вос­
пользуемся первым и четвертым интегралами (2.3.3), которые перепишем в следу­
ющем виде:

р 2 + B q 2 + C r 2 = Dv 2,
2р 2 + B 2 q2 + C 2r 2 =  £ > V ,  (2.3.4)
(С 1! =  D v 2 ,C '4 =  D 2 v 2 ) .

Выражая теперь из этих интегралов р и г через q:

j  Р2 =
1 г2 =  * 7

(2.3.5)

где
f  -  ,.2 р  (d - с )
1 В ( В - С )  ’

2 Р ( А - Р )  
у и В { А- В)  ’

и подставляя полученные соотношения во второе уравнение (2.3.1) получим:

Д  = ' 1 { А ~ Вл с ~ С) (2.3.6)

Выберем оси координат таким образом, чтобы соблюдались неравенства А  > В  > 
С. Тогда из соотношений (2.3.5) вытекает, что

/  > 0, д > О, А > D > С,

и, следовательно, знак разности

2 D (А — С) (В — D)д- / В ( А - В )  ( В - С )
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совпадает со знаком разности В — D.
Рассмотрим случай, когда

В -  D > 0, д > / .

(Случай В — D < 0, д < f  исследуется аналогично). Полагая

п  , 2  _  /  _  ( A - B ) ( D - C )
4  д ( В -  С) (А - D ) < ’

(2.3.7)

(2.3.8)

определим из уравнения (2.3.6) время t  как функцию переменной величины и при 
помощи эллиптического интеграла

/»и

■Jo У(1 -  м2)(1 -  А:2м2) ’
(2.3.9)

где
D(B -  С){А -  D) 

A B C  :
а #о -  постоянная интегрирования. Обращение этого эллиптического интеграла, как 
следует из формулы v = С , dt)’ (обращением этого интеграла являетсяи у / (1 —со2 )(1 — к2со2 )
функция ш = snu) дает выражение

и = snr, г =  п (t — to) , 

с помощью которого из формул (2.3.5) и соотношений

sn2v  +  cn?v = 1 , 

к2 sn?v + dn?v = 1
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найдем

{
/  D ( D - C )  
q — ь \ v  \ j  в  (В _С)  s n r ’

p = e2v \a Zc) cnr> (2.3.10)

r  =  £ 3  ^  s j  с  j l l g j  d n T .

В этих формулах каждая из трех величин щ, £о и £ 3  в зависимости от начальных
условий равна +1 или —1 (при г о > 0 , щ =  +1, £2 = — 1, £3  =  +1). Полученные
выражения для р , q, г зависят от трех произвольных постоянных г/, D , ф.

Найдем теперь решение оставшихся трех уравнений Пуассона (2.3.2) при из­
вестных функциях p,q,r. В этом случае уравнения (2.3.2) становятся линейными 
однородными уравнениями и их общее решение будет найдено, если будет определе­
на соответствующая фундаментальная система частных решений. Для определения 
частных решений воспользуемся системой уравнений (2.3.1), которую перепишем в 
следующем виде:

3Lt (A P) =  (Bq)  r -  (C r ) q ,
f t (Bq) = ( C r ) p - ( A p ) r , (2.3.11)
3Lt (C r ) =  (A P)q -  (Bq)p.

Сравнивая полученную систему уравнений с уравнениями (2.3.2), убеждаемся, что 
функции 7 1 , 7 i, 7 ", где

7 1  = = ~ Т ' 1< = “р с  =  ‘Л ) , (2.3.12)

a p,q,r определяются формулами (2.3.10), составляют частное решение уравнения 
Пуассона. Найденное решение в силу второго интеграла (2.3.4) удовлетворяют со­
отношению

7i +  l i  +  7 i 2 =  1- (2-3.13)
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Это частное решение соответствует тому случаю, когда ось щ направлена не по 
вертикали, а вдоль постоянного вектора К.

Заменяя в формулах (2.3.12) направляющие косинусы 7 1 , у), у)' их выражени­
ями (2.1.3) и (2.1.4) через углы Эйлера и подставляя в формулу (2.1.7) вместо 7 1 , 
у), у)' их выражения (2.3.12), получим

I sin в sin у  =  А р , I sin в cos <р = В q,l cos в = С г, (2.3.14)

« -
< ►
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(1'Ф _  +  , 0 9 1  СП
dt  V A V  +  W

Из формул (2.3.14) и (2.3.15), полагая в нихр, </, г известными из (2.3.10) функ­
циями времени и интегрируя уравнение (2.3.15), найдем явную зависимость углов 
Эйлера в, у, ф от времени. Зная же углы Эйлера как функции времени, легко из 
соотношений (2.3.5) найти направляющие косинусы од, а), ад оси .гд и /ф, /3), оси 
у\. Каждая из этих троек направляющих косинусов является частным решением 
уравнений Пуассона и соответствует тому случаю, когда в качестве осей х\  и у\  вы­
браны прямоугольные оси, перпендикулярные постоянному вектору кинетического 
момента К.  При этом будем предполагать, что оси .гу и у\ выбраны таким образом, 
чтобы угол ф обращался в нуль при t = to.

Определитель матрицы (1.4.5) равен единице. Поэтому найденные выражения 
для троек направляющих косинусов од, од, од, /ф, /ф, /ф', 7 1 , у), у)' представляют 
собой фундаментальную систему частных решений и, следовательно, общее реше­
ние уравнений Пуассона будет иметь вид:

у =!'од+!"/ф+!'" 71,
у' =!'сф+!"/ф+!"'7 ф (2.3.16)
у" =!'сф'+!"/ф'+!'"уф
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где С , С", С "  -  постоянные интегрирования. В этом решении из трех постоян­
ных величин !', С" , С "  произвольными являются только две в силу существова­
ния соотношения С ' 2 +  С " 2 +  С ' " 2 =  1, выводимого из тривиального интеграла 
у 2 +  у ' 2 +  у " 2 =  1 при использовании очевидных соотношений

од /?1 +  ад  /?1 +  од Pi =  0, ад  у 1 Д- ад  у (  Д- ад  у ^  =  О,

/Ф 7 i  +  Pi 7 i  +  У Г — 0, а?! Д- ад" Д- ад  " — 1,

/32 +/3 12 +/3 1 2 =  1,7Г+712 + 7 1 2 =  1-
Таким образом, полученное в случае Эйлера общее решение (2.3.16) уравнений 

Эйлера-Пуассона зависит от пяти произвольных постоянных v, D, to, С ,  С" .
Покажем теперь, что зависимость от времени каждого из девяти направляю­

щих косинусов а д , а д , а д ; /Зд, /3[, / 3 уд, у), у)' может быть выражена в виде раци­
ональной функции от тэта-функций Якоби. Для величин уд, у(, у(' это следует из 
формул (2.3.10) и (2.3.12).

Предварительно определим углы Эйлера в , tp, ф как функции времени. Для 
углов в и у  такая зависимость от времени следует из формул (2.3.10) и (2.3.14). 
Подставим теперь в правую часть уравнения (2.3.15) вместо р и q их выражения
(2.3.10). Заменяя в этом уравнении си2т на 1 — sn2r  и переходя от производной по 
t к производной по г (dt = ф̂~), получим

< 1 ф _ и Р  у D {С — А)  1
d,r п С  п A C  l +  m sn 2 r ’

"’ = щ й д  <2-3-18»

« *
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Воспользовавшись формулами

dv
1 +  п sn2 u ’

=  V  +
sn а

си о dnc
O'(а) 1 , в Iv — а)- f f u  +  -  In ------- 2
в (а) 2  в (и +  а)

проинтегрируем уравнение (2.3.17). Будем иметь выражение

1 9(т -  а)
ф = Ат + XI х  In ■" 2  в(т +  а 

где а определяется из соотношения

к2 sn2o =  —m.

(2.3.19)

(2.3.20)

в котором к -  модуль эллиптического интеграла (вычисляется по формуле (7.8))

г/D (А — С ) sno
Xi = i A C  си о d n o ’

(2.3.21)

а Л -  некоторое действительное постоянное число.
Вычислим теперь коэффициент уд. Из формул (2.3.18) и (2.3.20) и, принимая 

во внимание соотношения sn2u +  cn2u =  1 и fc2 sn2u +  dn2u =  1 , получим:

си a dn а 

и, следовательно,

(А:2 (1

1 А С { В - С ) (А — D) 
D В (А — С ) 2

XI =  -*•

(2.3.22)

(2.3.23)
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2.3.2. Об однозначности реш ения
Покажем теперь, что остальные шесть направляющих косинусов выражаются 

рационально через тэта-функции Якоби. Из соотношений (2.3.14) следует

sin в
I

где функции

Vi =

sin <р = V\ sin в , cos <р = Vo sin в, 

A l p  B l q
г, Vo =

(2.3.24)

(2.3.25)

(2.3.26)4 V  +  B 2 g2’ “ 4 V + B 2 ? 2

выражаются с помощью (2.3.10) и формул

S11U _  фк Щ ( > и / 2 А )  ’ 
cnv -  . [hL . в2Аи/ 2К)— V fc Щ(7ги/2А)’
dm; -  \ / F  • g3(W2 A) anu — V/v в 4 ( т г и / 2 К )

рационально через тета-функции Якоби.
Заменяя в формуле (2.3.24) р 2 и q2 их значениями из соотношений (2.3.10), 

получим выражение

sin в
l A ( D - C )

' l  +  C 3 - B ) snV.
D (А — С) у  А (В — С) 

которое на основании формул (2.3.18) и (2.3.20) перепишем в виде

sin в =
\ / д ( А - С )  V l ~ t 2 s l A , s n ^

(2.3.27)
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Воспользовавшись формулой

2 2 2 °2(°) 0 (т + а) в ( т- а )
1 — к sn a sn т =

окончательно получим

sin 9 = Ai

в2 (а) 92 {т)

\ / 0  (т -\- а) в (т — а) 
0 2 {т)

(2.3.28)

где Ai -  постоянный коэффициент. Вычисляя затем sin-0 и cos-0 (где ф = Ат — 
0  In  ̂j ;+; j ) с помощью формулы

А Х т  в ( т ~ а ) А Х т
в (г -

\ / 0  (т -\- а) 9{т -  I 
в (т +  а)

убеждаемся, что sin ф и cos ф зависят от той же иррациональности, что и sin в, и, 
следовательно, произведения

sin 9 sin 0, sin 9 cos ф (2.3.29)

будут рациональными функциями 9. Но в выражениях для а.\,аф а'{ш, /ффЗфф'ф 
получаемых из формул (2.3.16), в которых sin у и cosy заменены правыми частя­
ми соотношений (2.3.25), величины sin#, cos0 и sin0 встречаются только в виде 
произведений (2.3.29). Следовательно, и эти шесть направляющих косинусов вы­
ражаются рационально через тэта-функции Якоби. Если же рассматривать время 
t как комплексное переменное, то полученные результаты можно сформулировать 
следующим образом: общее решение (2.3.10) и (2.3.16) уравнений Эйлера-Пуассона 
в случае Эйлера выражается в однозначных функциях времени.
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2.4. Интегрирование уравнений Эйлера-П у­
ассона в случае Лагранжа

2.4.1. Л агранж ев случай движ ения весомого твер­
дого тела вокруг неподвиж ной точки. Сим­
метричны й гироскоп

Пусть весомое твердое тело S  движется вокруг неподвижного полюса О, для ко­
торого эллипсоид инерции тела является поверхностью вращения. Пусть при этом
центр масс тела лежит на оси вращения эллипсоида инерции, или, как говорят,
на динамической оси симметрии тела. Этот случай движения тела носит назва­
ние лагранжева случая движения весомого твердого тела, а само тело называется 
симметричным весомым гироскопом. Уравнения движения

{Д^ Д  — (Jvv — Д у) ay- = Mg  (032 С с — °зз Vc),
Jvv Д  -  (Ду -  ДД ау ще =  Мд  (033 Д  ~  « 3 1  СсД 
Ду Д  — (Д^ — Д Д  ще шп = Мд  (о3 1 7]с — °32 (с),

для названного случая примут вид:

{Д ? Д  -  (Д ? -  Д у) cov coq = М  д а32 Со,
•Д  Д  ~  (Л'С — Д  =  —M g a3iCc, (2.4.1)

Д  =  0.

Здесь ось симметрии тела принята за ось С, а координата С центра масс тела обозна­
чена Д  причем эта величина может быть и положительной, и отрицательной. Ось 
О z направлена вертикально вверх. Косинусы 6 3 1 ,6 3 2  следующим образом зависят
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от эйлеровых углов р  и 9:

031 =  sin р  sin 9,
03 2  =  — cos p  sin 9. (2.4.2)

2.4.2. П ростейш ие интегралы  уравнений движ ения
Последнее из уравнений (2.4.1) показывает, что

оу- =  Aonst =  са(у . (2.4.3)

Заметим, что приложенная к телу сила тяжести не даёт момента относительно вер­
тикали; следовательно, кинетический момент тела относительно оси О z постоянен 
и равен своему начальному значению:

Gz = const =  Gqz ■

Последнее уравнение согласно формулам

а :х —  Я'11 +  0 1 2  0"ц +  013 а Сл [ G o ^  — J ££
ау о<21 о5 02 2  о7у о.2з ос, ч G0r, чч ч■
a z =  «31 +  «32° +  «33 «V ( G qc, =  Фд оу

и (2.4.3) можно переписать в виде

О31 +  L0V О32) +  JqQ^oC, U =  G o z ,

где для краткости положено
и = 0 3 3  =  cos 9.

(2.4.4)

(2.4.5)
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Непосредственно из уравнений (2.4.1) интеграл (2.4.4) получается следующим об­
разом. Умножаем первое из уравнений (2.4.1) на ащ, второе на 0 3 2  и складываем:

J^(uj£a 31 +  ш, ,0 3 2 ) +  (J^  — фд-)ще(щеаз 2 — ЩД3 1 ) =  0. (2.4.6)

Обратимся к кинематическим формулам. Общая структура этих формул тако­
ва:

Q'fiiy ^(V+2 ) Сф (ф+1) ^(V+l) (V+2)?
причем индексы 1 , 2 , 3 у угловой скорости соответственно означают х, у, z, а числа 
в скобках должны быть заменены их наименьшими положительными вычетами по 
модулю, равному 3. С помощью этих формул получаем

— ф д- а у ( а у 0 з 2  — о у О  31) =  033 =  Д у -w y u ;

с другой стороны, имеем

— щ ф з1 ) =  — щфзз) +  Озз — Oy0 3 i) =
=  Jgg ay О31 +  J^ca,?032.

Подставив это выражение в равенство (2.4.6) и воспользовавшись интегралом (2.4.3), 
находим:

- ^ ( ^ у О з !  +  < * у о з 1  +  c i y  О 3 2  +  о у О з з )  +  J ^ cj^ o u  =  0 ,

откуда и вытекает интеграл (2.4.4).
Запишем интеграл энергии

T = U  + h,

где h -  произвольная постоянная. Запишем кинетическую энергию как

Т  = +  Jq quĵ ),

« *
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а силовую функцию по формуле
П

U = —д m^Zu + const =  — М gzc + const,
v=l

и заметив, что
zc = Сс cos в = С с  и,

найдем окончательно:

•̂ 55 +  Ф)) +  ĈCwco =  — “̂МдСс и +  2 /?.

Выразим оу, сov, оу, О3 1 , О32 через эйлеровы углы по формулам (2.4.2) и

оу =  sin р  sin 9 ■ ф + cos р  ■ 9,

оу =  cos р  sin 9 ■ ф — sin р  ■ 9,

ay = cos 9 ■ ф + ф,

(2.4.7)

тогда найденные интегралы (2.4.3), (2.4.4) и (2.4.7) примут вид:

1ф и  +  р  =  о у у ,

J^{ip2 (1  — и2) +  в2 } =  —2 М д  С с и +  2 h — J^  .,2 n , А2

Из уравнения (2.4.9) имеем

Ф =
Gqz — фу о>су и 

J 5 5 ( 1 -  и 2 )

(2.4.8)

(2.4.9)

(2.4.10)

(2.4.11)

Домаш няя

« *
< ►

Назад

На весь экран

Закрыть



К аф едра  теоретической  механики

Подставив это выражение в равенство (2.4.10), найдем:

■'2 (Gqz — J^u>0(~uy
1 _ и2  » ~ ^ о С—2 М д  С с и +  2 h — J ccw,5С -

или, после сокращении

—̂ -{[—2 М д  Сси+2/г — фд-сцф-] (1 — гг) J ^  — (Gaz —J^^uj(](-u)"} — Q(u).  (2.4.12)
Jk

Из равенства (2.4.8) получим:

<Р =  шо<;
(Gqz — фд-щд-гфы 

J55( 1 -  и2)
(2.4.13)

Пусть центр масс тела лежит на положительной стороне оси Оф тогда Со будет 
положительно, и, следовательно, будем иметь:

Q ( - o o ) < 0 , Q ( - l )  =  _ (Go»+J« ^ )2 < о,
Q M > 0 , Q ( + l )  =  _ ( ^ - ^ c ^ o c )2 <0 ;  Q(-yoo) > 0 .

(2.4.14)

Здесь через и о обозначено начальное значение переменной и, причем щ  заключено 
в интервале — 1 < щ  < + 1 .

Полином Q(u) для и = и о должен принять положительное значение или обра­
титься в нуль, так как иначе для начальной скорости щ  мы по формуле (2.4.12) 
получили бы мнимое выражение. Из равенств (2.4.14) видим, что

т   ̂ 2 Mgr Сед w w
Q  ( и )  =  --------  ( W  —  U \ )  ( W  —  U 2 )  [ u  —  и  J ,

Ji&
(2.4.15)
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если через u\,U 2 ,u ' мы обозначим три вещественные корня полинома Q(u). Эти 
корни расположены в таких интервалах:

— 1 < « 1  < «о < 1*2 + + 1  < и < +оо. (2.4.16)

Из равенств (2.4.12) и (2.4.15) ясно, что для того, чтобы й сохраняло вещественное 
значение, и должно меняться в пределах от гг\ до гго'.

« 1  < и < 1*2 - 

Введем новую переменную у, положив

и = гч cos2 у  +  « 2  sin2 \  = u i ~ (u i ~ и 2 ) sin2 у; (2.4.17)

согласно только что написанным неравенствам х всегда будет оставаться веще­
ственным. Имеем

и — гч = —(гч — U2 ) sin2 у,

U — « 2  =  ( « 1  — 1*2 ) cos2 у ,

гг — и' =  ( « 1  — г//)(1 — A:2 sin2 х),

где А:2 =  ОГО;, причем А:2 в силу неравенств (2.4.16) заключено в пределах 0 < 
А:2 < 1. Подставив вычисленные значения разностей и — гч, гг — « 2 , гг —и' в уравнение
(2.4.11), найдем

dx
± \ / l  — A:2 sin2 х

: £ dt.

где
I М д ( с ( и 1 ~  «л)
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Отсюда получим
sinx =  sin am (et + /3),

где /3 -  произвольная постоянная. Теперь из уравнения (2.4.17) найдем и как функ­
цию от времени, а затем получим у и ф квадратурами из уравнений (2.4.13) и
(2.4.11).Этим и закончим интеграцию.

Остановимся на частном случае движения гироскопа, а именно, допустим, что

Щд =  0 .

Тогда уравнения (2.4.11) и (2.4.12) можно будет переписать так:

С1 21 j Gqz(1 — и )'ф =

Домаш няя

« *
< ►

Назад

На весь экран

- 2  M g  Со , 2 Ь \  гл G l
 1 и +  Т-  (1 “  и

Напишем уравнение, относящееся к движению сферического маятника и поло­
жим

z = Rcos9 = R u ,

где в в применении к маятнику означает сферическую координату «дополнение до 
широты»; будем иметь:

А(1 -  гГ)ф =  -^2 ,

- 2 g 2Н \  , 9ч А 2
-j t u + w > R4 '

Отвлекаясь от различного обозначения произвольных постоянных, видим, что 
уравнения движения оси гироскопа и сферического маятника станут одинаковыми,

Закрыть



если положить радиус шара равным

R J,
М ( с

Иначе говоря, ось симметрии тела совершает такое же движение, как радиус-вектор 
весомой частицы, принужденной оставаться на сфере указанного радиуса.

2.4.3. С ф ерический гироскоп
Твердое тело, подпертое в одной точке, называется сферическим гироскопом, 

если эллипсоид инерции для точки опоры обращается в сферу. Покажем, что дви­
жение весомого симметричного гироскопа может быть поставлено в весьма простую 
связь с движением некоторого весомого сферического гироскопа. В самом деле, ин­
тегралам (2.4.3), (2.4.4) и (2.4.7) можно дать вид:

Домаш няя
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и =  2 Е,
J c c c

где
D = —

^  =  2 (Du К):

MgCc  
J,

(2.4.18)

(2.4.19)

а К  и Е  -  новые постоянные, функции прежних. Будем теперь одновременно с 
симметричным гироскопом S  рассматривать воображаемое тело имеющее от­
носительно S  постоянную угловую скорость (и>'0(- — со'0(-)С° вокруг оси симметрии. 
Таким образом, проекции угловой скорости ш' тела ^  на оси ОфуС равны:

с(- — LЦд +  (сфц- — CCiy) — (Jq£.
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Если теперь постоянную величину ui  ̂ выберем так, чтобы выполнялось равенство

то интегралы (2.4.18) для телаУ~) заменятся следующими:

{ ш'с =  щд,
031 +  ^ri 0 3 2  +  и =  2 A, (2.4.20)

с +  сa,2 +  сэ̂ 2 =  2D и +  2 А'',

где К' -  новая постоянная, отличная от постоянной К.  Сравнивая (2.4.18) и (2.4.20),
видим, что движение тела У  происходит так, как будто оно было весомое, а эллип­
соид инерции для точки опоры был сферою.

Итак, общий лагранжев случай движения твердого тела получается из того 
частного, когда эллипсоидом инерции служит сфера, посредством присоединения 
постоянного вращения вокруг оси симметрии тела.

« *
< ►

Домаш няя

Назад

На весь экран

2.5. Интегрирование уравнений Эйлера-П у­
ассона в случае С. В. Ковалевской

2.5.1. О бщ ие зам ечания
В случае, открытом С.В. Ковалевской, принимается, что А = В = 2 С, yG = 

z q  =  0  и  в  качестве подвижной системы координат выбирается такая система глав­
ных осей, в которой x G < 0. Следует отметить, что приведение к квадратурам 
уравнений движения в этом случае является задачей достаточно сложной. Уравне­
ния Эйлера-Пуассона, которые в общем случае имеют вид:

А р +  (С -  В) qr = M g ( z Gy  -  yGl”),
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Bq + (А -  С) rp = М g(xa'j" -  zGl),  

С г + (В -  A)pq = M g ( y Gl  ~ ха')'), 
d'j 
dt 
d i  
dt

dr{"

n  - q i  , 

= p i " -  n ,

d t
41 ~ PI

в данном случае можно привести к следующему виду:

2И = ЯГ,
2% = - р г - С7", 
dr - с у ' ,d t
- 1 =  ? v  -d t I 
d'y //
- w , = pd
d'y
i t  =  4 1 - p i

41", 
~ ' H ,

где A M  g x c

(2.5.1)

Для системы уравнений (2.5.1) были найдены четыре первых интеграла:

2  (р2 + q2) +  г 2 =  2  Ду +  6 /1 ,
2 (ру +  gy') +  гу "  = 21,
Т  +  l ' 2  +  у " 2 =  1,
[(р +  i q)2 + А  (у +  i у')] [(р -  i q)2 + А  (у -  i у ' ) ]  =  А:2.

(2.5.2)

Четвертый интеграл, найденный С.В. Ковалевской, можно записать в виде: 

[р2 + q2 + су)2 +  (2pq + су') =  А:2.
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Отсюда видно, что в условиях задачи, где переменные р, q, с, 7 , 7 ' действительны, 
постоянная к также действительное число.

Соображения, основанные на теории последнего множителя, приводят нас к 
заключению, что в рассматриваемом случае, так же как и в классических слу­
чаях, интегрирование системы кинематических уравнений Эйлера (три последние 
уравнений в системе (9.1)) и системы уравнений (2.5.2) может быть сведено в ин­
тегрированию одного уравнения, представляющего полный дифференциал, и к до­
полнительной квадратуре для определения времени.

Для получения этого уравнения необходимо исключение из уравнений (2.5.1) 
и системы первых интегралов (2.5.2) четырех переменных, например, путем вы­
ражения их при помощи соотношений (2.5.2) через две остающихся переменные. 
Однако действительное исключение переменных указанным способом фактически 
не выполнено в силу вычислительных трудностей.

Для решения задачи С.В. Ковалевская шла иным путем, введя новые пере­
менные, при помощи которых действительное исключение переменных и сведение 
интегрирования системы к интегрированию одного уравнения становится факти­
чески выполнимым.
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2.5.2. П ерем енны е С .В . К овалевской
Как заметила С.В. Ковалевская, система уравнений (2.5.1) может быть значи­

тельно упрощена путем введения вместо переменных р, </, 7 , 7 ' других переменных:

xi = р + i q, хо = р -  г q, (2.5.3)

Ф =  {Р + г q f  +  А  ( 7  +  % 7 '), Ь  = (Р~ i q f  +  ^4(7 -  *7') (2.5.4)
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В новых переменных (2.5.3), (2.5.4) четыре первых интеграла (2.5.2) окончательно 
примут вид соответственно:

г2 = 6 Zi +  £i +  £2 -  (.г’1 +  ж2)2, (2.5.5)

A r j "  =  2 cl — х 2 ц1 -  .гчб +  xi х 2 (x-i + х 2), (2.5.6)

А  у "2 =  А 2 — к2 + х\  Д +  х\  ̂ 2 — х\ х\,  (2.5.7)

« *
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= к2. (2.5.8)

Дальнейшее упрощение задачи состоит в том, чтобы из уравнений (2.5.5)-(2.5.8 ) 
исключить переменные г и 7 ". Их исключение приведет к тому, что вместо системы 
четырех уравнений с шестью переменными мы получим два уравнения с четырь­
мя переменными, которые позволяют нам определить две из оставшихся четырех 
переменных через две другие.

2.5.3. О сновное уравнение С .В . Ковалевской; пере­
менны е S i И  So

Для упрощения вычислений введем следующие обозначения:

Е  =  6 /1  -  (ж! +  ж2)2,

F  =  2 с / +  Ж1Ж2 (ж’1 +  х 2),

G = А 2 — к2 — х \ х \ .
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Тогда уравнения (2.5.5)—(2.5.8) примут вид:

г2 = Е  + £ i +  6 ,
А г')" =  F -  ж2 6  -  жу 6 ,  
А  у " 2 =  G + х\  6  +  х\  6 , 
6 6  =  А:2.

(2.5.9)

Исключая г и у" из первых трёх уравнений системы (2.5.9), получим:

(£4 6 +6)(С + жз6 + ж26) -  (£ -  ж26 -  xi6)2 = 0.

Раскрывая скобки и собирая члены с 6  и 6 ; после преобразований получим:

Щ х 2 ) 6  +  Д(.гу) 6  +  Дб.г’ь.гд) +  А:2(жу -  жу) 2 =  0, (??) (2.5.10)

где
R(x) = ЕхХ +  2 Fx  +  G,

Дфжу, жу) =  .EG — F 2, 

После исключения г и у" остаётся система уравнений:

R  (хо) 6  +  Щх  1 ) 6  +  Rl(xi ,  жу) + А:2(жу -  жу) 2 =  0 , 
6 6  =  к2,

(2.5.11)

(2.5.12)

(2.5.13)

из которых конечно, можно определить 6 j 6  как функции жу, жу, т.е. в конце кон­
цов все переменные Ковалевской можно выразить через жу, жу. Однако С.В. Ко­
валевская пошла в своих вычислениях другим путем. Уравнения (2.5.13) имеют 
вид:

« 6  + /? 42 =  °>
6 6  = к2.
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Последние уравнения можно свести к следующим уравнениям:
2

л/Щхп) y/R{x\)
ЖД —  Ж 2 ЖД — Ж 2

ДП-г’ь-гм) 
(ж ч  -  ж 2 ) 2

±2А: у Ш Ш Щ  (2.5.Н)
(ж ч  -  Ж2 Д

Разложим правую часть выражения (2.5.14) на множители линейные относи­
тельно к. Для этого необходимо найти корни следующего уравнения

2 , 0  \ / R{xi)R{xo)  , Й 1 ( Ж Ь Ж 2 ) _ п
СО z t  L  СО  7--------------- —----- “Г 7--------------- Г7Г — ' '.

(ж ч-ж 2 ) 2 (Ж’1 — ж2 ) 2

Корни этого уравнения имеют вид:

R ( x  1 , х2) — W R ( x'i ) J R ( x 2 )
(Ж1 - Ж 2 ) 2  ’

_  R ( x i , x 2) + \ J R { x i ) y J R ( x 2) 
W2 “  (Ж1-ж2 )2 ’

(2.5.15)

(2.5.16)

где Д(ж’1,ж’2 ) =  Джджд +  Д(жд +  Ж2 ) +  G. Очевидно, что сщ и жд являются также 
корнями уравнения:

2 0  Д ( Ж’1 ,Ж 2 ) Д Д ж д щ д )  _  п

"  ^ ( ж д - ж 2 ) 2 ( ж д - ж 2 ) 2 ~  '
(2.5.17)

Уравнение (2.5.17) называют основное уравнением С.В. Ковалевской. Уравне­
ние С.В. Ковалевской, имеющее в дальнейшем основное значение, можно перепи­
сать в виде:

(жд — жд)2 :.о2 — 2Д(жд, жд)сэ — ДД ж’1 ,ж’2 ) =  0. (2.5.18)

Обозначим левую часть уравнения (2.5.18) через Q(ca, жд, жд), так что:

Q{lo, ж д , ж2 ) =  (жд -  жд)2 сэ2 -  2Д(жд, жд)сэ -  ДДжд, ж2).
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Легко показать, что Q(ca, .гц, .г’2) есть квадратичный многочлен относительно каж­
дой из переменных ее, .гц, хо. Из решений (2.5Л6 ) видно, что:

, \ J R { x 1) ^ J r {x 2) _
{ x i - x 2)'2

r>R(x  l , x 2 )  ..............
Z?-----------гг — CO-1 - г  CO9.{Х1—Х2Г 1 z

(2.5Л9)

Введём основные переменные Ковалевской. Следует отметить, что С.В. Кова­
левская вводит в качестве основных переменных не wi, lvo, а две с ними связанные 
величины s 1, S2 , причем

51 =  LO\ +  3 / l ,

52 =  LOo +  3/i. (2.5.20)

В этих переменных уравнения (2.5.19) выражаются через переменные si и S2 

следующим образом:
2 Щ Л о Д Е )  =  - ( > 1 - > 2 )

(Ж1-Ж2)2 
о  R  ( x i ,Х2 ) , п 1
1 {х 1- х 2)2 = S 1 +  S 2 - 6 / 1 .

(2.5.21)

Далее, используя первые два уравнения системы (2.5.1) и полученные выраже­
ния для si и S2 (2.5.21), можно получить дифференциальные уравнения в перемен­
ных xi, .г’2 . Они имеют вид:

dx  1 1 d x 2 _  . -\f {s2—e i) { s 2 —e&)
OrOT) OWO) ~ ŝ -s2 ’

d.x-i_________ dx.? _  . Д (si - e 4) ( s i - e 5)
Л OWO) ~  Sl- S2

(2.5.22)

Левые части уравнений (2.5.22) могут быть выражены через переменные si и S2 . 
Доказательство этого положения, данное С.В. Ковалевской, связано с теоремой
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сложения эллиптических функций. Далее будем учитывать, что

dx  1 I d x 2   гл doj i
а /  R (x i )  А/  Я ( а 2 )
da-, , da, _ а/Д Д л ’

9_  dw2 (2.5.23)
а/ f i ( a i )  а/ Д ( а 2 ) а/ ^  (ш2) ’

где у (са) =  са ((са — ЗС ) 2 +  Д2 — А:2) — 2 Д2/2.
Сравнивая системы уравнений (2.5.23) и (2.5.22) и замечая, что ftca\ = ds i и 

duio = ds2 , а многочлен у (са) =  y>(s — 3/i) =  y (s) (обозначив через ецещез корни 
многочлена у (s) можно переписать у (s) = (s — ei)(s — ec)(s — £з)), получим:

ftsi

vVC®i)

eft2

- Vх(S1 — e4)(si -  e5]
- i — ------------------------------------------------------------

s i  -  s 2

■ V ( s 2 -  €4)(S2 -  e5 ;

или, полагая Ф(в)
V f i s a )  s i _  s 2

y(s)(s  — 6 4 )(s — £5 ), получим еще:

ds 1

eft,

eft,

' а/ ф д Т)

d,s2

dt 
> .

si -  s2 '

dt
у ^ Ф ( в 2 )  S l  S2

Из последних двух выражений окончательно найдем:

d s i  , d s = о.
а / ф Д 7 ) а / Ф ( я 2 ) :

Sl ds 1 I -S2 6?S2   i_
а / Ф ( м )  а /Ф  (s 2 ) ““  2

(2.5.24)
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Таким образом, проинтегрировав уравнения (2.5.24) можно выразить si и S2 

через t , а затем через t при помощи si и s2 выразить все переменные данной задачи.
Как следует из теории последнего множителя, исключая dt  и пользуясь че­

тырьмя первыми интегралами задачи, можно свести интеграцию уравнений к ин­
теграции одного уравнения, представляющего собой уравнение в полных диффе­
ренциалах. Очевидно, что первое уравнение в системе (2.5.24) и есть то уравнение, 
которое должно существовать по теореме Якоби.

2.5.4. О пределение перем енны х p,q,r, 7 , 7 ' ,  7 "  через
-Sl И So

Определим необходимые величины ц, </,-г, 7 , у', 7 " как функции переменных si 
и S2 . Для этого рассмотрим основное уравнение Ковалевской в виде (2.5.18). Его 
можно привести к виду:

(si -  z)(s2 -  z) = V2z
x \ x 2 — z +  3/i 21 с x i  -\- x 2

x\  -  x 2 \p2z xi  -  x 2 _
2  У (z) 

(xi -  x 2)2
(x-i + x 2) 

2  z
-  1 . (2.5.25)

В уравнении (2.5.25) z -  произвольно выбранное число. Если вместо него под­
ставить один из корней многочлена третьей степени у ф ) ,  то есть ецещещ то из 
уравнения (2.5.25) получим:

г—— х \ х 2 ец 4  3 /1 2 1с х\  -|- х 2 г, т~, г , 0  _ 0„.
у 2еа ---------- ■ h — ----------- =  V(«i  -  ea)(S2 -  еа), (2.5.26)xi + х 2 у  2еа xi  — х 2

где а = 1, 2, 3. Учитывая выражения (2.5.3) для переменных ад, х 2, введём замену:
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_ Ж1 Ж2+3 Q _  Р +<У +3/i 
Ж1 — Ж2 2 q i  5

У = ^ —  =  ф - ,  (2.5.27)Ж1 —Ж2 2 д г '  4 '
£  —  Ял +Ж2 _  Р

cci —Ж2 2 q i '

Вводя обозначение

Pa = ^ { s i - e a){s2 - e a) ( а = 1 ,  2, 3), (2.5.28)

выражение (2.5.26) перепишется в виде:

%/2еаЛ" — еа л/2 еа1' 4— Т Я =  Р а
V ^

И ЛИ
X -  едУ +  ф У  =  - т ^ Р ь
X -  е2У +  ф У  =  ^ Р 2, (2.5.29)
Х - е 3 У + ф У = 7 ^ Р 3.

Исключая из системы (2.5.29) А", получаем:

( «  -  е.) У + Д Ч е 3 -  e i) Z =
(2.5.30)

2гсд з  ч д

Исключая из (2.5.30) Z  и учитывая второе уравнение из системы (2.5.27) полу-
з

/ О  \  — 1

, ,2.5.31,

« *
< ►
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где
y'(<?i) =  (ei -  e2)(ei -  е3), 
у ' ( е 2) =  (<?2 -  ei)(e2 -  е3), 
у 'Фз )  =  (е3 -  е2 )(е3 -  ед).

Аналогично, исключая из системы (2.5.30) Y  и учитывая третье уравнение из си­
стемы (2.5.27), а также полученное выражение для q (2.5.31), получим

У ф а )  V ^  у ' ( е Д

- 1

(2.5.32)

где а , /3, 5 принимают значения 1, 2, 3. Для нахождения г воспользуемся первым 
уравнением системы (2.5.1):

о  с1'Р 
2 d i  =

Учитывая полученную формулу для @ (2.5.32), получаем
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-Р у (2.5.33)

где

Р/36
PfjPs

si -  s2

у Щ Sl) у Щ « 2 )

(si -  ep)(s2 -  eg) (si -  e,j)(s2 -  eg)

Найдём теперь выражения для у, у^уА Начнём с у". Сначала из системы 
(2.5.29) найдём X:

ф2 ^  у ' ( е 0
г-РаФ/З +  е<5) •

Закрыть
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С другой стороны, из первого уравнения системы (2.5.27):

р2 + q- +  3/i
X  =

2qi = (Г  +q? + 3 h)Y.

Откуда

Y
j  J  ' ■ (2.5.34)

Из первого и второго уравнений Эйлера-Пуассона (2.5.1)

о  d P  
- М  =

n d 4 ,,
2 -  =  - г р  -  7

получим:

7 =
1 d(p2

qA dt
С учётом уравнения (2.5.34) выражение для у" примет вид:

у" =  -  У  VC/5VC° Р  я I У  
7  A 2 s  трРЛ r “ /j ФУ'ФФ р'(ес

(2.5.35)

Выведенные выше формулы (2.5.32), (2.5.31), (2.5.33) и (2.5.35) дают выражение 
величин p,q,r, у" через si и s2. Пользуясь этими формулами, можно определить 
выражение для у из интеграла энергии в виде:

2 , 2 , 1 2 о/
7  = Р  + 4  + А Г -  з г ь (2.5.36)
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а выражение для у' -  из интеграла площадей (см. систему (9.2))

2  (Р7 +  4 l ' )  + r l "  =  2  I,

откуда

i  =  - ( /  -  \ п ” - цу ) .  (2.5.37)
q z

Отметим, что выведенные выше формулы для ц, </, г, у, у' и у" однозначно за­
висят от величин Ра и Ppg:

Р а =  \ J (« 1  -  ea )(s2 -  е а ) (а =  1, 2, 3 ;  а  ^  j3 ^  5 ) ,

V^(s i )  \ /  Ф(5 2 )
(si -  ey)(s2 -  ег) (si -  ey)(s2 -  £'й)

Величины Ра и P/gg являются симметрическими функциями от si и so. Поэто­
му, по теореме Якоби об обращении ультраэллиптических интегралов, Ра и Ppg -  
однозначные функции времени. Следовательно, однозначными функциями време­
ни и величины ц, </, /’, у, у', у", представляющие общее решение уравнений Эйлера- 
Пуассона в случае С.В. Ковалевской.

Pi!3&
PpPs

S l  -  S o

« *
< ►
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2.6. Теорема Ляпунова об однозначных ре­
шениях уравнений Эйлера-Пуассона

Случаи Эйлера, Лагранжа и С.В. Ковалевской являются единственными слу­
чаями, когда общие решения уравнений Эйлера-Пуассона представляются в од­
нозначных функциях времени на всей комплексной плоскости. Это доказывается 
теоремой Ляпунова.
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Покажем, что это действительно так. Для этого, используя метод малого пара­
метра Пуанкаре, будем искать решения уравнений Эйлера-Пуассона в виде рядов 
по степеням малого параметра д:

р = Р  + p ip  + . . . .  
q =  Q +  qi Д  +  • • • ,  

r = R  + /уд +  . . . ,

7
7'
7"

Г +  ууд +  . 
= Г' +  у(д +
= r "  +  7 i V

( 2 .6 . 1 )

Подставляя эти ряды в уравнения Эйлера-Пуассона и приравнивая коэффициен­
ты при одинаковых степенях параметра д, получим уравнения для определения 
неизвестных функций Р, Q, R, Г, Г', Г", р3, q3 ;г3, уу, уб, у" (г = 1, 2, 3. . . ) .  В 
частности, эти уравнения для определения функций Р, Q, Д, Г, Г', Г" имеют вид:

A j P  + ( C - B ) Q R +  z'GT' -  y'GT" =  О,
> d QB ^ f  + ( A - C ) R P  + x
у d R  

d t

I t v /
G l  ~

C*g + ( B - A ) P Q  + y'Gr - x ' ,
d  Г 
d t  , = дг'  -  д г Л ( 2 .6 .2 )

dT_ = p p// _  д Г

^  =  g r - p n ,

где X q  =  - M g x G, y'G = - M g y G, z'a  = - M g z G. Функции д ,  <д г, у ,  у ' ,  у "  определя- 
ются следующими уравнениями:

I
“Gl',+  (C — B){Qr3 — Rqj)

B d-§f + { A - C ) { R p 3 - P r 3)
C^Jt~ + {B — A){P 4j — QPj) 
d- ^ - R 1 '0 + Q 1 ' ! - r 3Y' + q3Y" = f 0 
^ - P i '  + R  l o - p j T" + rjY = f (p  

dA - Q l 3 + P i 3~43Y+p3Y' = f f \

■ v'oi3
= A i)

+ x 'aij ~ хоЪ  =  /•
( 2 )

УаЪ ~ х аЪ
(4)

/ .
3 7(3)

(2.6.3)
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Д 1) PCгде выражения уу , . . . ,  /у — полиномы от величин р i , . .  
у)' , . . . ,  Уд_1  с постоянными коэффициентами, причём

/ 1(1) = 0, . . . , / 1(6) = 0 . 

Частные решения системы (2.6.2) возьмём в виде

Р  __ (О Г )  __ 02. р  __ Озt j V ( I i 1
р    (ц  р /    Ьз р о    &з
1 — (2 , 1 — t 2 , J- — (2 ,

, Д - 1 Э’Ь g - i ;

(2.6.4)

(2.6.5)

где о*, hi -  постоянные величины.
Поставляя решение (2.6.5) в уравнения (2.6.2), получим уравнения для опреде­

ления параметров су, Ър
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- A a  1 +  (С  -  В)а2а3 + z'ab2 -  у'а Ъ3 = О, 
—Ва2 +  {А — C)a3a,i +  x'Gb3 — z'Gbi = О, 
—Са\ +  (В — A)a,ia3 +  yGbi — х'а Ъ2 = О, 
—2Ъ-3 = а3Ъ\ -  аф2,
- 2 Ъ2 =  a3 bз  -  o 3 6 i ,  

—26i =  а3 Ъ2 -  0 2 Ьз .

( 2 .6 .6 )

Эти уравнения имеют две системы решений. Первая из них

0 1  =  —В 'С ',Ъ \  =  О,
0 2  =  —С  А '  ,Ъ2 =  О, 
а-3 = - А ' В '  ,Ъ-3 = О,

(2.6.7)

где

А! =
А

В - С ’
,В'  =

в
С - А ’

С  =
С

А - В 1

Закрыть



возможна, когда все А , В  , С различны. Вторая система соответствует предположе­
нию, что y'G =  0 , Xq +  Zq ф 0  и имеет вид

а1

°з

0 , 6 i 

° 2  

о, Ьз

- 2 B i
Z q  - f -

2 г, Ь2 =  О 
- 2 В

/О Q^ | Q

Подставляя решение (2.6.5) в уравнение (2.6.3), соответствующее j  =

A t ^dt' + {С -  В)  (сиг  1 +  а3 щ) +  -  y'a t~j'{ = О,
В  * ~ ю "  + ( А ~ С ) ( ° 3 P i  -  ° H ’ i )  +  -г ’ с  *  7 i  -  *  7 i  =  О ,

С * ~ щ “ +  ( В  “  ( ° i 9 i  -  o 2P i )  +  ? / g #  7 1  -  ж с * 7 1  =  О ,

* 2 ^ Й  _  *  ° 3 7 i  +  *  « 2 7 "  -  г 1 & 2  +  9 i & 3  =  О ,

-  # « i 7 i '  + #  ° з 7 1  - Р 1&2 +  Щ &1 

* 2 Т г Й  _  * « 2 7 1  + * « i 7 i  “  9 1  Ь з  +  А 1&2

О,
0 .

( 2 .6 .8 )

1 , получим: 

(2.6.9)

( 2 .6 .10)

Так как эта система линейных дифференциальных уравнений принадлежит к клас­
су уравнений Коши-Эйлера, то её решение ищется в виде

Р1 = т а, ъ  = т а- \
qi = N2t a,'y'1 = N 5t a- 1, 
ri = N3t s,Y '  = N 6t s- \

( 2 .6 .1 1 )

где ./Vi, . . . ,  IVe -  постоянные. Подставляя эти решения в уравнения (2.6.10), по­
лучим систему линейных алгебраических уравнений для определения Лф . . . ,  Аф
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A s (С -  В) аз (С -  В) 0.2 0 ZG -У'а
(Д -  С) а3 B s (А -  С) oi ~ ZG 0 x'a
(В -  А) о2 (В — А) о<1 Cs У'а -XQ 0

0 Ьз — Ъо s -  1 - 0-3 0'2
-Ь3 0 bi 0 3 s -  1 — 0.1

Ьо —Ь\ 0 — 0.2 0.1 s -  1

Приравняв определитель системы к нулю, получим уравнение шестой степени для 
нахождения показателя s:

=  0 . (2 .6 .12)

Для однозначности решения (2 .6.11) необходимо и достаточно, чтобы: все корни 
уравнения (2.6.12) были вещественными целыми числами; всякий кратный корень 
этого уравнения обращал в нуль все миноры определителя (2.6.12) до порядка, 
равного кратности этого корня (не включая его).

Пусть теперь А ф В ф С , тогда подставляя в уравнение (2 .6.12) вместо о.ц оо, 
03, b 1, Ьо, Ь3, их выражения (2.6.7), после некоторых преобразований получим

s(s — l)3(s2 — 4) = 0 .

Так как корни этого уравнения -  действительные целые числа и корень s = 1 — 
трёхкратный, то для однозначности рассматриваемого решения необходимо и до­
статочно, чтобы минор четвертого порядка, получаемый из определителя (2.6.12) 
при s = 1 вычеркиванием второго и третьего столбцов и третьей и четвертой стро­
ки, должен быть равен нулю:

A 0 z 'g —"У'а
A 'B ' ( C - A ) ~ ZG 0 x'G

0 —A'B' 0 B 'C
0 C  A' - B ' C 0
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И Л И  _____________  _____________  _____________

х'а у/ А(В  — С) + у'а л/В(С  — А) +  С (А — В) = 0.

Обозначая подвижные оси координат так, чтобы А > В  > С, убеждаемся, что сред­
ний радикал -  мнимое число. Поэтому при действительных значениях А , В , С ,x q , yG, zq 
последнее уравнение справедливо только в двух случаях:

х а  =  Уа =  z g  =  0 ,  ( 2 . 6 . 1 3 )

У'а 0, х'а V A ( B  -  С) + 4  у7С{А -  В) = 0. (2.6.14)

Во втором случае -  случае Гесса-Аппельрота -  общее решение уравнений (2.6.3) не 
приводит к однозначным функциям времени. Покажем это.

Подставим в определитель (2.6.12) вместо сц, си, 0 3 , ф , Ьо, Ъ3, их выражения 
(2.6.8) и представим выражение (2.6.12) в виде D \D o  = 0, где

Bs
2 В
-и Ж с 
2 B i

Do

~ ZG x 'g
s -  1 2 i =

- 2  % s -  1

As 2 ( C - B)
-  A) i Cs
2 B i 2 B i

'G+ix'G z'a + i  ;c'G

— В (s +  2)(s — l)(s +  3),

z 'a 
x 'g 

s -  1

f (s)  = ACs(s +  1) +  2 (B -  A)(C -  2 B) -  2 В (A -  C)

( s - 2  )f(s), 

x 'g{x 'g +  iz'G )

(2.6.15)

(2.6.16) 

(2.6.17)

При условиях A > С и x'G 0, z'G y7 0 уравнение f (s)  = 0  не имеет веществен­
ных корней. Что и доказывает высказанное утверждение. Поэтому, если А  у7 В  у7 С,

-
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единственно возможным случаем, в котором рассматривается решение уравнения 
(2.6.3) при j  = 1 будет однозначным, является случай Эйлера.

Предположим теперь, что числа А, В , С не все различны, например, А = В. То­
гда не нарушая общности, можно выбрать в экваториальной плоскости эллипсоида 
инерции такие оси О х у , что у'а = 0. Подставляя в определитель (2.6.12) вместо щ, 
а2 , оз, b 1 , Ьо, Ъ3, их выражения (2.6.8) и полагая у'а = 0 получим уравнения (2.6.14), 
в котором D\ и Do находятся по формулам (2.6.15)-(2.6.17). Если исключить слу­
чай s = 2, уравнение Do = 0 (/(s) =  0) может иметь действительные корни (при 
А = В)  только в трёх случаях:

1) Когда х'а = 0, т.е. когда А -

2) Когда А = С, т.е. когда А

В, ха = уа = 0. (случай Лагранжа).

В = С и, следовательно, xq = Уа = 0 (случай
Лагранжа).

3) Когда, наконец zq = 0.

В последнем случае уравнение f (s) 0 при А = В  приводится к уравнению
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ф  +  1 ) =  2 (гг — 1 ), (2.6.18)

где п = ^7 • Так как для существования однозначного решения s должно быть целым 
числом, то из уравнения (2.6.18) следует, что п должно быть целым числом. При 
zq = 0  система (2 .6 .6 ) имеет решение аналогичное решению (2 .6 .8 ):

oi =  0 , bi =
- 2  С

z

а.о 0 , Ьо

а

- 2  а
zа

оз
* У'а ’

2 г, Ь3 =  0 .

Закрыть



Это решение можно получить из решения (2.6.8) круговой перестановкой величин 
oi, а2 , оз, b 1 , Ъо,х'а , y'G, z 'q, А , В, С. Следовательно, и соответствующее уравнение 
для s, полученное из уравнения f (s)  = 0 , будет

Л з ( з  +  1) +  2(! - В ) ( - 2 С )  - 2 \ { - А ) У'а ^  + %Х̂  = 0 .
х а + Уа

При А = В  это уравнение приводится к следующему:

( s  Ь 2 )(s Н 1 ) =  0 ,
п п

а требование целочисленности корней сводится к требованию, чтобы ^ было целым 
числом. Следовательно, п и ^  должны быть целыми числами, а это возможно 
только при п = 1 и при п = 2. Если п = 1, приходим к случаю Лагранжа, а если 
п = 2, -  к случаю Ковалевской.

Таким образом, за исключением трёх случаев Эйлера, Лагранжа и Ковалев­
ской, рассматриваемое решение уравнений (2 .6 .1 0 ) при j  = 1 , а следовательно, и 
решение (2 .6 .1 ), не приводит к однозначным функциям времени на всей комплекс­
ной плоскости переменного t. Отсюда вытекает, что необходимое условие суще­
ствования однозначного общего решения уравнений Эйлера-Пуассона выполняется 
только в указанных трёх случаях.

Таким образом, справедлива теорема Ляпунова: общее решение уравнений Эйлера- 
Пуассона, зависящее от пяти произвольных постоянных, выражается в однознач­
ных функциях времени только в случаях Эйлера, Лагранжа и Ковалевской.

2.7. Случай Делоне и Бобылева-Стеклова
Как было показано выше, интегрирование уравнений движения тяжелого твер­

дого тела вокруг неподвижной точки в случае С.В Ковалевской сводится к обра-
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щению ультраэллиптических интегралов:

Г d s  1 , Г d s 2 _  г у

Vх ф  ( s i )  Vх ф  (*2 ) ’ ("9 7  П
Г 7 dsi + Г Д 82 = i d 2 t + c 6, 1 ' j

где
Ф(в) =  (s -  ei)(s -  e2)(s -  e3)(s -  e4)(s -  e5), 

причем двумя известными корнями будем полагать корни

б'4 =  3 /1 — к, б'5 =  3 / 4 +  Ас (2.7.2)

В общем случае, когда все корни многочлена Ф (s) различны, зависимость вели­
чин р, </,?’, 7 , у', 7 " от времени выражается в абелевых функциях, весьма сложных 
для геометрического исследования движения.

Если же многочлен Ф (s) имеет кратный корень, то ультраэллиптические инте­
гралы (2.7.1) вырождаются в эллиптические и решение задачи, естественно, упро­
щается.

В данном параграфе будут рассмотрены два случая вырождения, в которых 
оказалось возможным при определенных предположениях найти явные зависимо­
сти переменных р, </, г, 7 , у', у" и углов Эйлера от времени и достаточно просто про­
вести подробный анализ движения.
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2.7.1. С лучай Д ел он е
Н.Б. Делоне рассмотрел случай, когда е4 =  65 т.е., как следует из равенств 

(2.7.2), когда к = 0. В этом случае система уравнений Эйлера-Пуассона в безраз­
мерных переменных, р, q,r, у, у', у", будет, кроме трех первых общих интегралов
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2  (р2 + q2) + г2 = 2  у +  6  /ь
2(p7 +  (/7 ') +  r7 " =  2/, }> (2.7.3)
7 2 + 7 ' 2 + 7 " 2 =  1, 

иметь ещё два частных интеграла

р2 - д 2 + 7 =  0, (2.7.4)

2М  +  7 ' = 0 ,  (2.7.5)

получающихся при к  = 0 из последнего интеграла (2.5.2) для случая Ковалевской, 
переписанного в виде

(р2 -  q2 +  у ) 2 +  (2pq +  у ' ) 2 =  к2. (2.7.6)

Из последнего интеграла (2.7.3) и интегралов (2.8.2) и (2.7.5) найдем

7 " 2 =  1 -  72 -  7 ' 2 =  1 -  (Г  -  Г  ) 2 -  4p2q2 = I -  {р2 + q2)2. (2.7.7)

Из первого интеграла (2.7.3) и интеграла (2.8.2) будем иметь

4р2 +  г2 = Ы\. (2.7.8)

Выразим теперь переменные </, /’, у ,  у ' ,  у "  через переменную величину р. Для 
определенности будем предполагать, что го > Он до > 0. Из формул (2.8.2), (2.7.5), 
(2.7.7) и (2.7.8) следует, что для этого достаточно найти q как функцию р. Перепи­
шем второй интеграл (2.7.3) в виде

г у "  = 21 — 2 ( ц у  +  ( / у ' )  (2.7.9)
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и, подставляя в него вместо величин у, у 7, у” и г их выражения из формул (2 .8 .2 ), 
(2.7.5), (2.7.7) и (2.7.8), получим после возведения в квадрат уравнение

6  h{p2 +  q2)2 +  8  lp{p2 +  q2) +  4p2 +  4 I2 — 6  l\ = 0.

Из этого уравнения найдем

(2.7.10)

Отметим, что для действительного движения должно выполняться неравенство 
3 /i > 2  /2. Зависимость же величины р от времени можно найти из уравнения

2 dp/dt = qr, (2.7.11)

подставив в него вместо q и г правые части выражения (2.7.10), и выражения

г  =  \Л> Zi — 4р 2 ,

полученного из соотношения (2.7.8). Однако проще от переменной р перейти к но­
вой переменной v по формуле

л/б/т -  4р2 =  л/бЬ + 2pv. (2.7.12)

Тогда величины р, q, г могут быть выражены через v следующим образом: 

р = - и \ / Щ /  (и2 + 1 ),
г = (! -  У2)УЩ/(У2 +  1),_________________________________  (2.7.13)
q = ■ v^T T - 4 /2(1 -  Д)  -  6  h V2 +  (г,2 +  1) .
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С помощью формул (2.7.13) величины 7 , у', 7 " можно также выразить через 
переменную v. Зависимость же величины v от времени на основании полученных 
выше формул и уравнения (2.7.11) находится из уравнения

2  dv/dt = —\] R(v) ( v q  =  0 ),

где

R (v) =  ±  ( 1 -  v4
2 /2 41

1 з /i Qhir + ж
v (v2 +  1 ).

(2.7.14)

(2.7.15)

Так как R(v) -  полином четвертой степени относительно v, то обращение интеграла

t — to f u dv
(2.7.16)

приводит к эллиптическим функциям времени. Следовательно, и величины р, </, г, 7 , у', у'' 
с помощью полученных выше формул могут быть выражены в эллиптических 
функциях времени.

Предположим теперь, что в рассматриваемом случае твердому телу в началь­
ный момент времени (t = 0 ) сообщена большая угловая скорость вокруг оси, близ­
кой к оси О z, и исследуем получающееся при этом решение. Пусть ось O s в на­
чальный момент времени составляет с вертикалью угол во, 0  < во < л / 2  (случай 
во = 0 будет изучен дополнительно), а ось О у будет горизонтальна. Тогда

7 0 =  sin 0О, у,) =  0, 7 o = c o s 0 o, (2.7.17)

а два интеграла (2.8.2) и (2.7.5) будут удовлетворены при условии

Ро = 0, q2 = Уо- (2.7.18)
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Предполагая, как и выше, что

до > 0  и го > 0  ( го— большая величина)

получим полную совокупность начальных условий.
Из формул (2.7.8) и (2.7.9) получим соотношения

6 h  =  eg, 21 =  г 07 о , 6 h  ~  4 12 =  ?’о7о,

с помощью которых выражения (2.7.13) и (2.7.14) примут вид

Р = -го р {р2 +
г  о Р {р~ 1у ГЩс

г = г0(/г  -  а~)(р~ + <7-

В этих формулах

2 d a / d t  = — г о \ / Щ & ) ,

R  (<т) =  — (<т4 — 2  а р а3 а2 —2 а  р3а — р4)
«  =  7o 7 i7 1 (со =  0 ).

v = a / p ,  р = v S i/n i,

(2.7.19)

(2.7.20)

(2.7.21)

(2.7.22)

(2.7.23)

в формуле для Щсг),получающейся из последней формулы (2.7.13), знак плюс под 
радикалом перед первым членом выбран в силу начальных условий (2.7.18). Отме­
тим, что вследствие предположений, величина р -  малый параметр. Проинтегри­
руем уравнение (2.7.22)

п - (2.7.24)
л/Жс

Чтобы получить зависимость величины а от времени, можно привести интеграл 
в левой части соотношения (2.7.24) к стандартному виду Лежандра и затем его
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обращение выразить в известных эллиптических функциях Якоби. Однако проще 
определить зависимости величины а от времени методом, предложенным J1.H. Сре­
тенским. Для этой цели найдем разложение корней од, ал, 0з, од уравнения Д(<т) =  О 
в ряды по малому параметру д:

од =  - д 2 +  а  д3 +  д4(. ..), од =  д 2 +  а  д3 +  д4(. ..),
<тз =  — г +  а  д +  д 2 (.. .), <74 =  г +  а  д +  д 2 (. ..)

и перейдем к новой переменной и

2а = (<7 i +  <7 2 ) +  (<7 2 — <7 i ) cos и = д 2 cos и +  д3а  +  д4( . . .)

(2.7.25)

(2.7.26)

(2.7.27)« о  =  7г / 2  +  д а  +  д2( . . .).

В зависимости от этой переменной и полином

Щ°~) =  -(<7-<7i)(<7-<72)(<7-<73)(<7-<74) =  -  (<7 -  <7! ) (<7 -  СГ2 ) [сг2 -  <7(<73 +  <74) +  <73<7]4

будет иметь вид
(2.7.28)

Д(<7) =  (1/4) (<72 -  <7 1 )" sin" и [о-3о-4 -  а (аз + а 4) + а"] =  (°2 — О"! 2

Таким образом, соотношение (2.7.24) можно переписать в виде
р и
/  [1 +  д2(...)] du = (da = —

Ju0

Учитывая (2.7.27), найдем

0"2 -  O'! .   sm и du).

[ 1 +  д2( . ..)] sin2 и.
(2.7.29)

(2.7.30)

Я" ГО
и = — + — t + 1-1 (■ ■ .). (2.7.31)
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Подставляя выражение (2.7.26) в формулы (2.7.21) и учитывая (2.7.23), найдем 
зависимости р, </, г, у, у', у" от переменой и и, следовательно, от времени t :

Р  =  - , / y o ( c o S ' U  +  l-i а )  +  р 2 { - • • ) ,  

q = Д п я п и  +  Д 2 ( . . . ) ,  

г = г0 + д(. • •), 
у =  —yo(cos2 и +  2  д a  cos и), 
у' =  у (sin2 ы +  2  д а  sinы), 
у" =  Уо -  2  дуо Довы +  д2( . ..).

(2.7.32)

Анализ движения твердого тела проще всего проводить с помощью углов Эй­
лера в , у, ф, определяемых уравнениями:

„ d p  d-ф d.-ф ду +  <?у'Aos# =  у , —  =  г ------- cos в , —  =  ---------тг-
' ’ d t  dt  ’ dt 1 -  у " 2

(2.7.33)

Из первой формулы (2.7.33) и последней формулы (2.7.32) вытекает следующее 
выражение для углов нутации:

в = во + 2 р, cos и + Д 2 ( -  • •)• (2.7.34)

Подставляя выражения (2.7.32) во вторую формулу (2.7.33), перепишем ее на 
основании интегралов (2.8.2), (2.7.5) и тривиального интеграла (2.7.3) в виде

d^ /d t  = - р /{р2 + q2)-

Интегрируя, найдем формулу для угла прецессии

2 д д2а  о
ф = фа Н sin и Н sin 2  и +  д (...)

Уо Уо

(2.7.35)

(2.7.36)
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Угол собственного вращения <у> найдем из третьего соотношения (2.7.33)

— + г01 + fj, ( ...). (2.7.37)

Рассмотрим теперь опущенное выше условие во =  0. При этом условии из фор­
мул (2.7.17) и (2.7.18) вытекают соотношения

Ро = qo = 7 о =  7о =  ° ,7 о  =  1, б /i -  412 = 0, (2.7.38)

Тогда из формул (2.7.19), (2.7.20), (2.7.8), (2.7.10) следует

q = - у / - р ( р  + 2 jui), г = г о \ J  1 -  4 ррр2, (2.7.39)

где
Mi =  1/пт (2.7.40)

Знак минус перед первым из радикалов выбран с учетом условия qo = 0 и 
условия </о =  —До < 0 , получающегося из второго уравнения системы уравнений 
Эйлера-Пуассона в безразмерных переменных в случае Ковалевской 2 ^  = —рг — 'у" 
(см. §9) и соотношений (2.7.38) и (2.7.19). Для определения зависимости величины р 
от времени перепишем уравнение (2.7.11) при помощи соотношений (2.7.39) в виде

{ У***’
\  Я 6  =  ( 1 - 6 ) ( Ч 2 - 4 д ? 6  ( 6  =  0 ).

Так как корни уравнениям/)/) =  0 будут

6 = +1,6 = -1,6 = 0,6 = -4/Н, 

и £ =  0 , то движение будет происходить только при условии, что

6 < э < 6-

(2.7.41)

(2.7.42)

(2.7.43)
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Поэтому аналогично сделанному выше, введем новую переменную v

i  =  тД з +  6 ) +  тД з -  6 )cosu =  2 м?(cosw -  1 ) (2.7.44)

и, подставляя полученное соотношение в уравнение (2.7.41), найдем его после ин­
тегрирования

v = ( l/2 )r0* +  Mi(...). (2.7.45)

Из формул (2.7.39), (2.7.41), (2.7.44) и первых интегралов (2.8.2) и (2.7.5)будем 
иметь

р = —fi\ ( 1  — cos и) , 
q =  —pi  sin z/,
r = ?’o +  Mi (•••),
7  =  — p\  (1 — 2  cos v  +  cos 2 1

7 ' =  —p\  ( 2  sin v — sin 2  v ) ,

(2.7.46)

7 1 — 2 m 1 ( 1  — cos v Y  +  yttf ( . . .) .

Снова используя соотношения для углов Эйлера в, у, ф, получаемые на осно­
вании формул (2.7.33) и (2.7.46), найдем

в = 2 м? ( 1  — .Aosw) +  Mi(- • •)
ф - ф =  p 0t ,

р  =  л  +  1 г о # +  А4?  ( • • • ) •

(2.7.47)

Формулы (2.7.34), (2.7.36), (2.7.37) и (2.7.47) позволяют в достаточной мере 
проследить за движением гироскопа Ковалевской в случае Делоне и выявить зави­
симость этого движения от начальных условий.
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2.7.2. С лучай Бобы лева-С тек лова
Рассмотрим ещё одно частное решение уравнений движения для случая Кова­

левской, вытекающее из случая интегрируемости Бобылёва-Стеклова. Уравнениям 
(2.5.1), в которых снова для удобства опустим тильды, удовлетворяет частное реше­
ние (??)• Для этого частного решения три первых интеграла (2.5.2), переписанных 
в виде

2 (р2 +  q2) +  г 2 — 2у =  6 Zi,
2(jry + <n') + n "  = 21, (2.7.48)
(Р2 “ Г  + l ?  +  (2P q +  i ?  =  к 2, 

вырождаются в один:

l l -
2р2 70 2 Ро

Другим первым интегралом останется тривиальный интеграл

7 - т Ь г  = 7 о - ; ; 4 - -  (2.7.49)

7 2 + 7 ,2 + 7 " 2 =  1 (2.7.50)

Для определенности будем считать, что

7 0  > 0, 7 п  =  0, 7 о > 0 ,  (2.7.51)

и предположим сначала, что
0 < 7 о < 1 (2.7.52)

(случаи у,'-,' =  0 и у д  =  1 будут разобраны ниже). Введем параметр д

Р = ъ / г о -  (2.7.53)

Тогда из последнего соотношения (??) получим

Ро = -Щ (2.7.54)
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а из интегралов (2.7.49) и (2.7.50) найдем

1
2Д7  =  7 0  +  2 7 ? ( l " 2 - 7 о 2 )

7  =  \ i _ 7 - —
7 о  +  2 u? ( 7 " 2  - 7 о 2 1

(2.7.55)

В этой формуле и в последнем соотношении (??) величины /’, 7 , 7 ' выражены 
через переменную 7 ". Зависимость же 7 " от времени можно найти из последнего 
уравнения (2.5.1), которое перепишем в следующем виде:

<1~ !!
- j f  = -P о ф - Ч  - - (2.7.56)

После введения нового времени г

t /f i  = T, (2.7.57)

это уравнение на основании формулы (2.7.54) примет вид 

d q " /с1т =  л/ W P ) ,

f ( l " 2 ) =  ( 1  -  7 " 2 ) м 4  -  [ м 2 7 0  +  U l " 2 -  7 о 2 ) ] 2  =  - К 7 " 2 -  h i ) ( 7 " 2  -  Ы

(2.7.58)
где

ь з =  7 с Г  “  —  7 о 2 -  2 А‘  -  ( - 1 ) 2  2 Аг у  1 —  7 о 2 +  2  А*2 у  1  ~  7 о 2 +  А‘ 4 ,

(j =  1,2). (2.7.59)

Интегрируя полученное уравнение и обращая интеграл (??) приходим к эллипти­
ческим функциям Якоби.
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Предположим теперь, что рассматриваемому твердому телу в начальный мо­
мент времени (t = 0 ) сообщена большая угловая скорость вокруг оси, близкой к оси 
О z, т. е. что г о -  большая величина, а параметр ц -  малый. В этом случае постоян­
ные hj, как это следует из формул (2.7.59), при достаточно малом ц  положительны, 
и, следовательно

hn =Xj(X i  > xl), U =  1,2)--з ^з
Тогда делая в уравнении (2.7.58) замену

у " 2 =  Х2 sin2 С +  Х21 cos2 С 

приходим к эллиптическому интегралу первого рода

(<0
' 0 \ J l  — к2 sin2 С

=  ы, k2 = i -  щ ,
X!

XI .и — — —т + и о, и о —
с? о dc
о \J l  — к2 sin2 С 

Величина Со определяется из уравнения

7о 2 =  x l  sin2 Со +  х \  cos2 Со-

(2.7.60)

(2.7.61)

(2.7.62)

(2.7.63)

(2.7.64)

Обращение интеграла (2.7.62) в соответствии с определением полного эллипти­
ческого интеграла приводит к эллиптической функции

sinC =  snu (С =  ami (2.7.65)

Подставляя найденное выражение в формулу (2.7.61) и используя функцию 
Якоби

fc2 sn2u +  dn2u =  1
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и соотношение (2.7.63), получим

7 " =  xidnw,

с помощью которой остальные соотношения примут вид

Р  =  —  АО Я =  О ,  г  =  d n  г * ,

7
x \ d n 2 u - т.-, ~ 

2 Щ 7
7 2  2 

Xi"2^ S n i i  СПгб .

(2.7.66)

(2.7.67)

Для получения последней формулы (2.7.67) мы воспользовались соотношением, 
получаемым из (2.7.58):

1

(2.7.68)

7' =  ^ V - ^ " 2 - ' ^ 7 " 2 - x i ) .

Приведем разложение по степеням малого параметра /ш величин :

V T ^А:2 =  4д2
7сГ +  Аг  
X2

+  А4 (• • •)> X i — 7о +  А* (• • •)•

Для получения разложения по д величины и о воспользуемся формулой (2.7.66)

7о =  Xidn и о (2.7.69)
Предварительно найдем разложение величины dn и в ряд по степеням А:2, для 

чего используем выражения для эллиптических функций Якоби

dn и = \]  I — А:2 0з
L 2К  J Дд L2 A'J

(2.7.70)

Из формулы (2.7.68) следует, что величина А: мала вместе с д. Поэтому разложение 
параметров K,q*, входящих в формулу (2.7.70), имеет следующий вид

К  = п/2 + А:2(...), q* = А:2/16 +  А:4(...), (q* = еГ*К'/К ). (2.7.71)
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Из (2.7.70) получим

Следовательно,

dnu = 1  — — ( 1  — cos2 и) + к4( . ..).

dn uq =  1 — — (1 — cos 2uq ) +  A:4 +  (...).

Кроме того, из (2.7.59) и (2.7.60) найдем

7 о / Х 1 =  1 +  А:4(...).

(2.7.72)

(2.7.73)

(2.7.74)

Приравнивая на основании формулы (2.7.69) правые части разложений (2.7.73) и 
(2.7.74), будем иметь соотношение

из которого получим

cos 2 щ  = 1 +  А:2 (...)  

щ  = к2( . ..).

(2.7.75)

(2.7.76)

Используя формулу (2.7.76) и вторую из формул (2.7.63), вычислим выражение 
для cos 2  и, которое понадобится ниже:

cos2 u =  cos(— x i t  + 2  щ) = cos удт cos 2щ + siiiyy-T sin 2 «o =
=  cos г о t -f- к2 (...). (2.7.77)

Таким образом, подставляя разложение (2.7.72) в формулы (2.7.67) и используя 
соотношение

1 d, dn :
A:2 d и

= sn и dn и.
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найдем с помощью (2.7.77) выражения для р, </, г, у , у ',  у "  в виде рядов по степеням 
малого параметра д.

Выразим теперь углы Эйлера 0, у>, ф с помощью (2.7.33). Из первой формулы 
(2.7.33) и формул (2.7.66), (2.7.68), (2.7.70) и (2.7.77) получим

cos 0  =  уд 1  +  Д "
7сГ

7 о '
(cos Г о t -  1 ) +  д4( . ..) (2.7.78)

Для определения угла прецессии ф преобразуем вторую формулу (2.7.33) с по­
мощью соотношений (2.7.66), (2.7.67) к виду

где

—  =  —  ( 1  -  ^ ч

dA 2 д 1 +  п sn2u ’

1 -  7 о 2 +  2A‘V 1 - 7 о 2 _  А:2ху

(2.7.79)

(2.7.80)
1 -  X! 1 -  XI

Заменяя в уравнении (2.7.79) dt на du по формулам (2.7.57) и (2.7.63) и инте­
грируя его, получим

ф ~ фп = —  
XI

J\ U + J 2 In 0  (и — а 
0  (и +  о)

где

k2sn2a = —п ( sn2o =  — Xi

1 -  XI

Ji — — 1 +  v 1 +
sno 0 ,(а)

си a dn а в (а) , Jo. — — -
2  си a dn а

(2.7.81)

(2.7.82)

(2.7.83)
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Так как п > 0, то из формулы (2.7.82) следует, что sno -  мнимое число и, следо­
вательно, число а -  мнимое. Поэтому числа и ±  а будут комплексно-сопряженными 
числами и функции 9 (и ±  а) -  комплексно-сопряженными функциями. Таким об­
разом, можно положить

(2.7.84)
в (и +  а) = р е * \  в ( и +  а) = р е 1 х

(1П в(и-а) _ _0 ■ \  
lv111 в (и+а)  ~

Найдем величину у. Воспользуемся теоремой сложения тэта-функций. Имеем

9 (и + а) = 1 — 2q* cos  ̂ ~t~—- +  </*4(. • •) =
К

л 7Г U  7Г d  /-\ * U , п а  * 4 /  \  /  i-г г\ к- nl - 2 q  cos —  cos —  +  2q cos —  sin —  +  q ( ...), (2.7.85) К К к к
где разложение величин q*, К  в ряды по степеням к2 приведено в (2.7.71). Найдем 
теперь разложение величин cos 2а, sin 2а, для чего воспользуемся тождеством

1 — dn2u =  fc2 sn2 u,

и преобразуем формулу (2.7.72) к виду

fc2 sn2o =  ду ( 1  — cos 2а) + к4( . . .).

Отсюда, принимая во внимание соотношение (2.7.82), окончательно получим

(2.7.86)
cos 2 а =  ( 1  +  2т) +  к2( . . .), 
sin 2 а =  2  i у / т ( т  +  1 ) +  к2 ( . . . ) .

Из (??) следует, что тт/ К  =  2 + к2 поэтому

sin TTtj/K = sin 2 ц +  к2( . ..), cos п ц / К  = cos 2 ц +  к2( . . .) (2.7.87)
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и по формуле (??)

0( 1 — — (1 Т 2m) cos 2 и
О +  % —  \ / т  (т +  1) sin2 и +  к4( ...). (2.7.88)

Правая часть выражения (2.7.88) -  комплексное число. Поэтому его аргумент 
X определяется по формуле

X =  arctg — \/m (m  +  1 ) sin 2  и + к4 (. ..) (2.7.89)

Для определения разложения величин ф , Jo воспользуемся формулой 

в'(а) 2 я . я а
щ у  =  э Д 8т 7г  +  ' ' < >• (2 7!Ю)

которую, принимая во внимание выражения (2.7.71) и (2.7.86), представим сле­
дующим образом:

Из (2.7.82) имеем

в1 (a) i k 2 /— ;--------—_  =  _ У „ , ( т + 1 ) +  * ( .. .) .

си a dn а > / 1  +  т  

Подставляя полученные выражения в (2.7.83), найдем

Ji  = / ( • • • ) ,

2x/l+m +  д 2 ( . . . ) .

(2.7.91)

(2.7.92)

(2.7.93)
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Учитывая (2.7.84)и (2.7.89), получим выражение для угла прецессии

д 2 sin г о t
Ф -  Фо = ~ (2.7.94)

Последнее уравнение (2.7.33) для определения угла собственного вращения ср 
можно, учитывая полученные выше результаты, представить в виде

dip
dt = г о 1 +  д- 7о‘

7о ‘
■(cos в rot — 1 ) +  / Г  ( . . . ) .

Интегрируя это уравнение при условии ipo = 7r / 2 (tgy>g =  7 o /7 o ) j будем иметь

Ч>-^  = (»’о -  ^ \ /  1 - 7 о2)  ̂+  А‘2(---)- (2.7.95)

Из формул (2.7.78), (2.7.94) и (2.7.95) просто найти движение твердого тела в 
рассматриваемом случае.

Изучим теперь движение тела при отброшенных ранее условиях у,)' =  0 иуд =  1.
При у,)' =  0 (гд ф 0) из формул (??) получим

р = р0 = 0, у "  =  0. (2.7.96)

Эти условия, совместно с условием q = 0, приводят к случаю движения физиче­
ского маятника. При уд =  1 имеем соотношения

7о =  7о =  Xi =  1, =  1 -  4 А‘4>
к = 2 д2, и = —го t /2  +  А:2( . ..), (2.7.97)

с помощью которых найдем углы Эйлера в, ср, ф. Из формул (2.7.69) и (2.7.73) 
получим соотношение
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из которого определим угол нутации

cos 9 = 1 — 2д4 sin2(?’o А/2) +  . . . ,  9 = 2 д 2 sin(?’o А/2) +  . . . .

Угол прецессии ф найдем из уравнения

с1ф/сН = д0 у / ( 1  -  у"2).

Подставляя в него выражение

Р0 7 = - ^ ( 7 " 2 - 1 ) ,
2  д

получающееся с помощью формул (2.7.54), (2.7.55), имеем

ф -  фо = г0 А/2.

(2.7.99)

(2.7.100)

(2.7.101)

(2.7.102)

Для определения угла собственного вращения перепишем, используя полученные 
выше соотношения, уравнение (2.7.33) для ср в следующем виде:

^ - ( г 0 / 2 ) + д 3(...). (2.7.103)

Формулы (2.7.99), (2.7.102) и (2.7.103) также дают возможность достаточно про­
сто проследить за движением рассматриваемого твердого тела.
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2.8. Анализ движения случая Эйлера в пе­
ременных Депри и переменных «действие- 
угол»

2.8.1. Ф азовое пространство в перем енны х Д еп ри
В случае Эйлера функция Гамильтона будет равна кинетической энергии си­

стемы (Н  = Т), тле. рассматривается бессиловое поле. Как говорилось в §5, в неко­
торых случаях кроме канонических переменных в , у, ф, @д, р^, @,ф удобно исполь­
зовать углы /, у>2 , уз и соответствующие им обобщенные импульсы L, Д, / 3 , вве­
денные в динамику твердого тела Депри. Функция Гамильтона в этих переменных 
в случае Эйлера будет иметь следующий вид:

Следовательно, в переменных Депри движение твердого тела вокруг неподвижной 
точки в случае Эйлера определяется системой четырех канонических уравнений:

с функцией Гамильтона (2.8.1) (постоянные величины уз и / 3  в функцию Н  не 
входят). Эти уравнения имеют два однозначных первых интеграла:

где /?и С  -  произвольные постоянные. Поэтому, считая величину Д постоянным 
параметром, мы свели задачу о движении твердого тела вокруг неподвижной точки
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dX _  d H _  dcp2 =  д_Н_ d L  =  д Н  d l 2 _  д Н
d t  d L  7 d t  д 1 2 7 d t  d l  7 d t  d c p 2 ( 2 .8 .2 )

H = h ,  Д = C \ (2.8.3)
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в случае Эйлера в переменных Депри к определению движения консервативной 
системы с одной степенью свободы.

Разрешим теперь уравнение (2.8.1) относительно L, получим:

2 1 — а 1 1 sin2 I — а2 1 c o s 2  ^
Ь  =  Д  - 1  • 2 , ~  т~Т~ ’

1 — « 1 sin I — а 2 cos- I

где

ai С'  ai  С ’ 2 С Н '
Т 2  

J 2

(2.8.4)

(2.8.5)

Эти параметры од, од и /3 в силу соотношений (2.7.5) будут постоянными. Счи­
тая, что А > В  > С, найдем

од > а2 > 1 . (2 .8 .6 )

Для определения границ изменения параметра /3 выразим его из уравнения 
(2.7.6) в виде

Д =  7 - 1  . 2 . . - 1  . 2 , .------ — , (2.8.7)

где
(од 1 sin2 / +  а 2 1 cos2 /) sin2 S2 +  cos2 S2 ’ 

cos =  Ь /Д . ( 2 .8 .8 )

Оценивая наибольшее и наименьшее значения параметра /3, получим, принимая 
во внимание неравенства (2 .8 .6 )

/3min 1

д
ск2  S i n 2  ( 5 2 + C O S 2  (52
_____од_____

m a x  —  l + c o s 2 (52 ( o ' i - l )

> i,
< « 1 ,

и, следовательно, окончательно

1 < /3 < од.

(2.8.9)

( 2 .8 .10)
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Однако вместо трех параметров од, а 2 и /3 введем два параметра х2 и А2:

(  , Д  он — а?.  С ( А — В )

I a i  ( а 2 —1 ) А ( В  — С ) ’ /'О 8  1 1 'l
I \ 2  =  0 A 2 C H - I I  ( а ! - а 2 )(/3 - 1 )
К Л С  1 % — 2 А Н  ( a 2- l ) ( a i - / 3 ) >

из которых х 2 зависит лишь от моментов инерции, а Л2 -  и от начальных условий.
Из соотношений (2.8.7), (2.8.9), (2.8.10) вытекает, что параметр Л может ме­

няться в пределах от нуля до бесконечности:

0 < А < оо, ( 2 .8 .12)

достигая значения Л =  0 при So = 0 и при любом значении угла I и значении Л =  оо 
при So =  л, I = (2??.+ l ) f  (??. =  О, ±1, ± 2 ,...) . С помощью этих параметров 
выражение (2.8.4) можно переписать следующим образом:

L
2 х2 1 -  А2 +  (у2 +  A2) sin2/

Го1 2  ' о
X" А2 1 +  х 2 sin" /

(2.8.13)

Зависимость L (/) на фазовой плоскости (/, L)можно представить в виде кривых, 
указанных на рисунке 2 .8 .1 .

Из вида функции L, определяемой формулой (2.8.13), следует, что эта функция 
периодична по / с периодом тт. Кроме того, когда

L = ± / 2 (А =  0), (2.8.14)

ось О z подвижной системы координат совпадает с вектором кинетического момента/ i , 
и мы имеем дело с перманентным вращением тела около большей оси эллипсоида 
инерции. В этом случае прямые L = ± / 2 должны стягиваться в точки, и поэтому 
фазовый портрет, показанный на рисунке 1 2 .1 , представляет развертку сферы с
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полюсами L = ±1о- Эта сфера (/, L) сепаратрисой (Л =  1) разделяется на четыре 
инвариантные области, обозначенные на рисунке12.1 римскими цифрами I, II, III, 
IV, в каждой из которых кривые L = L (/) замкнуты.

Отметим, что в этих областях можно уточнить неравенства (2.8.12). Так, в 
областях I и II справедливы неравенства:

О < Л < 1, (2.8.15)
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в областях III и IV -  неравенства:

1 < А < оо. (2.8.16)

2.8.2. Ф азовое пространство в перем енны х «действие- 
угол»

В каждой из областей I, II, III, IV, вместо переменных /, L, можно ввести пере­
менные «действие-угол» Д, «д, где

I 1 = -^-<£l (U. (2.8.17)
2 т _

При этом интегрирование ведется по замкнутым контурам на указанной сфере. 
Отметим, что

h > 0 .  (2.8.18)

Естественно, что величина Д, которая на основании формул (2.8.13) и (2.8.17) пе­
репишется в виде:

h  =  А  * i  + ф  + У  (2.8.19)
2  т  л /х 2 +  A2 J V 1 +  X" Slir 1

и сопряженный с ней угол м.д в зависимости от областей будут вычисляться 
по-разному.

В силу периодичности кривых L(Z), изображенных на рисунке 12.1 выражение 
(2.8.19) можно переписать в следующем виде:

с  = * =  Г' /i - A M ( o  + y )Si (2 8 20)
71 л / х 2 +  A 2  J i o  V  1  +  x - s n r Z

« *
< ►
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где для областей I, II, III, IV будем иметь соответственно

к  =  f , h  = - f , к  = arccos s j (А2 - 1 ) /  (А2 + х 2),

11 =  — arccos ^/(А2 — 1) /  (А2 +  х 2) .

В первом случае (в областях I и II) интеграл (2.8.20) может быть вычислен с 
помощью подстановки _____

ctg/ =  -v ^ l  +  x 2 tg$ (2 .8 .2 1 )

следующим образом

h  (/с, А) =  = |  [(а 2 +  А2) П (у2, А) -  А2 К  (А)] . ( 2 .8 .22 )

Здесь (х2 ,А) и К (А) -  полные эллиптические интегралы третьего и первого рода. 
Последнее уравнение может быть однозначно разрешить относительно А (0 < А < 1):

А =  Ф1 ( h / h )  ■ (2.8.23)

Аналогично для второго случая, когда (1 < А < оо) (в областях III, IV), делая 
подстановку

cos I = — Sin f j

A \J \  +  х 2 д - 2  sin2 ц
(:i] = 0  ?<£S8  I = la (2.8.24)

в интеграл (2 .8 .2 0 ), получим

2/2 / 1 +  X2

т A x V X2 +  A2
Щ  +  л Д п | у 1 ) - л (2.8.25)
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Это уравнение также может быть однозначно разрешено относительно А (1 < А < оо)

\  = Фп(1\/1п). (2.8.26)

Определим функцию Гамильтона в переменных «действие-угол», для чего вос­
пользуемся вторым из соотношений (2 .8 .1 1 ), разрешая его относительно постоянной 
энергии, не изменяющейся при каноническом преобразовании. Будем иметь выра­
жение

U  Л  С — А  х- ^ (2.8.27)
Н =  -Л- 11 -2 А С А2 +  х 2

в котором А является функцией от Д и In. Таким образом, для функции Н  = 
Н  (Ii,In) все обобщенные координаты -  циклические. Кроме того, в функцию не 
входят величины уд и / 3 . Поэтому из уравнений Гамильтона для этих величин

dcp3 _  дН d h  _  дН
dt din, ’ dt <9у>з

получим
Уз =  и>з =  const, / 3  =  const. (2.8.28)

Отличные от нуля частоты движения твердого тела в случае Эйлера определя­
ются следующими уравнениями Гамильтона

dw 1 _
dt

Э Н
9h

А-С
2А ' ( Л )  A C  v/ ( i+Y2)(A2 + Y2у

d u 12 _  д Н _  h  ( 1  _  А - С  П ( Р - Л)
d t  6 1 2 С И  А  К ( Х )

(2.8.29)

в которые вместо А надо подставить функцию Ф1 {Ii/In) или Ф2 {Ii/In) для соот­
ветствующего случая.
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Домаш няя

Чтобы найти выражение старых переменных Z, у д , /  через новые ид, ид, Д н 
наоборот (переменные уд =  ид, Д ,/з  не изменяются), построим функцию W  кано­
нического преобразования (Z, у 2 ,Уз,Ь, Д ,/з )  —>• (ид, и д ,и д ,/1 , / 2, / 3). Эта произво­
дящая функция должна быть полным интегралом уравнения Н  (Z, уд, уз, <91Г/9/, dW/ dtpn, dW/dip-з) .
h.

Функцию W  можно искать в виде

W  =  / Зуз +  Пуз +  V  (Z, Д, А ) , (2.8.30)

где
V { l , I u In) = ±  J  L (Z,A,A) dl  

TV =  / Зуз +  Д у 2 ±  J  /  (Z, / 1 , / 2 ) dl. (2.8.31)

Тогда получим следующие выражения для угловых переменных ид, ид, ид:

- i  = § f  = ± I U t  ^
m  = § g  = < P 2 ± i / L d l ± £ f % d l , (2.8.32)
«■’з =  уз-

Для первого случая (0 < А < 1) имеем: 

ид =  ± 7 7 А ' ( А )

А Д  =  У 2  ±  

ид =  Уз-

2 ) ( a 2+ y 2) П ( ф ^ Л ) _ п ( х 2; Л) ^ (2.8.33)
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Для второго случая (1 < А < оо) имеем:
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l W l  =  -  
1 2

F  (>?, 1/Л) 
К  (1/Л)

иь

П }7 У  Г \ _ п  M F f a l / A )
h л2’ л ;  v a 2 ’ л /  л ' ( 1 /А)

W3 =  рз-
Заменяя в формулах величину Л на ее выражение, полученное из (2.8.21) по­

лучим зависимость новых переменных ац, №, / 1 от старых переменных /, уо, Ь-

« *
< ►

На весь экран
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