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1. Кинетическое уравнение Власова

1.1. З а д а ч и  с  р е ш е н и я м и

З а д а ч а  1 . Рассмотреть собственные продольные колебания системы, пред­

ставляющей собой классический электронный газ, двигающийся на фоне по­
ложительного компенсирующего заряда (электронная плазма) [1].

Р еш ен и е

Рассмотрим систему, состоящую из заряженных частиц двух сортов, име­

ющих заряды  противоположных знаков и  сильно различающихся по массе, 

например, электроны и положительно заряженные ионы. Будем называть в 

дальнейшем такую  систему электронной плазмой. Д л я  сохранения одноком­

понентной структуры уравнения Власова в модели электронной плазмы ионы 

считаются не только неподвижными и  равномерно распределенными по объе­

му, но и равномерно размазанными. При этом электроны движ утся не только 

в поле других электронов, но и  в поле равномерно размазанного по объему 

заряда положительных ионов.

Д ля рассматриваемой модели уравнение В ласова будет иметь однокомпо­
нентную структуру и может быть записано в виде

d f ( t , r ,p )  p d f  d (U  +  U) d f
d t  m d f  d f  dp

Здесь /  -  одночастичная функция распределения для электрона, которую 

можно представить в виде

Л 4 ,г ',Й  =  / . (П Й  +  « Л « ,г ,Й , (2)

где /о -  локально-равновесное максвелловское по р  и равномерное по f  рас­

пределение:
t  ^  /  т  \3 /2 (  m v 2\
Ыг’Г > -п {ьГе) а ф ( - - г ) '

где то -  масса электрона, в =  к Т  и Т  -  равновесная температура плазмы.



Плотность положительного заряда можно формально вы разить через функ­
цию /о, используя свойство нейтральность системы и  условие нормировки

р ^  =  р ^  =  —еп  =  еп  J  fodp,

где п  и р(-)  -  локально-равновесная концентрация и плотность заряда систе­

мы электронов соответственно.

Тогда энергия электрона, находящегося в точке ?  в  поле положительного 

заряда, м ожет быть представлена в виде

U (r) =  -  I  p(+)d r '  =  ~ n f  / о ( Л  P ') d r 'd p \

а  энергия электрона в самосогласованном поле всех электронов

U{r) =  n  J  p r ^ T j  f { t y , p ' ) d T 'd p ' .

Введем напряженность электрического поля, действующего на электрон: 

- е £ ( ,  г ) =  -д т а Ц и  + U ) ~  ^  =

- § f n  I  f H t . f . P V r ' d f  (3)

Сократим уравнение (3) на (—е) и подействуем слева и справа операцией div. 

Тогда с учетом соотношений

92 1 И ,-  -Л

получаем из (3) для  вектора напряженности 4-е уравнение М аксвелла в виде 

d iv E =  -A n e n  J  8 f( t ,r ,p )d p .

Предположим, что рассматриваемая система слабонеравновесна, т.е. выпол­

няется условие

«5///о <  1,



и проведем линеаризацию уравнения (1), учитывая, что d f  и Е  одного по­

рядка малости:

, ( 9 5 f  e g  8/ а(г ,й ) 0
d t  д г  т  д  v  '

d iv E  =  —4iren J  6 f ( t ,  f ,  v)dv ,  (5)

где д ля максвелловского распределения

8 v  в

Уравнение Власова является обратимым во времени. Д ля того чтобы из 

цепочки кинетических уравнений Боголюбова получить необратимое кине­

тическое уравнение для плазмы, необходимо учесть парные взаимодействия 

частиц. Д ля того чтобы остаться в рамках приближения самосогласованного 

поля, но снять "вырождение" на обратимость (нарушить симметрию урав­

нения Власова по отношению к  отражению времени), воспользуемся неким 

искусственным приемом, который часто применяется как в неравновесной, 
так  и в равновесной статистической физике ("квазисредние", по Боголюбо­

ву). Суть его заклю чается в добавлении к правой части уравнения (1) "бес­

конечно малой добавки" (релаксационного члена) вида

- £ ( / ( * , Г,р) -  /о (г ,р )) |£>о,е^0 =  —£<5/|е> 0,е-*0)

которая снимет "вырождение" уравнения по отношению к  операции инверсии 
времени и позволит отобрать решения уравнения, удовлетворяющие принци­

пу причинности и  описывающие релаксацию системы к равновесию. Решения 

уравнения мы будем искать для малых, но конечных е, а  в выражениях для 

средних перейдем к  пределу е  —> 0. Это даст возможность при решении за­

дачи автоматически выбрать правильный обход полюса (удовлетворяющий 

принципу причинности), а  при вычислении предела избавиться от произвола 

в выборе параметра е. Используя указанное преобразование для исходного 

уравнения (1), мы перепишем полученное из него уравнение (4) в виде

, j i f  ё Е Э м т  
— +  (б)

Теперь с помощью уравнений (5), (6) мы можем исследовать проблему про­

дольных колебаний в электронной плазме. Будем, описывая колебательный



процесс, искать решение указанных уравнений в виде продольной плоской 

волны, распространяющейся, например, вдоль оси z :

Уравнение (7) представляет собой дисперсионное уравнение. Используя фор­

мулу Сохоцкого

— ~  = р - т 6 ( х ) ,  х ± г е  х
где символ Р  означает операцию последующего вычисления интеграла в смыс­

ле главного значения, свойства максвелловского распределения и тот факт^ 

что подынтегральное выражение зависит только от переменной vz, нетрудно 

привести это уравнение к  виду

6 f { t , r ,  v )  =  fku,{v) exp{—uot -I- ik z ) ,

E z (t, r ,  v ) =  E ku(v) exp(—uot 4- ikz), 

E x =  E y =  0.

Тогда д ля  фурье-компоиент получаем уравнения:

- w fk u ,  +  iVzhfku -  =  - е / ь | Е>о,г-.о,

Откуда

(7)

1 — J (k ,  и>) +  iI (k ,to )  =  0. (8)

Здесь

J(k,u>) =

7



где wo =  \ / 47re2n / m  -  ленгмюровская частота. Интеграл J (k ,w )  не берется 
точно, поэтому ограничимся рассмотрением частного случая м алых к  (длин­

новолновый предел). Представим подынтегральную функцию (без максвел­

ловской экспоненты) в  виде

v* 1 s ,  , о.2 , , 1̂ . »  v f , о u f . 4 1
— i----v~k — ------ '----2  Л  ̂ 4----- ---- Ц ^ ё  ГГ.w 1 — М  Ш w2 w w w5 w61 — ар

Это "разложение" еще нужно усреднить по максвелловскому распределению. 
При этом имеем соотношения:

%  vz vz 0, vz vz ^ 2-

В результате уравнение (7) приобретает вид

Угловыми скобками обозначено усреднение по максвелловскому распределе­

нию.

Будем искать решение полученного уравнения колебаний в виде w =  f t—г7  

для систем с малым затуханием, т.е. 7  <С ft. Сохраняя только главные члены 

в действительной и  мнимой частях дисперсионного уравнения, получаем

Приравнивая нулю действительную часть, имеем

Откуда в первом приближении получаем д ля частоты продольных плазмен­

ных колебаний

п = "“(1 + 2Й5?*’! + (9>
Таким образом, в нулевом приближении частота продольных плазменных ко­

лебаний f t  совпадает с  ленгмюровской частотой wo, а  в первом приближении 

закон дисперсии квадратичен по волновому числу к. Д ля декремента зату­

хания колебаний в нулевом приближении имеем формулу Л андау (1946)



где к  =  1 /г |,  =  mojo/ в .  К ак  видно из формулы (10), декремент затухания 

плазменных волн, имеющих длину А »  Ад (или k r D <  1 ), экспоненциально 

мал и  возрастает с  уменьшением длины волны.

рактерный для плазмы коллективный эффект, в образовании которого в ка­

честве "упругой силы" фигурирует электростатическое поле Е .  Причина ж е 
возникновения затухания Л андау носит кинематический характер. Д ля сме­

шанного состояния системы вероятность каждого чистого состояния входит в 

равновесном случае с  гиббсовским весом, а  так как вероятность невырожден­

ного состояния с большим значением импульса пропорциональна максвеллов­

ской экспоненте ехр[—р 2/2т в],  то вероятность процесса распада состояния 

будет пропорциональна той ж е экспоненте. Отсюда и  экспонента в формуле 

Ландау.

З а д а ч а  2. Исследовать релаксацию начального возмущения, вызванного 

электрическим полем, в электронной плазме [2].

Рассмотрим электронную плазму, в  которой возмущению электрическим 

полем подвергается только электронное распределение при неизменном рас­

пределении ионов. Будем полагать также, что начальное возмущение мало, 

так  что начальная функция распределения электронов

где fo (v ) -  равновесное максвелловское распределение, а  <5/ -С /о- Возму­

щение остается малым и в  дальнейшие моменты времени, так что уравнение 

Власова для  электронной плазмы можно линеаризовать; ищем функцию рас­

пределения в виде

Д л я  малой поправки 6 f ( t ,  f ,  v )  и потенциала самосогласованного поля <p(t, г)  

имеем уравнения, аналогичные уравнениям (4) и  (5):

Плазменные колебания -  это колебания плотности электронного газа -  ха-

Р еш ен и е

Д 0,? ,« )  =  Л И  +  № . в ) .

/(* . ? , Я ) =  / ( 0, Г. S) +  s / ( i , f , s ) .

W f f i f . g )  m i  е  а д М - „Я+ Яг т Ям 1_VUJ C l
+  а-дтг +  — V p- (П )

(12)

9



Будем искать решение уравнений в виде

Д ля фурье-образов из (11), (12) получаем

(13)

=  -4 т г е  /  fj^dv. (14)

Д л я  решения этих уравнений воспользуемся односторонним преобразова-

где интеграл берется в  комплексной плоскости и  по прямой, параллельной 

вещественной оси и проходящей над ней (р  >  0), выше всех особенностей 

функции / ш£.
Умножим обе стороны уравнения (13) на е~шЬ и  интегрируем по t . Заметив, 

что

(где g^{v) =  / fc(0, v )), и  разделив обе стороны уравнения н а  i ( k v —uj), находим

нием Фурье, определив образ / ^ ( р )  функции как

Обратное преобразование дается формулой

(15)

/  7 к ' “ * Л  =  W *  1о°° ~  /  fte“‘dt =  ~ 38 ~

(16)

Аналогичным образом из (14) получаем

(17)

10



И з уравнений (16), (17) находим

(18)

где
4тге2 Г pd f  о dv

к2 I d v k t i - w - г О
(19)

— продольная диэлектрическая проницаемость плазмы. Вводя составляющую 
скорости vx  вдоль направления к , перепишем эту формулу в виде

Д л я  дальнейшего определения временной зависимости потенциала по фор­
муле обращения

как функция комплексной переменной имеет смысл лишь в верхней полу­

плоскости. Детальный анализ показывает [2. С. 74-75], что асимптотический 

закон убывания потенциала дается выражением

т.е. с течением времени возмущение поля затухает экспоненциально с декре­

ментом т к — К | .  Здесь и]‘к и  шк -  действительная и мнимая части соответ­

ственно того из корней уравнения £[(ш, к) — 0, который обладает наименьшей 

по величине мнимой частью.

Д л я  длинноволновых возмущений кг о  -С 1 частота и'к и  декремент затухаг 

ния 7к совпадают с  таковыми д ля плазменных волн и даются формулами (9) 

и (10). Декремент затухания таких волн экспоненциально мал. В обратном же

где

(20)

необходимо предварительно установить аналитические свойства как функ­

ции комплексной переменной и>.

Выражение вида

¥ # )  ~  е  “■'‘V

11



случае коротковолновых возмущений, когда к г  о  ~  1 , затухание становится 
очень сильным, декремент -у* даж е велик по сравнению с ш'к.

Искомая функция получается подстановкой (16) в интеграл (15).

Помимо полюсов в  нижней полуплоскости, происходящих о т  <рш£, подынте­

гральное выражение имеет такж е полюс в точке ш =  kv  н а вещественной оси. 

Именно этот полюс и будет определять асимптотическое поведение интеграла 

при больших t .  По вычету в нем находим

f K( t ,v )  ~  е -* й  (21)

Таким образом, возмущение функции распределения не затухает с течением 

времени. Распределение становится, однако, все более быстро осциллирую­

щей функцией скорости (период осцилляций по скорости ~  1 /И ) .  Поэтому 

возмущение плотности (т.е. интеграл f  f%dv) затухает, как и  потенциал 

Эволюция функции распределения, согласно (21), относится ко времени, 

когда поле можно считать затухшим; формула (21) соответствует просто сво­

бодному разлету частиц -  каж дая со своей постоянной скоростью. Действи­

тельно, функция вида

/ ( « ,? , « ) =  s W e 'f r - 6»

есть решение кинетического уравнения свободных частиц

* £ + &  =  о 
т  д ?

при заданном начальном (t  =  0) распределении по скоростям и периодиче­

ском ( ~  e,kf)  распределении по координатам.

З а д а ч а  3 . Показать возможность возникновения плазменного эхо в 

электронной плазме [2].

Р еш ен и е

Термодинамически обратимый характер затухания Л андау проявляется 

в нелинейном явлении, называемом плазменным эхо. Это явление возника­

ет в  результате тех незатухающих осцилляций функции распределения (21), 

которые остаются после бесстолкновительной релаксации возмущений плот­

ности (и поля) в плазме. Суть эф ф екта заключается в следующем. Пред­

положим, что в плазме два возмущения создаются импульсами некоторого

12



внешнего потенциала в моменты времени, разделенные интервалом т. Пер­

вый импульс модулирует функцию распределения плазмы с помощью неко­

торого волнового вектора кг, а  второй ~ кг > к \. Возмущение плотности, 

созданное первым импульсом, затухнет з а  время ~  l / v r k i .  Будем полагать, 

что т  >  1 /v r k i .  В этом случае затухание произойдет раньше, чем появится 

второй импульс. Второй импульс модулирует функцию распределения плаз­

мы с некоторым новым волновым вектором кг, соответственно, вызванное 
им возмущение плотности снова затухнет з а  время ~  l / v r h i ,  но в момент 

времени
' _

кг — fcjT

возникает вновь. Это возмущение и будет представлять собой плазменное эхо.

Рассмотрим данное явление в электронной плазме. Пусть на плазму дей­

ствует одномерное возмущение, создаваемое двумя импульсами внешнего (со­

здаваемого "сторонними" зарядами) потенциала прилагаемыми к  плаз­

ме с интервалом т  в моменты времени t  =  0 и t  =  т:

tр =  ipi5(t) cos к \х  +  f>\5(t — т )  cos кгх, (22)

где 5(t) -  огибающая импульсов возмущения. При этом предполагается, что 

кг > к \,  а  т  »  l / k i v r ,  l / 7 (fci), где 7 (^1) -  декремент затухания Лавдау, v t  -  

средняя тепловая скорость электронов. При выполнении указанных условий 

возмущение плотности газа, вызываемое первым импульсом, успевает затух­

нуть к  моменту времени т, так  к ак  время ее затухания ~  l/v r k y .
Возмущение функции распределения f  =  fo +  S f  удовлетворяет бессток- 

новительному кинетическому уравнению, которое с учетом членов второго 

порядка имеет вид

д 6 £  д 6 £  +  е  д<р df0 _  е d tp d S f  .
d t  Vx д х  т  д х  dvx т  д х  dvx  ’

при этом потенциал <р, возникающий в плазме (включающий в себя такж е и

"стороннюю" часть V5 )> удовлетворяет уравнению

Д ( р  -  v <” >) _  tne  J  S fA b .  (24)

Функция распределения в  (24) предполагается уже проинтегрированной по 

vx и  vy.
13



Будем искать решение уравнений (23), (24) в виде интегралов Фурье:

6f =  Ь /  /- 'fc 'e’( fc W t)d w 'dfc'.

<р =  J  .

Подставив эти вы ражения в  (23) и (24), умножив затем уравнения на e- l(kx~ut) 
и  интегрируя их по dxd t, получим

“  / № “  (25)

- к 2(рик =  4тге J  fukdvx  -  к 2< р ^ \  (26)

=  inpi[5(k +  h i)  +  6 (к  — fci)] 4- ir<p2[5(k +  к2) +  5(к  — /с2)]ешт

В линейном приближении, т.е. в пренебрежении правой стороной в урав­

нении (23), решения этих уравнений есть

f ( P _  г # о  к  J.D  
шк dvx kvx — u) шк>

(ст)

<27>

где £((ш, к )  -  диэлектрическая проницаемость, определяемая соотношением

(19). Этому решению соответствуют возмущения, затухающие от моментов 

времени t = 0 a t = T H  соответственно с декрементами 7(&i) и  7 (^2)-
Во втором приближении надо подставить (27) в правую часть уравнения 

(23), и для  членов второго порядка в возмущениях функции распределения 

и потенциала получаются уравнения:



и  (30)

Интересующий нас эф ф ект  -  плазменное эхо с волновым вектором к2 — к \ -  

будет заключен в членах в правой части (28), содержащих 8(к  ±  (к2 -  fei)). 

Соберем такие члены в выражении К  моменту времени t  =  r  возмущение 

ipM, происходящее от  приложенного при t  =  0 импульса ipi, уж е затухнет. 

Поэтому заранее очевидно, что при подстановке (27) в  (30) надо учесть в <р̂ 1 

лишь член с 952". интересующие нас члены вида

Iwk =  1ш{к\, к2)6 (к  — к2 +  fci) +  /<Д—fcj, — к2)6 (к  +  к^ — к \)  (31)

получаются при этом от членов в  содержащих у>\. После выполнения 

интегрирования по d k‘ в  (30) получим в  результате

Ш М  = /  л ' Т - T w ----------П Т  <32>4т  dvx J  (k \vx +  o /)e i(u /,k i)£ i(w  — и / ,к 2)

причем переменную интегрирования ш' надо понимать к ак  ш1 +  г0.

Интеграл (32) можно вычислить с  учетом того, что т  предполагается боль­

шим (т  »  1 /k v r ,  I / 7 ). Д ля этого смещаем в нижнюю полуплоскость ком­

плексной переменной и / контур интегрирования, "зацепляющийся" при этом 

з а  полюсы подынтегрального выражения. Эти полюсы расположены в нулях 

функции ei и  в  точке ш' =  — k \vx —гО. Первые из них имеют отличные от нуля 

отрицательные мнимые части —7 (^1) или —7 (^2), и вклады от них в  интеграл 
(вычеты в  полюсах) затухаю т с  увеличением т  как ехр[—7 т]. Незатухающий 

ж е вклад  возникает только от вещественного полюса <J — —k\vx — гО. Таким 

образом, получим

т /и  и \  е2 df°  <pi<P2kik2e<w+h^ r
m 2mdvxei{-kivx,ki)ei(u) +  kyvx,k2y

Возвращаясь к  уравнениям (28), (29) и подставив из первого уравнения 

во второе, находим

во 4ire [  П ик dv,

k 2ei{u>, к) J  dvx kvx
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При вычислении производной dluk /dvx надо дифференцировать только экс­

поненциальный множитель в (34), поскольку k iV jr  »  1.

Собирая теперь полученные выражения (31) -  (34) и  совершая обратное 

преобразование Фурье, получим интересующий нас потенциал эха с волновым 

вектором к3 =  к2 -  k i  в  виде

ip® =  R e{A (t)e ih°x}.

Выражение д л я  амплитуды A (t)  запишем в асимптотическом пределе при 

t  — т —у со. В этом пределе интеграл по ш определяется вычетом подынте­

грального выражения только в полюсе ш =  k$vx — гО. Окончательно находим

л и \  з  {  dfo  e~wk:s(t~T''>dvxA (t)  =  —i7re <pi<p2T~ ~  /  -  т  j-т, (35)*з J dvx ei(k3vx, k3)E i(-k 1vx, к2)

где т '  =  кът/кз.

Это выражение -  амплитуда эха -  максимально при t  =  i J, причем макси­

мальное значение пропорционально т , т.е. промежутку времени между дву­

м я импульсами. По обе стороны от максимума амплитуда A (t)  убывает, но 

по различным законам. Асимптотически при t  — т —* оо выражение (35) 

определяется вычетом подынтегрального выражения в  его полюсе с наи­
меньшей по величине отрицательной мнимой частью; этот полюс леж ит при 

£г(*з'уж> *з) =  0, и его мнимая часть равна I m v x =  —7 (* з)/*3- По другую 
сторону от максимума, при t  — г 1 —* —оо, интеграл определяется вычетом в 

полюсе при £i(—*2̂ ®, * i) =  0, для  которого Im v x =  7 (fci)/fci (путь интегриро­

вания должен быть при этом смещен в верхнюю полуплоскость комплексного 

vx). В результате находим, что

A (t)  ос e x p [ - 7 (fc3) ( t  -  т ')] при

A (t)  ос ехр[—^ 7 (fei)(r' — t)] при 
*1

Таким образом, амплитуда эха перед достижением его максимума возрастает 

с  инкрементом fc37 (*i)/*i>  а  з а  максимумом убывает с декрементом 7 (fe3).



З а д а ч а  4 . Н айти статическое электрическое поле покоящегося точечного 

заряда в  однородной равновесной электронной плазме в приближении само­
согласованного поля [1-3].

Поместим точечный заря д  в начало координат, тогда плотность заряда 

будет описываться функцией

Введем самосогласованный потенциал электрического поля в  системе

который определяет величину вектора напряженности 

- е М ( , f )  = -g r a d (U  +  U) -

где под U  мы  теперь понимаем энергию электрона как  в поле положительно­

го равномерно "размазанного" в  пространстве положительного заряда ионов, 

так  и в  поле точечного заряда. В статическом случае ^  =  0  уравнение Вла­

сова для одночастичной функции распределения электронов

у  9 /  d (U  + U ) d f  0
т  д г  д г  др

или
а  4. ±  Э£ _  п « т

в ?  m  d f  ЭИ ’ w
где E  =  — V</? =  —dip /dr . Ограничимся рассмотрением малых возмущений.

В этом случае решение уравнения (36) будем искать в  виде f  =  fo + S f.  ТЬгда

линеаризованное уравнение Власова примет вид

(37)
д г  т  д г dv  

Дополним уравнение (37) 4-м уравнением Максвелла

£\ip(rj =  —Ащ8{т) +  4тгеп J  S fd v .  (38)

У читы вая свойства максвелловского распределения 

d fo  _  гп



и  переходя в уравнениях (37), (38) к  фурье-компонентам

*’й  “  f S j l  /

получаем вместо системы дифференциальных уравнений систему алгебраи­
ческих уравнений вида

/,? -  =  0, (39)

k2ip% =  iirq  — iiren  J  fadv. (40)

И з (39) имеем, что

к  =  efoVk-

Подставляя это выражение в правую часть (40), получаем с учетом норми­

ровки максвелловского распределения

=  4тг<7 — 4 я  enip£ J  fodv — 4 я  q  — 4 я  ещ>%.

Откуда фурье-образ самосогласованного потенциала 

Airq
V E _ F T ) 5 ’

где
2 4тг e2n  1

Величина г р  называется дебаевским радиусом экранирования. Теперь мы 

можем, совершив прямое фурье-преобразование, найти координатную зави­

симость потенциала самосогласованного поля:

(41)
грала (41) воспользуемся сферическим 

этом для каждого значения г  будем ш  

Тогда

00 2тг

Д ля вычисления интеграла (41) воспользуемся сферическими координатами 

в fc-пространстве. П ри этом для каждого значения г  будем направлять ось kz 

по радиусу-вектору г. Тогда



Последний интеграл в  формуле (42) может быть вычислен с помощью ин­

тегральной формулы Коши. Учитывая, что подынтегральное выражение со­

держ ит простые полюсы в точках £ =  ±гк, выберем контур интегрирова­

ния, состоящий и з прямой, совпадающей с действительной осью в  комплекс­

ной плоскости £ и полуокружности в верхней полуплоскости радиуса R , где 

R  —* оо. Поскольку интеграл по верхней полуоси в пределе R  —» со обращав 

ется в нуль, из интегральной формулы Коши получаем, что

Используя формулы (42) и (43), окончательно для потенциала самосогласо­

ванного поля имеем

В результате для  потенциала мы получили известную формулу Дебая. Со­

ответственно для одночастичной функции распределения электронов имеем 

выражение вида

Формулы (44), (45) описывают еще один коллективный эф ф ект в плазме -  

свойство экранировать статические заряды.

1.2. З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р аб о ты

1. С  помощью линеаризованного уравнения Власова совместно с уравне­

ниями М аксвелла определить частоту ш = ш(к) и затухание j  поперечных 

колебаний в электронной плазме.

2. Вычислить поперечную диэлектрическую проницаемость плазмы.

3.* Определить продольную и поперечную диэлектрические проницаемо­

сти для ультрарелятивистской электронной плазмы (Те 2 > m e2) [2]1

4.* Найти мнимую часть $i для  нерелятивистской электронной плазмы

(43)

(44)

(45)

(Те <  т с 2) при и / к  ~  с  »  v r  [2].

‘Символом '  отмечены задачи повышенной трудности.
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5.* Найти мнимую часть продольной диэлектрической проницаемости для 

нерелятивистской электронной плазмы (То -С т с?/к) при ш//с та с  2> vTo, где 

vn  =  у /к Т о /т  -  некоторая средняя тепловая скорость электрона [2].

6. Найти закон дисперсии продольных и  поперечных плазменных волн в 

ультрарелятивистской электронной плазме.

7.* Определить уравнение для продольных колебаний в электрон-ионной 
системе и определить частоту ее собственных колебаний и их затухание (1].

8.* Установить аналитические свойства функции [2].

9. Используя результаты задачи 4 раздела 1.1, найти среднюю энергию 

взаимодействия частиц электронной плазмы друг с  другом.

10. Найти полное число избыточных отрицательных частиц внутри сферы 

Дебая (сфера радиуса гц, вокруг заряда q).

11. Найти энергию взаимодействия между зарядом q и зарядом внутри 

сферы Дебая.

2. Кинетическое уравнение Больцмана

2.1. З а д а ч и  с  р е ш е н и я м и

З а д а ч а  1. Найти стационарное решение кинетического уравнения Больц­

мана для газа однородно распределенных молекул в отсутствие внешнего 

поля [1-3].

Р еш ен и е

Кинетическое уравнение Больцмана для разреженного газа запишем в ви­

де [1-3]

I + 1 % - % % = / « < № '  ■- fh)dudA- (46)

Здесь v  =  V / N  -  удельный объем, приходящийся на одну частицу газа; 

/  =  S ' =  f i  =  f ( t , r , P i ) , f [ f  =  / ( t , f , Й ')  -одночастичные
функции распределения, где p ,p i и p '. p j  -  импульсы двух частиц до и после 

столкновения соответственно; dw =  adadip, где а -  прицельное расстояние и 
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ip -  азимутальный угол в  задаче о рассеянии двух частиц; и  =  |р —P il/m  -  от­

носительная скорость рассеивающихся частиц; J CT -  интеграл столкновений, 

характеризующий баланс частиц в  единичном объеме фазового пространства.

В  стационарном случае (d f / d t ) =  0 для  газа однородно распределенных 

молекул (d f / d r )  =  0  и  в  отсутствие внешних сил (d U /d r )  =  0 уравнение (46) 
принимает вид

j  u(f 'Л ' - ffi)diodpi =  0. (47)

Найдем явны й вид одночастичной функции распределения, удовлетворяю­

щей уравнению (47). Д ля этого умножим левую и правую части уравнения 

на произвольную функцию <р(р) =  <p(t, г , р) и проинтегрируем по р. В резуль­

тате получим уравнение

J  u<p(p)(f 7 i '  -  fh )d w d p xdp =  0. (48)

Левую часть уравнения (48) можно представить в более удобном для даль­

нейшего анализа виде, используя следующую лемму.

Л е м м а

Обозначим левую  часть уравнения (48) как

I = j  u<p(p){f'fi' - ffi)dudpidp.
Тогда им еет  место соотношение

I  =  i  J  и{ч> +  P i  -  <р' ~  Ч>1) ( /  7 i '  -  f h )d w d p xdp, (49)

где

<р =  <p(t,r,p), <р' =  < p(t,r,p '), <pi =  <p(t,r,pi), <fi'i =  <p(t,r,pi'). (50)

Д о к а з а т е л ь с т в о

Рассмотрим интеграл

i =  У 'м й ( / ( р 1 0 / ( р ' ) - / ( й ) / ( р ) ) ^ р 1^р- (5 i)

При записи подынтегральных функций в  правой части (51) мы опустили об­

щие д л я  всех функций аргументы ( и г .
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Проведем в выражении (51) замену переменных р  <-► р), тогда автомати­
чески р '  p i В результате получаем еще один вариант записи интеграла 

(51)

I  =  J  / (Й )  -  / И / Й Д А и й # -  (52)
Перейдем в интеграле (51) от переменных p ,p i к  новым переменным p '.pV  

Учитьшая соотношение

и явный вид якобиана перехода от исходных к  новым переменным 

I d(p ,P i)  | ,

W ' . f t O l

получаем

I  =  J u < p (p ){ f(p i')  f ( p ' )  -  f(p i)f(fi))dw d f> i'dp '.

Проводя в последнем выражении формальную замену р  *-* р " , Pi P i ' ,

получаем третью форму записи интеграла

I  =  -  j ш р (р ')( /(р 1 ')  / ( р ')  -  f(pi)f(p))du> dpidp. (53)

Наконец, проводя в выражении (53) замену р  p i, получим четвертую фор­

му записи интеграла I

1 = ~ j  u<p(pi 0 ( /(Й  о  f ( p ' )  -  f (P l)fip ))< ^d p id p .  (54)

Вводя обозначения вида (50), получаем из (51) -  (54) искомое соотношение 

(36).

Теперь выбирая в качестве функции <р логарифм одночастичной функции 

распределения / ,  уравнение (48) с учетом соотношения (49) можно перепи­

сать в виде

- J  / « I n  £ £ ( / ' / . '  -  ! h ) d w d $ id t=  0. (55)

Теперь учитывая неотрицательность подынтегрального выражения в левой 

части (55), получаем
( / 7 i ' - / / i )  =  o
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или

In f( p )  +  I n /(p i)  =  In f ( p ' )  +  I n / ( p i ') . (56)

Д ля сокращения записей в  уравнении (56) не указаны общие для всех функ­

ций переменные t  и г .  Мы видим, что логарифм стационарной функции рас­

пределения представляет собой аддитивный интеграл движения. При упру­

гом ударе не изменяют своей величины три аддитивные функции -  энергия, 
импульс и момент импульса. В однородном случае в  числе аддитивных ин­

тегралов движения момент импульса можно не учитывать. Поэтому в одно­

родном случае In /  является линейной комбинацией энергии е и импульса р  

молекулы:

In /  =  0 { р  — £ +  щ р ),  / ( р )  =  ехр \0 (р  - е  +  %р)].

Константы 0 ,  р , щ  определяются из условий:

/  fd fd p  =  N  -  общее число молекул газа,

N  f  e fd rd p  =  U  -  их суммарная энергия,

N  J  p fd rd p  =  Р  -  их суммарный импульс.

Замечая, что

/ ® ф  ( - § 0  <¥ =

находим

тг 3 N  й  m u \  1 N  { 2 i r m \ 3/2и  =  - -  Р  =  т Л % )  =  +  J  .

Так как энергия одноатомного газа равна U  =  \N Q , то  0  =  1/0. Величи­

на йо представляет собой скорость движения газа как целого. Величина р  -  

химический потенциал газа. Если газ как целое покоится, то йо =  0 и стацио­
нарное распределение представляет собой равномерное распределение (по г) 

и распределение М аксвелла (по р ):

Ц т ,р) =  n Q i t m e y W exp ( - j y  ■

Д ля пространственно неоднородной системы стационарное решение имеет тот 

ж е вид, что и  д л я  рассматриваемого случая, но величины 0 , р и щ  становятся 

функциями t  и г .
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З а д а ч а  2 . Используя уравнение Больцмана, вывести Я -теорему Больц­

мана для простейшей пространственно однородной системы в отсутствие внеш­

них полей.

Р еш ен и е

Д ля определения энтропии в  равновесной классической статистической 

ф изике используют функцию микропараметров вида — fcln р, где р  -  равно­

весная функция распределения изучаемой системы. В результате равновес­

ная энтропия может быть определена согласно известным формулам равно­

весной статистической ф изики как

S  =  —fc(bp) ~ - k J ln p p d T , (57)

где интегрирование ведется по фазовому пространству изучаемой системы. 

Однако в случае неравновесных систем формула (57) не может быть исполь­

зована для определения энтропии, т.к. в этом случае среднее значение ло­

гарифма полной функции распределения (In р) не будет изменяться со вре­

менем [1]. С  другой стороны, как  известно из термодинамики, в  изолирован­

ной системе при необратимых процессах энтропия долж на возрастать. Таким 

образом, в случае неравновесных состояний определение энтропии (57) ста­

новится неверным. Однако если принять з а  энтропию неравновесного состоя­

ния разреженного газа среднее значение логарифма одночастичной функции 

распределения

S ( t)  =  - k  ( In / ( ( ) ) ,  

удовлетворяющей кинетическому уравнению Больцмана, то такая энтропия 

уже может возрастать.
Рассмотрим д л я  простоты пространственно однородную изолированную 

систему в  отсутствие внешних полей. Д ля такой системы U  — 0, f  —

J  fd p  =  p  =  const  и  уравнение Больцмана принимает вид

^  =  Jet =  J « ( / 'Л  -  fh )d w d p i .  (58)

Введем Я-функцию  с помощью соотношения 

Я(«) =  I  f i n  f  dp 

и вычислим ее производную по времени

а . / | , . „ . / 2 , - / 2 , . ,
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Предполагая, что одаочастичная функция /  удовлетворяет уравнению Больц­

мана (46), получаем для производной по времени от Я-функции

К = J  З ы ь т  (59)

С  использованием леммы Боголюбова уравнение (59) можно представить в 
виде

% = ~\J lR J j r ( f ' f i - f f i ) u d “ dpdPi- (60)

Подынтегральное выражение в правой части формулы (60) всегда неотри­

цательно, так  как всегда

In -  (х  -  у) >  0.
У

Д л я  случая / ' / (  =  f f i  производная по времени Ц  =  0. Согласно предыдущей 

задаче, это условие определяет равновесное состояние системы. Так как в 

неравновесных состояниях

то в процессе эволюции изолированной системы ее Д -ф ункция не может воз­

растать:

a t
В этом и состоит Я -теорем а Больцмана. Подчеркнем, что указанная теорема 

имеет не динамический, а  статистический характер. Поведение Я-функции 

Больцмана с точностью до знака сходно с изменением термодинамической эн­

тропии изолированной системы, которая, по второму началу термодинамики, 

при приближении системы к равновесию может только возрастать. Это ука#- 

зы вает н а  связь Я -ф ункции Больцмана с энтропией. Это позволило Больц­

ману трактовать величину (—к Н ) как энтропию неравновесного газа, а  саму 

Я -теорему -  как статистическое обоснование второго начала термодинамики.

З а д а ч а  3. Используя уравнение Больцмана, вычислить стационарные 

коэффициенты переноса в газе Л оренца [1-3].

Р е ш е н и е

Рассмотрим бинарную смесь газов, в которой атомы одного сорта зна­

чительно легче атомов другого сорта и концентрация легких атомов много 

меньше концентрации тяж елы х (либо относительные размеры легких атомов



очень малы). Т акая газовая смесь называется газом Лоренца. Будем интере­

соваться стационарными процессами переноса в газе Лоренца, связанными с 

движением легких частиц в среде тяжелых, например, проводимостью или 

диффузией. Д л я  определенности предположим, что т  «С m i, п  <§; щ ,  где то и 

m i ~  массы и п и щ -  концентрации легких и  тяж елы х частиц смеси соответ­

ственно. В общем случае д ля описания кинетики смеси мы должны записать 

систему связанных уравнений для функций распределения двух компонент. 

Однако предположение о низкой концентрации легкой компоненты позволяет 

учитывать в уравнении Больцмана для нее только столкновения с тяжелы­
ми частицами. В этом случае мы можем записать уравнение Больцмана для 

одночастичной функции распределения /  =  f ( t , p , r )  легкой компоненты в 
виде

где щ  -  концентрация тяжелых частиц, р, p i  -  импульсы легкой и тяжелой 

компонент до соударения и и  =  |г? — -0i |  — ( l /m ) |p  — p i | -  относительная 

скорость легкой и  тяжелой частиц, f i  =  -  одночастичная функция
распределения д л я  тяжелых частиц.

Будем считать, что система легких частиц является слабонеравновесной, 

т.е. одночастичную функцию распределения можно представить в виде

где /о  -  равновесное максвелловское распределение. Предположение об от­

ношении масс частиц m i позволяет считать, что тяж елы е частицы 

практически неподвижны, поскольку отношение средних тепловых скоростей 

обратно пропорционально корню квадратному из отношения масс частиц. По­

этому, полагая систему тяжелых частиц равновесной и пренебрегая отдачей 

тяжелых частиц при их столкновениях с легкими, имеем:

По той ж е причине величина скорости легких атомов при столкновениях с 
тяжелыми частицами остается практически неизменной, хотя направление их 

скорости может сильно меняться. Тогда имеем

/  =  =  f o ( p ,r ) { l  +  $((,£*=)},

Pi =  p i ',  /1 =  f i '  — const, j  fid.pi =  1.

|v — Vi| =  г».
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В результате сделанных предположений интеграл столкновений упрощается 
и принимает вид

Jet =  П\ J  V ( f  -  f)duJ.

Введем д л я  дальнейшего вместо интегрирования по dio интегрирование по 
углам

dio — adadip =  cr(v,ip)dfi, d fl  =  sin6de<d<p, 

где сг(в, ip) -  дифференциальное сечение рассеяния на "неподвижном" центре 

частицы, имеющей скорость v , в телесный угол d fl с изменением направления 

ее полета н а угол ip (угол рассеяния, т.е. угол между направлениями векторов 

р  я р ') .  Тогда искомое упрощенное уравнение Больцмана приобретает вид

Причем при сделанных допущениях

/  =  Ж р > 1  =  / ( М Л ? , 0 ,

f  =  =  f ( t , v , 6' , (р \г).

Ограничимся рассмотрением стационарной задачи, когда

1 = ° -

Будем такж е полагать, что внешнего поля нет (U =  0), т.е. будем рассматри­

вать явления переноса, поддерживаемые внешними источниками, типа диф­

фузии или теплопроводности. Будем рассматривать такж е д ля простоты од­

номерные процессы переноса, т.е. будем полагать, что функция /  меняется 

только вдоль одной оси, например, оси z. Выбор системы отсчета показан на 

рис. 1. Тогда функции распределения

f  = f(v ,e ,z), f '  = f(v ,tf,z).

Записывая величину vz  к ак  v  cos в, мы можем представить стационарное ки­

нетическое уравнение Больцмана в виде

v c o s 6 - ^ Vg ^ ’ =  n \v  J  a (e ,ip )[ f '( v ,9 ',z )  z)]dQ ‘. (61)

Одночастичная функция распределения f  не зависит от азимутального угла

27



X
Рис. 1. Выбор системы координат

<р, но зависит от  угла в. Зависимость этой функции от угла в  можно пред­

ставить в  виде разлож ения по полиномам Л еж андра Рп(cos в), где

Поскольку функция распределения мало отличается от локально равновес­

ного распределения f o ( v ,z ) ,  то в  разложении /  по полиномам Л ежандра мы 

можем ограничиться, следуя Лоренцу, поправкой первого порядка, т.е.

Опуская в уравнении (61) члены второго порядка малости, получаем

Выберем наиболее оптимальным образом систему координат при интегриро­

вании по телесному углу. Направим оси х  и  у  так , что <р' =  0. Тогда, используя 

известное стереометрическое соотношение, получаем

cos б7 =  sin flsin i/’cos ip +  соавсоаф.

Учиты вая соотношения

Р 0 =  1 , P i =  c os0 и т.д.

f ( v , e , z ) & f o ( v , z ) [ l + c o s e 0 ( v , z ) ] .

П1г)Ф(г), z) I  а  (в, ip) (cos в1 — cos в1) dft. (62)
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перепишем уравнение (62) в  виде

a  In /о
co s® ~ q ~  ~ —^ Щ ^ Ф с о в в  J  а (в,ф )(1  — cos ̂ >) sin  ipdip.

Откуда

W )

Е  =  2п  J  а (в , ф)(1 -  cos#') si

-  эффективное или транспортное сечение рассеяния. Вводя эффективную 
длину свободного пробега

Л =  _ ^ ’ n iE
уравнение (63) можно переписать в виде

/  =  / о - А с о в в ^ .  (64)

Используя решение (64), мы можем вычислить кинетические характеристики 

системы, например, диффузионный поток частиц

С?г)дифф =  J  Vzn f d v  =  j  v  cos в п  (/о  — Л cos в ^ - ) 2п  v2 sin OdvdO — 

п  J  vfoA4irv2dv.
1 д_
3 d z n

Введем обозначения

fo  =  p (z )F (v ) , F (v) =  F (v ,T ( z ) )

-  нормированное на единицу равновесное локальное распределение по скоро­
стям легких частиц,

N
n (z )  =  n p (z) =  — p(z)

-  локальная плотность легких частиц. Тогда



Записывая диффузионный поток в виде

п М й  
d z

мы получаем явные выражения для коэффициента диф ф узии и  термодиф­

фузии

0 = | ( » A}, D T =  \n ,(z ) iL { v K ) .

Совершенно аналогично можно исследовать вопрос о теплопроводности

1 ,  . д  . m v 2

-  коэффициент теплопроводности и

1 / тои2*\
*  =  з<«— Л>

— коэффициент диффузионного переноса тепла.

2.2. З а д а ч и  д л я  сам о сто я тел ь н о й  р а б о ты

1.* Используя решение задачи 3 раздела 2.1, вычислить коэффициенты 

проводимости и  теплопроводности вырожденного электронного газа в  метал- 

ле Ц].

2. Используя решение предыдущей задачи, построить кинетическую тео­
рию термоэлектрических явлений (эффекты Зеебека, Пельтье и  Томсона).

3.* Вычислить коэффициент дифф узии тяжелого газа в  легком [2].

3. Кинетическое уравнение Больцмана 
с релаксационным членом

3 .1 . З а д а ч и  с  р е ш е н и я м и

З а д а ч а  1. Используя кинетическое уравнение Больцмана с релаксаци­

онным членом, рассчитать коэффициенты дифф узии, теплопроводности и
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диффузионного переноса тепла в газе в отсутствие внешних полей и в при­
ближении постоянного времени пробега молекул т (времени релаксации) и 

постоянной длины свободного пробега А.

Рассмотрим д л я  простоты одномерный стационарный процесс переноса 

частиц и тепла в одноатомном газе. Выберем систему координат, ось z  ко­

торой совпадает с направлением, вдоль которого имеется неоднородность в 

системе. Д л я  стационарного процесса одночастичная функция распределения 

f  =  f(v> z ) не зависит от  времени, поэтому d f / d t  =  0. Поскольку в систе­

ме отсутствуют внешние поля, то d U /d z  =  0. Тогда кинетическое уравнение 

Больцмана с релаксационным членом примет вид

J L — Ы к ,  (65)
OZ т

Здесь /о  -  локально-равновесное значение одночастичной функции распреде­

ления, представляющее собой локальное распределение Максвелла и имею­

щее в рассматриваемом случае вид

где n (z )  -  локально-равновесная концентрация молекул газа, 0 ( z )  =  k T ( z ) 

и T (z )  -  локально-равновесная температура системы. Рассмотрим случай, 

когда градиент температуры и концентрации частиц в системе достаточно 
мал, т.е. газ находится в слабонеравновесном состоянии. Напомним, что само 

уравнение с релаксационным членом по смыслу своего введения приспособ­

лено именно к  описанию состояний, близких к  равновесному. В этом случае 

квадратичными относительно возмущения членами в /  можно пренебречь. 

Иными словами, будем полагать, что ( /  — /о ) //о  <  1- В этом приближении 

уравнение (65) можно линеаризовать и представить в виде

Э ф фекты  более высокого порядка можно рассчитать методом последователь­

ных приближений.
Вычислим с помощью функции /  неравновесную плотность потока числа 

частиц в стационарном состоянии

Р еш ен и е
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(66 )

При записи формулы (66) мы использовали свойства симметрии функции 

f ( v )  относительно величин vx,Vy,vz и заменили под знаком интеграла ве­

личину v% на (v% +  Vy +  vz )/3 , а  такж е учли, что /  vzf 0dv  =  0. Угловыми 

скобками в формуле (66) обозначено усреднение с помощью нормированно­

го локально-равновесного распределения Максвелла. Аналогично плотность 

потока тепла в рассматриваемой системе можно записать в виде

где D  -  коэффициент диффузии, D$ -  коэффициент термодиффузии, к  -  ко­

эффициент теплопроводности и %  -  коэффициент диффузионного переноса 

тепла.

Д ля окончательного расчета коэффициентов переноса необходимо знать 

зависимость времени релаксации от скорости т  =  т(у). Д л я  расчета этой 

зависимости необходим более детальный анализ механизмов релаксации в 

рассматриваемой модели и расчет сечений рассеяния частиц на основе мик­

роскопической модели. При не слишком низких температурах молекулы газа, 

например, ведут себя качественно как твердые упругие частицы, взаимодей­

ствующие друг с другом лишь при непосредственных столкновениях. Тако­

му характеру взаимодействия отвечает слабо зависящее от скорости сечение 

столкновения молекул а  и  тгd2, где d  -  диаметр молекул. Обратное время 

релаксации пропорционально плотности п , скорости v  и  сечению рассеяния

а. Тогда в случае, когда сечение рассеяния не зависит от скорости, имеем, 

что время релаксации т  ~  V 1, а  д лина свободного пробега А =  t v  не зави­

сит от скорости. С другой стороны, уравнение Б ольцмана с релаксационным

Выражения (66) и (67) можно представить в  виде

J°  “  ~ KKB z ~  " в ?
д п  д в
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членом применяется не только для газов, но и, например, для описания ки­

нетических процессов в металлах и полупроводниках. В таких средах при­

ходится вводить несколько времен релаксации, например, время релаксации 

за  счет процессов рассеяния электронов на большие углы при пренебрежи­

мо малом изменении энергии (такой тип релаксации эффективен в случае 

электропроводности) и время релаксации за  счет рассеяния, при котором 

направление движения электронов остается почти неизменным, но сильно 
меняется его энергия (такой тип релаксации отвечает з а  теплопроводность). 

Д ля невырожденных металлов и  полупроводников в  приближении сфериче­

ских поверхностей постоянной энергии и изотропного времени релаксации 

t (v ) =  t (v ) само время релаксации электронов в кристалле можно предста­

вить в виде: т  =  tqVp, где р  — 3, если рассеяние электронов происходит на 

колебаниях решетки и  р  — — 1 (как и д л я  газов), если рассеяние электронов 
происходит на статических точечных дефектах. Д ля вырожденных металлов 

в рамках того же приближения время релаксации т  можно считать констан­

той т  =  r (v p )  =  r ( e j /2), где ер  -  энергия Ферми. В настоящей задаче мы 

остановимся на двух самых простых приближениях: т  =  const и А =  const.

Тогда имеем:

1) приближение т  =  const,

тв пт Ътв2 Ъвпт , л
D  =  ----, Dg =   , KN =  X 1 К ~  --------• t 68'тп m  2 m  m

2) приближение А =  const,

£> =  у ,  Dg =  — , kn  =  ^А0г7, к  =  nXv. (69)

В действительности, как  показано в [1] различие между величинами, опре­

деляемыми формулами (68) и (69), не слишком велико. П ри этом нужно учи­

ты вать, что расхождение между формулами (68) и (69) и  экспериментальны­

ми данными составляет десятки процентов.

З а д а ч а  2. С  помощью кинетического уравнения Больцмана с  релакса­

ционным членом определите проводимость сге электронного газа в  металле.

Рассмотрим металлический образец, помещенный в  постоянное электриче­

ское поле Ё , направленное вдоль оси z  в  отсутствие градиента температур и 
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концентрации электронов, что является обычными условиями при вычисле­

нии электропроводности. Поскольку мы рассматриваем стационарное состо­
яние системы (постоянный ток), то одночастичная функция распределения 

электронов в  м еталле не зависит о т  времени: d f / d t  =  0. ТЬгда кинетическое 

уравнение Больцмана с  релаксационным членом д ля электронов примет вид

V  +  e E B f i - U  
o z  т  o vz те 

Здесь е -  модуль заряда электрона, m  -  его масса, те -  время релаксации элек­
тронов в  металле, характерное д ля электропроводности. При записи уравне­

ния (70) мы учли, что д л я  электрона

dU  _  27
дг

Рассмотрим случай слабого поля. Тогда, как  и в  предыдущей задаче, мы 

можем считать, что  ( /  — /о ) //о  -С 1. В этом приближении из уравнения (70) 

получаем

Поскольку в  рассматриваемой системе отсутствуют градиенты температуры 

и концентрации электронов, т.е. в =  const и  п  =  const, то Щ  =  0. Тогда 

формула (71) примет вид

,  e E d fo  . _  d f 0

где е  -  энергия электрона.

Плотность электрического тока дается формулой

J e =  J  evzf d v  =  —е2Е  J  r v ^ ^ - d v .  (72)

Дальнейшие вычисления проведем для двух случаев: электронов, подчиняю­

щихся распределению Максвелла и Ферми-Дирака.

Распределение Максвелла

Д ля невырожденного электронного газа локально-равновесное распреде­

ление /о  в случае, когда в  =  const и п  =  const, является равномерным по 

координатам и максвелловским по скоростям:

I  m  \®/2 (  m v 2\



Замечая, что д ля  распределения Максвелла имеет место соотношение

де те '

формулу д ля плотности электрического тока можно записать в виде

г п е 2Е  [  5
. - — /'ИЙ■fodv. (73)

Воспользуемся при вычислении электропроводимости т-приближением, т.е. 
будем предполагать, что время релаксации тс не зависит от скорости и эту 

величину можно вынести з а  знак интеграла. О т этого приближения легко 

освободиться, рассматривая вырожденный электронный газ, что и будет сде­

лано в следующем разделе. В рамках т-приближения формулу (73) можно 

переписать в виде
п е2Е  [  2 

Je =  —J - те I v jo d v .

Учитывая, что д ля  максвелловского распределения 

для плотности тока получаем

Тогда проводимость равна

(74)

Распределение Ферми-Дираке

Функцию распределения Ферми-Дирака, определяемую соотношением 

1
п(е) =  -'  е(е-1*)10 +  1 ’

где р  -  энергия Ферми, следует нормировать д л я  того, чтобы можно бы­

ло воспользоваться кинетическим уравнением Больцмана с релаксационным 

членом для одночастичной функции распределения. Условие нормировки для 

равномерного распределения частиц по объему имеет вид

/  f 0dv =  п .
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Тогда д ля случая спина 1 /2 нормированная функция распределения может 
быть записана как

2 т ?  /ш \ 3  1

/о  (2т й )» " (е) г \ к )  е ( - ') /»  +  1 '

Далее, при в  -С до

а -<5(е -  д ),

где 8{х) -  дельта-функция Дирака. Тогда плотность электрического тока (73) 
будет иметь вид

- * * ( ? ) ' /  г .« Щ е  ~ p )d v .

Далее

J  F(v)v2dv = ~ J 'J  F(v) ~de  =  ^-\/2m -3 2̂ J  F{y)e^2de,

где F (v )  -  произвольная функция модуля скорости.

Тогда плотность тока есть

(Зтг2п)3/2,

Д ля вырожденного электронного газа 

/г2

где /хо -  энергия Ферми при абсолютном нуле температур. Тогда проводи­

мость вырожденного электронного газа в металлах при есть

Je пе2те 
°~~Ё~  то '

Последняя формула совпадает с (74), з а  исключением того, что здесь не де­

лалось предположения о независимости времени релаксации те от скорости; 

в выражение для проводимости входит только значение те, соответствующее 

поверхности Ферми.



З а д а н а  3. С  помощью кинетического уравнения Больцмана с релакса­

ционным членом определите проводимость сге невырожденного электронного 

газа при наличии поперечного магнитного поля.

Рассмотрим влияние поперечного магнитного поля, перпендикулярного 

направлению электрического поля, на статическую электропроводность для 

максвелловского электронного газа в отсутствие градиента температуры и 

концентрации электронов. Д ля рассматриваемой системы кинетическое урав­

нение Больцмана с  релаксационным членом имеет вид

К ак  и в предыдущей задаче, будем рассматривать слабонеравновесные состо­

яния системы. Тогда одночастичную функцию распределения можно пред­

ставить как

но так как v  [v, Н] =  0, то  последний член в правой части этого равенства 

обращается в нуль. Д алее имеем

но первый член в правой части будет порядка Е 2, поскольку <fi — 0  при Е  — 0. 

И з соотношений (75) -  (77) получаем

Решение

/ - / о (75)

где

'dvx J dvy dvz
и а -  ускорение, равное в  гауссовой системе единиц

Таким образом,
(76)

- a  V tp  =  —  ( Ё  V<р  +  - [£ ,  Н]Чф), 
т  с

(77)



где мы пренебрегли членами порядка Е 2.

Будем искать решение уравнения (78) в виде

<p =  a v  +  0 [v,H ],

где а  и Р  -  постоянные векторы, перпендикулярные вектору Н , абсолютная 

величина которых определяется из уравнения (78)

—  -  1-ЁВ +  -Й В , S] + —  [В, # 1 (5  -  [Д  Я ])  =  0. (79)
те р с т с

Здесь использованы соотношения

V ( a v )  =  5 , У(Д[т?, Л ]) =  — [Д, Л ].

Легко видеть, что

[В, Я ][Д  Я ] =  (»Д )Я 2 -  (Я $ (В Я ) .

Последний член в правой части этого соотношения равен нулю, поскольку мы 

предположили, что  вектор /3 перпендикулярен Л . Таким образом, уравнение 

(79) эквивалентно двум уравнениям:

^ ^ -  + — S[v,H]=Q.
Те т с

Приравнивая нулю по отдельности коэффициенты при v  и  [v, Л ] , находим

Те в  т с  

Ё. +  — S  =  0.
Те т с

Решая эту систему из двух  уравнений относительно а  и  /3, получаем



Таким образом, пренебрегая членами более высокого порядка, чем Е Н  или 
Я 2, имеем

/ - / . { 1 + ^ г - ^ й [ „ - , Я 1} .  (80,

Здесь использовано обозначение

Если магнитное поле Я  направлено вдоль оси г, то (80) принимает вид

/  -  Л  [ l  +  +  £ Л ) -  ^  (Е ,ц ,  -  Е ,« ,) ]  . (81)

Теперь можно непосредственно найти отличные от нуля компоненты тен­

зора проводимости

Jх =  O'хх Ех + ОхуЕу,

Jy — ОуХЕХ +  ОууЕу, 

где вектор плотности тока определяется через функцию распределения /  со­
отношением J  =  f  e v fd v .

Будем для простоты полагать, что время релаксации те не зависит от ско­

рости. В этом случае с помощью соотношения (81) можно сделать выводы 

относительно эф ф екта Х олла и изменения электрического сопротивления в 

магнитном поле. Предположим, что имеется образец в форме длинной тонкой 

пластины, вдоль которой (вдоль оси х)  течет ток, причем плоскость пластины 
перпендикулярна оси z  (направлению магнитного поля). Условие отсутствия 
тока в направлении у  выполняется в  том случае, если коэффициенты при 

vy в  формуле (81) при пренебрежении членами более высокого порядка по 

сравнению с Я 2 равны нулю:

Е у =  шс тсЕх , (82)

где
еН

и>С — -----•тс
В т-приближении соотношение (82) не зависит от скорости носителей тока. 

Требуя, чтобы коэффициент при vy был равен нулю, и учиты вая лишь члены 

порядка не выше Я 2, вместо (81) получаем следующее выражение:

/  — /о  [ l  +  +  ^сТ е)Д си£] =  /о  [ l  +  •
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Полученное выражение не зависит от Н. Тогда в  рассматриваемом прибли­
жении изменение сопротивления в магнитном поле отсутствует. Этот вывод 

справедлив, в  действительности, только для образцов в  виде длинной тонкой 

пластины, перпендикулярной магнитному полю. Учитывая, что в  рассмат­

риваемом случае проводимость ахх определяется формулой (74) и, соответ­

ственно, Jx  =  (пе*те/т )Е х , мы можем вычислить с учетом (82) постоянную 
Холла

к « - 5 ^  = — .
J XH  епс

Заметим, что в полупроводниках в  выражении д ля постоянной Х олла под т  

нужно понимать эффективную массу носителей тока.

3 .2 .  З а д а ч и  д л я  с а м о с т о я т е л ь н о й  р а б о т ы

» 1. Используя уравнение Больцмана с релаксационным членом, показать, 

что коэффициент теплопроводности к  идеального газа при условии постоян­

ства давления равен:

«V =  (т-приближение) и к \  — ^пА(и) ( А-приближение).
2 т  о

е 2. Используя уравнение Больцмана с релаксационным членом, определить 

коэффициент первой вязкости г) идеального газа в т-приближении и  в от­

сутствие внешних полей, считая в  и п  постоянными величинами. Получить 
в этом приближении соотношение Чепмена для отношения коэффициентов 

вязкости и  теплопроводности идеального газа: г ) /к =  (2 /5 )т .

•  3. Показать с помощью уравнения Больцмана с  релаксационным членом, 

что коэффициент теплопроводности невырожденного электронного газа в 

т-приближении при условии Je =  0 равен к е =  Ьптв/{2т). Используя ре­

шение задачи 2, получить соотношение Видемана-Франца в т-приближении: 

е2к е/ с в  =  5 /2 .

4.* Решить предыдущую задачу д ля вырожденного электронного газа [1].

5. Стационарный газ, состоящий из атомов массой т ,  при постоянной тем­

пературе Т  ограничен стенкой в  плоскости х  =  0, которая испускает с  посто­

янной частотой атомы примеси с той ж е массой. Следовательно, существует 

установившийся градиент концентрации д п /д х ,  где п (х )  -  плотность чуже­
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родных атомов н а  расстоянии х  от стенки -  везде м алая по сравнению с 

полной плотностью частиц в газе.

а) Записать стационарную функцию распределения по скоростям fo (v ,x )  

для примесных атомов, предполагая, что существует локальное равновесие.

б) Используя уравнение Больцмана с релаксационным членом, вычислить 

поправку первого порядка к  этому распределению.

в) Вычислить в первом порядке среднюю скорость атомов примеси.

г) Вычислить 'Коэффициент дифф узии примесных атомов в  газе.

6. В приближении те — tq/ v , где то -  среднее значение длины свободного 

пробега, не зависящее от скорости, вычислить для  невырожденного электрон­

ного газа: а) напряженность электрического поля Х олла Е у, при котором ток 

в направлении у  равен нулю; б) увеличение удельного сопротивления при 
ограничении членами порядка Я 2 в поперечном магнитном поле. При реше­

нии использовать уравнение Больцмана с  релаксационным членом.

7. Используя решение задачи 3 раздела 2.1, вычислить д ля  вырожденного 

металла при условии Jy — Jz =  0  и условии изотермичности V yT  =  V ZT  =  О 

следующие кинетические коэффициенты:

а) коэффициент Зеебека

У.(с/е)
V XT

при Jx =  0;

б) коэффициент Нернста

HZWXT

) коэффициент теплопроводности

С* при Jx — 0.
V *T

Здесь электрохимический потенциал <г =  д  -  е<р, где д  -  химический потен­

циал свободных электронов.

8. Д ля модели, рассмотренной в задаче 3 раздела 2.1, рассчитать в при­

ближении те =  tq/ v  поперечный температурный градиент (эф ф ект Эттин- 

гаузена) A g  =  , вычисляемый при условии J y =  (д Т /д х )  =  0.



9. Найти стационарное решение кинетического уравнения Больцмана для 
газа во внешнем поле.

10. Найти стационарное решение кинетического уравнения Б ольцмана для 

газа в цилиндрическом сосуде радиуса R  и  длины L ,  вращающемся вокруг 

своей оси с угловой скоростью и>.

11.* Решить уравнение Больцмана д ля процесса стационарной дифф узии 

легкой примеси в  среде тяж елы х частиц. Рассмотреть случай, когда столк­
новения частиц можно аппроксимировать моделью упругих ш аров [1].
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