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1. ЭЛЕМЕНТЫ ТЕОРИИ УПРУГОСТИ 

1.1. Формулы Коши. 

Обозначим и - деформацию в направлении оси X,v -в направлении оси F,w - в 

направлении оси Z Выделим в твердом теле бесконечно малый параллелепипед с ребрами 

dx, dy, dz. В плоскости OXZ при деформации ребра АС и ВС переходят в ребра А 'С  и 

В'С. Перемещения точек показаны на рис. 1.1. Это дает возможность определить 

линейную относительную деформацию 

W + dz 
dz 

\ 

z 

dz 

и + dz 

В В'a. В' 

W 

О 

.и. 

dx 

dz 
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С W+ dx 
, дх 
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Рис. 1.1. Перемещения в бесконечно малом элементе 

, dxdx , 
dx + и-\ и-dx -

. (11) 
dx дх 

Аналогично можно получить 

dv 

Угловая деформация в плоскости OXZ равна сумме углов поворота ребер 

параллелепипеда: 

= « 1  + « 2  • 

Предполагая, что линейные и угловые относительные деформации малы, 

dw , dw 
w + —dx-w — -

Яу Яу uW а, ^ tga, = ^ — , 
, , 1 + '̂v йх dx + u + —dx-u " 

дх 



2 ^ 2 
J , , ^ л 1 + az + i4' + — a z - w  ^ 

dz 

du dw _ 
и 7 ^ = —  + — . (1.4) 

dz ox 

Аналогично можно получить 

ди dv 
+ 

ф дх 
Г.у = — + -  , (1.5) 

dv dw 

Формулы (1.1)-(1.6)- это формулы Коши. 

1.2. Объёмные деформации 

Выделим бесконечно малый объем dv = dxdydz. При деформации он переходит в 

объем dv' = dx{\ + )dy(\ + )dz{\ + s^ ) . 

Относительная объемная деформация (предполагая, что попарные произведения 

и т.д. малы) равна 

dv'-dv dxdydz + dxdydzs^ + dxdydzs + dxdydzs^ - dxdydz 
© = ^ i  = e + e + e 

dv dxdydz 

1.3. Закон Гука для объёмного напряженного состояния 

Рассмотрим деформацию в направлении оси X: 

Деформация от напряжения сг̂  будет равна s[ = — ,  где Е - модуль упругости. 
Е 

G 
Деформация от напряжения о^ будет равна s "  = -ju — ,  где // - коэффициент Пуассона. 

Е 

Деформация от напряжения а^ будет равна s "  = . 
Е 

Температурная деформация в направлении оси X будет равна = огАГ , 

где а - коэффициент линейного расширения, КГ - разность температур. 

Тогда полная деформация в направлении оси X равна их сумме: 

= ^ ( о " х +  (1.7) 
Е 



Аналогично можно получить 

£ 
(^у ~ (1.8) 

= ^ ( o " z +  (1-9) 
Е 

Для угловых деформаций 

y.y=^.ylG (1.10) 

yy.=^yJG (1.11) 

(1.12) 

^ Е 
где Сг = - модуль сдвига, т - соответствующее касательное напряжение. 

2(1 + //) 

Формулы (1.7) ̂  (112) - это закон Гука для объёмного напряженного состояния. 



2. ПРЕДЕЛЫ ПРОЧНОСТИ 

Программа расчета на прочность не делает заключения о разрушении детали. 

Вывод об этом может сделать только конструктор на основе сравнения рассчитанных 

напряжений с допускаемыми предельными. Допускаемые предельные напряжения зависят 

от условий работы детали. 

Из курса сопротивления материалов известны предел упругости сг̂  и предел 

прочности сГд . Важное значение для нагретых деталей двигателя имеет предел 

длительной прочности - напряжение, которое материал выдерживает при температуре 

Т в течение времени т . 

Для расчета запаса прочности при переменных напряжениях следует использовать 

предел выносливости cr_j. В этом случае необходимо вычислить среднее напряжение 

2 ' '̂̂ плитудное напряжение сг̂  = (рис. 2.1). Запас прочности 

<7 , 
п = , где - коэффициент концентрации напряжений, зависящий от 

к (7 +W<J 
а а r a m  

СОСТОЯНИЯ поверхности детали, наличия малых отверстий, малых радиусов перехода 

между поверхностями и т.д. Предел выносливости зависит от количества циклов 

нагружения (рис. 2.2). 

Все пределы прочности по нормальным напряжениям имеют свои аналоги по 

касательным напряжениям т^, r_j и т.д. Поскольку касательные напряжения более опасны 

(вызывая раскрытие микротрещин), эти пределы в 2 ... 4 раза меньше, чем по нормальным 

напряжениям (в зависимости от склонности материала к образованию трещин). 

m̂in 

t 

Рис. 2.1. Определение среднего и амплитудного напряжений 



^ - 1  • 

\ V \ 

Рис. 2.2. Зависимость предела выносливости от числа циклов нагружения 

Далее будет рассмотрен предел ползучести сг^, существуют и другие пределы 

прочности. При этом даже одна и та же деталь может иметь различные пределы 

прочности в различных условиях. Так, для поршневого кольца двигателя внутреннего 

сгорания пределом прочности в рабочих условиях является (кольцо обеспечивает 

уплотнение, подвергаясь постоянному давлению со стороны стенок цилиндра при 

высокой температуре). Но при надевании кольца на поршень пределом прочности 

является предел упругости <т̂ (необходимо сохранить форму кольца). 



3. РАСЧЕТ ЛОПАТКИ НА СТАТИЧЕСКУЮ ИРОЧИОСТЬ 

Допустим, что лопатка - закругленный стержень переменного сечения. Будем 
рассматривать ее в рамках гипотезы Кирхгофа - Лява. Примем систему координат, в 
которой ось 7 совпадает с осью рабочего колеса (РК) и направлена по газовому потоку, 
ось г направлена по радиусу и проходит через центр тяжести корневого сечения. 

Линия, соединяющая центры тяжести всех сечений лопатки, называется осевой. В 
общем случае это - кривая, не совпадающая с осью г. На лопатку действуют 
газодинамические и центробежные силы. Определим их. 

3.1. Определение интенсивности газодинамических сил 

Выделим двумя цилиндрическими поверхностями радиусом г и r+dr бесконечно 

малую струйку газа с массой dm, обтекающую одну лопатку (рис. 3.1). 

Рис. 3.1. Бесконечно малая струйка газа 

Пусть Z - число лопаток; и и Р2 - давление и плотность потока 

соответственно перед и за РК; Cj, Cĵ  и Cj^, и - полная, осевая и окружная 

скорости потока соответственно перед и за РК; dN, dN^ и dN^ - полная, осевая и 

окружная силы, с которыми лопатка действует на бесконечно малую струйку газа; dQ, 

dQ̂  и dQ̂  - полная, осевая и окружная силы, с которыми бесконечно малая струйка газа 

действует на лопатку (рис. 3.2). 



Pi. А 

dQ, dN, 

dQ^j 

dN, 

Рис. 3.2. Изменение параметров газового потока 

P2.Pl 
С: га 

Сл, 

При взаимодействии с лопаткой за время А/ бесконечно малая струйка газа меняет 
свою скорость. Соответственно меняется ее импульс. По закону сохранения импульса 

dN X = dm х - Cj) 

Если расход газа в струйке dG, то 
dm = dGy~bd. 

Тогда 

dN = dGx{C^ -Ci), 

или в проекциях на оси координат 
dN^=dGx(C,^-C,J, 

dN^=dGx(C,^-C,J. 

Расход газа равен 

dG = —rdrC,^p, = —rdrC^^p^. 
z z 

в осевом направлении: 

2ж 
dN^ = — rdr{P^ -P^)-dQ^, 

z 

откуда 

dQ, = — '-driP, - A )  - dG(C,^ - C, J = — rdr[p, -P,-p,(Cl- C,.C,.)] (3 1) 
Z 

2л: 

z 
В окружном направлении: 

dQu =-dN„ =-—rdrC^^p^(C^„ - Q J  (3.2) 

Уравнения (3.1) и (3.2) определяют газовую нагрузку. Для расчёта часто 
используют интенсивность газовых сил в осевом направлении 

п. = ^ = —'•h-Р,- Р,(С1 -C , , c , j ]  
dr z 

(3.3) 

и в окружном направлении 



= (3 4) 
dr z 

Интенсивность представляет собой погонную нагрузку и измеряется в Н/м. Для РК 
турбин интенсивность окружной газовой нагрузки, как правило, направлена по вращению 
РК. Интенсивность осевой газовой нагрузки для турбин, как правило, направлена по 
потоку, для компрессоров - против потока. В первом приближении можно принять, что 
газовая нагрузка равномерно распределена по корытцу лопатки по хорде лопатки Ь, тогда 

Р Р 
ее можно задать в конечно-элементной программе как давление ^ и . 

Ъ Ъ 

3.2. Определение центробежной нагрузки 

Центробежная сила на бесконечно малый участок лопатки с массой dm равна 

dQc = dmco^R = Fdrpco^R , 

где р - плотность материала лопатки, F - площадь сечения лопатки, R - расстояние до 

оси вращения 7, ® - угловая скорость вращения. Спроектируем эту силу на оси г и X 

= Fdrpco^ Rcos,a ^ 

dQcx - Fdrpco^Rs,'ma . 

Поскольку Rcosa = r, 7?smctr = X,T0 

= Fdrpco V, 

'^Qcx - Fdrpco^X. 

Аналогично, если рассмотреть плоскость О rY, можно получить 

dQ,y = Fdrpco''у. 

При расчете лопатки методом конечных элементов нагрузка от центробежной силы 
задается как объемная. Интенсивность объемной нагрузки 

rdr rdr rdr 

1.3. Растяжение лонатки 

Лопатка растягивается под действием центробежной силы. Если и -

радиусы центров тяжести периферийного и корневого сечений и бандажной полки 

соответственно, г. - масса бандажной полки, то центробежная сила в текущем сечении 

с координатой г 

Qcr=\dQar+^bh6)'' =\Fpo)'rdr + m^r^o)'. (3.6) 
Г г 

Этот интеграл приходится брать численно, так как площадь сечения лопатки изменяется 
по ее высоте. 

Напряжения растяжения от центробежных сил в текущем сечении с площадью 

F̂ равны 



3.4. Изгиб лопатки 

Выделим бесконечно малый элемент лопатки между двумя цилиндрическими 

поверхностями радиусом г и r+dr. Его центр тяжести расположен в точке В(х,у,г) 

(рис.4.3). Определим моменты, которые создадут действующие на него силы в текущем 

сечении с центром тяжести, расположенном в точке А ( х ^ .  

Рис.3.3. Расчетная схема для изгиба лопатки 

dM, = -dQ^Xy - y i )  + dQXr-r,) + dQ^̂ (r -г,) , (3.7) 

dMy =dQ^Xx-x,)-dQXr-r,)-dQ^Xr-r,) . (3.8) 

Полные изгибающие моменты в текущем сечении 
Г Г 

м , = р м , ,  M^=]dM^. (3.9) 

Видно, что величина и знак моментов зависит от пространственного положения 

осевой линии лопатки. Если линия расположена вдоль оси лопатки, то всегда х-х^ = О, 

у - у 1=0 ,  и также dQ̂  ̂ = 0 и dQ^=0^ изгибающий момент определяется только 

газовыми силами. 

Пусть Г], ^ - главные центральные оси системы координат с центром в центре 

тяжести сечения лопатки (рис. 3.4), а - угол между осями этой системы координат и 

системы координат OXY. Тогда 



Рис.3.4. Главные центральные оси координат 

=М ̂ cosa -М ySma , 

М„ =M^s'ma + Mucosa . 
f/ X у 

Напряжения изгиба сг̂ будут складываться из напряжений изгиба от обоих этих 

моментов. Напряжение изгиба от момента М  ̂: 

М, М, 
=-77"-

где Wî и J^ - соответственно момент сопротивления изгибу и момент инерции 

относительно оси Напряжение изгиба от момента М ̂ : 

л 
где Wjj и J -  соответственно момент сопротивления изгибу и момент инерции 

относительно оси г/. Суммарное напряжение изгиба 

(3.10) 
J ̂  JI. 

Наибольшие напряжения изгиба будут в точке, наиболее удаленной от нейтральной 
линии. На нейтральной линии напряжения изгиба равны нулю, то есть 

— ^ Ч  = 
J J J ̂  J I. 

отсюда уравнение нейтральной линии 

J, М, 
В = — -71 = аг!. 

J, 

Это - уравнение прямой линии. Моменты близки по величине, а = 0.01 ...0.05 , 

поэтому а мало и нейтральная линия близка к оси rj. 

Напряжения изгиба наибольшие в трех характерных точках, наиболее удаленных от 
нейтральной линии: А на входной кромке, В - на выходной и С - на спинке лопатки. В 
них обычно и рассчитывают напряжения. 



3.5. Разгрузка лопатки от напряжений изгиба посредством центробежных сил 

Знак момента от центробежных сил зависит от пространственного положения осевой 
линии лопатки. Поэтому лопатку можно спроектировать так, чтобы момент от 
центробежных сил в любом сечении компенсировал момент от газовых сил. Для этого 
необходимо сместить осевую линию от оси г. Это смещение называют выносом центров 
тяжести сечений. Оно выполняется в окружном и в осевом направлениях (рис. 4.5). 

Рис. 3.5. Вынос центров тяжести сечений лопатки в направлении оси у 

Величина выноса зависит от соотношения газовых и центробежных сил. Они 

изменяются различным образом по режимам двигателя. = f{a>^), = f (Р,Р,с) . 

Поэтому рассматривают не полную, а частичную компенсацию момента изгиба на одном 
из режимов, обычно максимальном. 

+ =0, (3.11) 

(3.12) 

где коэффициент компенсации Л = 0.5...0.7 . 

Чтобы компенсация была во всех сечениях, осевая линия лопатки должна иметь 
сложную пространственную форму. Рассмотрим более простой случай, когда осевая 
линия прямолинейна, выносы изменяются по линейному закону 

х = а^г + Ь^, у = ауГ + Ьу. 

Определим постоянные коэффициенты. При линейном законе изменения выносов 
компенсация возможна только в одном сечении. Обычно выбирается сечение, где 
напряжения изгиба максимальны, это - корневое сечение. В нем выносы отсутствуют, 
поэтому = - a j ,  , by = -a^r, . Тогда х = аДг - r j ,  у = ау(г-г,) . 

Из условия компенсации (пренебрегая моментом от dQ ŷ, так как dQ̂ y « 

т г 

РЛу - yi)dr + P^(r-r,)dr = 0 . (3.13) 

Из выражения для выносов центра тяжести 

У-У1 =^y(r-r,)--ay(r, -r,) = ay(r-r,). 

Подставив это в (3.13), получим 


