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двтаттетга

Методы теории групп находят широкое применение во многих раз­
делах современной теоретическое физики при установлении общих 
свойств рассматриваемых физических систем.Так, содержание специаль­
ной теории относительности тесно связано со свойствами группы пре­
образований пространства-времени Минковокого. Особенно полезными 
методы теории групп и их представлений оказались в квантовой физи­
ке. Однако до недавнего времени в физике использовалось сравнитель­
но небольшое число групп, например, таких как группа вращений, то­
чечные и кристаллографические группы в трехмерном пространстве,груп­
пы перестановок (в теории атомов, молекул, твердых тел) ш группа 
Пуанкаре (в релятивистской квантовой теории поля).

Воюй интерес в теоретико-групповым методам и их применению в 
физике был стимулировав работами Гелл-Манна и Неемана, в кото­
рых представления группы S l l f t )  были с успехом использованы для 
классификации адронов. В результате дальнейших обобщений возникло 
новое направление -  метод групп динамической сишетрии. Под группой 
динамической симметрии (употребляется такие более удачное название 
"группа, порождающая состояния") понимают группу, унитарное непри­
водимое представление которой действует в гильбертовом пространст­
ве всех состояний системы. Для большинства интересных систем га -  
миль тонкая имеет бесконечное число незквивадентянх собственных ве­
кторов, поэтому группа динамической симметрии является, как прави­
ло, некомпактной. Яри этом оказалось, что на язык теории групп мож­
но перевести такие важные задачи, как расчет энергетического спект­
ра, вероятностей переходов, построение векторов состояний системы 
в т .п . Да»™» вклад в развитие метода динамических сшшетр&Л внес­
ли советские учение (Я.И.Грановский, Ю.Н. Дешов, И.А.Малжнн,В.И.Мань- 

А.М.Переломов, £.С.Попов, Ю.Б.Румер, Ю.Л.Шелепин и д р .) .
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К настоящему времени по динамическим симметриям и их приме­
нению к решению конкретных задач имеется обширная литература. По 
некоторым разделам теории есть обзорные работы Сиз них самыми до­
ступными являются обзор |_33) и сборники статей [25 , 47 , 54]). 
Учебная литература на русском языке по данным вопросам пока отсут­
ствует.

В предлагаемом учебном пособии рассмотрены некоторые аспекты при­
менения метода теории групп динамической симметрии в нерелятивистской
квантовой физике. Учебное пособие написано на основе части курса 
лекций, который автор читает на физическом факультете КГУ с 1971 
года.

Первая часть пособия состоит из четырех параграфов. В §1 
вводятся основные идеи и определения теории групп и алгебр Ли, 
необходимые в дальнейшем.

В § 2 приведен обзор (дираковского) формализма квантовой ме­
ханики и рассмотрены общие вопросы описания принципов симметрии.
В качестве примера изучена галилеевская инвариантность и проведе­
на классификация элементарных нерелятивистских квантовых систем. .

Материал § § 1 ,2  является хорошо известным и приведен в учеб­
ном пособии для того, чтобы сделать содержание более замкнутым и 
ввести читателя в круг исследуемых задач.

В § 3 сформулированы обновные идеи метода динамических сим­
метрий и рассмотрены примеры построения групп динамической сим­
метрии в случае гармонического осциллятора и атома водорода. От­
мечена связь метода групп динамических симметрий и когерентных со­
стояний квантовых систем.

В § 4 рассмотрены квантовые системы с эквидистантным спект­
ром. На примере гармонического осциллятора показано, что группу 
динамической оимметрии моино искать в виде подгруппы группы кано­
нических преобразований классического аналога квантовой системы. 
Показано также, что задачу о расчете вибронных переходов по много­
атомной молекуле и анализ некоторых нестационарных систем (неста­
ционарного оингулярного осциллятора) можно полностью выполнить с 
помощью теоретико-групповых методов.

В каждом параграфе имеются задачи, которые требуют обязатель­
ного решения, так как их содержание активно используется в тексте.

Автор глубоко благодарен профессору А.Д. Ершову, по предйохе- 
нию которого написано это учебное пособие, профессорам Я.И.Гранов- 
скому, М.А.Ковнеру и доценту А.А.Бирюкову за полезные обсуждения 
и С.Ю. Пичугину за помощь в проведении некоторых раочетов.
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i  I .  ГРУППЫ И АЛГЕБРЫ ЛИ

Приведем в сжатой форме необходимые для дальнейшего определе­
ния идеи теории представлений груш (и алгебр) Ли. Подробное из­
ложение затрагиваемых здесь вопросов можно найти в книгах [ i - io ] ,

la )  Группа Ли и однородный тмапмщотва

Группой & называется множество элементов на
котором определен закон композиции Q * G-+С (умножение), согласно 
правилу ( h *  & ) — *■ s  &  » Удовлетворяврй аж-
сионам:

1 . $ t '  ( h ' h ) ~  ■?-*)’ (ассоциативность) для любых
h  > Я* , $ л s  G- *

2 . Существует "единичный* элемент е  (или I) такой, что

Для каждого « е  ^  существует обратный элемент «
Г ' - л  = ? г ' = е -

ЕСли для всех *  £  выполняется соотношение / , • #  =
то группа называется коммутативной (или абелевой). / / с  G- называ­
ется а зд ж д г сй  группы Q , если е Н, для всех ^  е  /У,
a -U  Н  , для £ 6 Н-

Подгруппа называется m W BW flPS fflWTffHPo| (или нормаль­
ным делителем), если «■ Н  для f 6 G)  п

Множество элементов - (т .е .  множество всех эл ем ен т о в ^ , 
р  Сг и фиксирован , а £  пробегает подгруппу Н  ) называется левым 
смежным классом: аналогично множество H f  называется правым смеж­
ным' классом. Если Н -  инвариантная подгруппа, то её правые и ле­
вые смежные классы совпадавши в множестве всех смежных классов 
можно ввести структуру группы, которая называется ебактор-гпудпой С 
по подгруппе И ж обозначается G-/H .  Группа С при этом назы­
вается расширением группы 1-1 .

Если инвариантная подгруппа Н  абелева, то её обычно называ­
ют центром группы Q'  .

Рассмотрим теперь взаимные отображения г^упл.
Изоморфизм. Говорят, что группы G и £  изоморфны, если име­

ется взаимнооднозначное соответствие между элементами Q и G .
$,'• ?*. ^  . если .

Изоморфные группы отличаются только названием элементов. /
Г омоморсЬи зи .  Это много-однозначное отображение группы С на С, 

сохраняющее отображение. Изоморфизм группы G- на себя называется 
автоморфизмом. Принято различать внутренние автоморфизмы (отобра-

2-870
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жения ввда: ^  <-н» ^  у о ) .  Все другие автоморфизмы называ­
ются внешними.

Задача I . Показать, что все автоморфизмы группы G образуют 
группу Л и £  G  , называемую группой автоморфизмов группы G .

Пусть задан гомоморфизм G G /  . Множество элементов^
группы С-, отображающихся в еданицу е ' группы ( -1 называется 
ядром гомоморфизма; С  = k e m f .

Задача .2. Показать, что ядро гомоморфизма Q  на С  есть ин­
вариантная подгруппа группы G .

Прямое произведение. Говорят, что группа G является прямым 
произведением групп G \  G "  ( G -  G'® G" ) , если её элемента­
ми являются упорядоченные пары а = (<}'>9") с законом умножения :

( fr ',tf) (9 x ',9 t!)=  (9 ,‘-9 j > 9,"■§;').
Прямое произведение двух произвольных групп всегда можно оп­

ределить.Воли же одна из групп Я  есть группа автоморфизмов груп­
пы,- Г  , то для Г  и J -  можно определить их подулрямое произ­
ведение Г  в J -  . Цусть Л  с  , / е  Г / А А ( у ) е  сть об­
раз элемента f  при автоморфизме А •

Рассмотрим упорядоченные дары ( у } А ) с законом ум­
ножения ( у1# A J ( r Z ) A 2 ) = ( i f  - A t i f o ) ,  A t A j .

Множество таких пар и образует полупрямое произведение.
Простые и долудроотые группы. Простые группы не имеют нетриви­

альных инвариантных подгрупп. Полупростне группы не имеют абелевнх 
инвариантных подгрупп.

Накрывающая группа. Цусть Z, подгруппа центра ?  группы G .
Рассмотрим фактор-группу Г -  G/Z1 ; говорят, что G  является
накрывающей группой группы Г

Цусть J i  некоторое пространство; преобразованием пространст­
ва называется взаимнооднозначное отображение ЛС  на себя. Вели х  
точка пространства М-  ( х  e J G  ) ,  а преобразование AL  
{ Л  -Д  М^ ) , обозначим через $ - Х  образ точки % ( х у  х  ) ,
В множестве всех преобразований легко ввести структуру группы, на­
зываемой группой преобразований пространства J I  .  В дальнейшем мв 
будем интересоваться тем случаем, когда G группа Ш, М- -  диффе­
ренцируемое многообразие8 ' [5 ,б] и действие G в  AL определено (в 
локальных координатах) дифференцируемыми функциями (для определения

Напомним/что многообразием (или П- -  многообразием) называется 
множество, окрестность каждой точки которого гомеоморфна откры­
тому шару евклидова -грюотранотва Rn .
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группы Ли достаточно потребовать, чтобы множество влементов С , 
на котором определена структура абстрактной группы,было одновремен­
но дифференцируемым многообразием и чтобы групповые операции были 
дифференцируемыми в локальных координатах).

Цусть х  точка пространства J L  .  Множество всех элементов 
G  , оставляющих точку х  неподвижной, т .е .  удовлетворяювщх со­

отношению ( f -x  = X  ( образует подгруппу С <= С- , называемую 
стационарной п о д г р у п п о й  точки х  .

Множество всех точек Л  , получаемых в результате действия 
всех элементов группы G  на фиксированную точку х * Л 1  г называет­
ся орбитой группы G- и обозначается G х  .  Говорят, что G действу­
ет траязитивно на М.  (или что ЛС однородное пространство группы G) , 
если G х  = d L  , для любой (фиксированной) точки х $ М .  Очевидно, 
что G действует традзитивно на каждой орбите.

Бели , то говорят что G действует интранзитивио.
В том случае, когда М -  однородное пространство группы G , то 

его можно полностью восстановить, зная G  и Gx  для одной точки х  
из ЛС ,  Цусть Н подгруппа группы G , обозначим множество
воех левых классов смежности. Группу G при этом можно рассматривать 
как группу преобразований на н \ &  : « £ ,  действуя на класс
переводит его в класс ^  Н  .  Заметим, что однородное пространство 
M = G x  можно отождествить с пространством G * \ G  : так x a s y G x - g x ,
то тем самым каждой точке пространства Л  • х '=  X  ставцтоя во 
взаимнооднозначное соответствие левый класс смежности $  G

Зяпяча з .  Показать, что отождествление однородного пространст­
ва JLL о фактор-пространством G * \ G  не зависит от выбора точ­
ки эс .

Кратко остановимся на одном примере, важном в физических при­
ложениях. Цусть з пространство Минковского (пространство четы- 
ре-векторов х  -  (X% oc1, x lJ x i  ) специальной теории относительно­
сти со скалярным произведением: _

( X  Х ' У - Х ' Ц ' - Х ' У - Х (1)

Линейное преобразование x ' = A x ^ X  , сохранявшее квадрат че-
тыре-интервала ( х - у ,  X - У  ) между событиями X * у ,  образует
группу Цуанкаре ф  .

Матрицы А  образуют подтрушу группы Ф  -  однородную группу 
Лоренца Z  .  Трансляции а  порождают четырехмерную абелеву группу 
трансляций 7^ «
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Задача 4 . Показать, что пространство Панковского

М , . ,  =  Z \ S > .  (2)
Задача 5, Показать,, что груш а Пуанкаре является полупрямым 

произведением, 9  а  X .  (3)

Задача 6, Пусть <Г"* -  замкнутая комплексная плоскость. 
Рассмотреть в С дробноджнейнне преобразования:
а) 2  , /ы1г +

- j S i  * и  J

+ Z  V

Проверить, что а ) ,б )  определяют группы преобразований: а) 
группу S U U )  ,  б)  группу S U ( i , l )  (си.далее § I ) .

Построить в С  орбиты этих груш .
Вернемся к обсушена» свойств групп Ли. Из приведенного рав­

нее определения следует, что группы Ли являются частным случаем 
топологических груш  (на абстрактном множестве G определены струк­
тура а) группы и б) дифференцируемого п  -многообразия и, сле­

довательно, топологического пространства).
В зависимости от устройства группы G  как топологического 

пространства вводятся определение связной или несвязной, компакт­
ной или некомпактной группы.

Две груш и Ли £  ж G" называются локально иапморфянмк, если 
существует такое гомеоморфное отображение их окрестностей единица, 
что если произведение элементов окрестности также лежат в 
этой окрестности, то ему соответствует элемент второй окрест­
ности, причем и %' соответствуют и ^  .

Оказывается (ом. подробнее в [2] ) ,  что среда всех груш Ля, 
локально изоморфных между собой, имеется одна максимальная группа, 
которую называют у т т е га я л ьной иактагвяюдйИ групп л*, и все локаль­
но изоморфные групш являются её фактор-группами по её дискретно­
му центру. Универсальная накрывающая груш а обладает тем важным 
свойством, что всякую замкнутую кривую можно о помощью непрерыв­
ной деформации кривой в груше стянуть в точку (односвязность).

Задача 7 . Показать, что груш а SUU) -  универсальная накры­
вающая группы S 0(3) ,  причем

s o d )  =  s u ( 2) / z 2. л .(4)
SU(l)~ группа 2 * 2 унитарных, унимодулярных матриц У. + ТА = I  

МАУ~1 • Z z -  центр в груш е SU(2)  , состоящий из матриц С0° ) 
и ( 'J ) ;  $0(5)- группа 3 x 3  ортогональных, унимодулярных вещест­
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венных матриц R R ~ I  , t h A R -  1 .  Конструкция (4) находит при­
менение в квантовой теории углового момента (опина).

Важным примером групп Ли являются группы GL ( V) лииейянт пре­
образований линейного векторного пространства V

X = Л X , (5)
где Л -  обратимый линейный оператор.

Изоморфизм группы Ли некоторой подгруппы QL(V) называется точ­
ным линейным представлением, а группа Ли -  линейно представимой. 
Оказывается, кто всякая группа Ли локально изоморфна некоторой ли­
нейно представимой группе (теорема Адо). Приведем примеры (и обоз­
начения) так няяняявмнт классических групп: G L (n ,  R) ш

GL (n,  С) -  группы всех обратимых п'"ъ вецественннх и комплексных 
матриц, соответственно SL ("■!«) ж S L  ( п >С)  являются
их инвариа нтными подгруппами матриц с определителем равным единице.

0(п, R) -  подгруппа группы G L  (п,  R) , состоящая из ортогональных 
матриц. 0 ( п ,С )  является такой же подгруппой группы G L ( n , C )  .

S O ( n , R )  =  S L ( n f R )  П 0 ( n , R )  -  группа п, -мерных вращений.
Аналогично S 0 ( n >£)  = S G ( n , C ) f ]  0 ( п ,  С) # S p i n ,  О является под­

группой S L  (З-Ъу (^сохраняющей невырожденную косооимметричную форму.
Ц(п.) -  унитарная подгруппа G-L ( п , С ) . SU(n)  =  U(n.)f] Sl (n,C) ,

Все группы, за  исключением 0(n,R. ) ,  являются связными. Все полупрос- 
тые, за  исключением групп G L ( n , R ) ,  G L ( n , C )  ж У  (п.) .
Группы У ( п ) , S U ( n ) , 0 ( n , R )  t S O ( n , R . )  -компактные, осталь­
ные группы являются некомпактными (локально компактными, т .е .  имею­
щими компактную окрестность для любого элемента).

Задача В. Проверить сделанные утверждения о классических груп­
пах.

16). Алгебра Ли

Оказывается, что изучение групп Ли в значительной мере сводит­
с я  к гораздо более простому объекту -  алгебрам Ли.

Цусть G  -  группа Ли. Однопатзаиетпжчеожий иоит-рптой в С на­
зывается отображение £  —*■ $■ (*) , устанавливающее гомоморфизм меж­
ду £  и аддитивной группой вещественных чисел, т .е .

$ , ( * ' + * " )  =  $ ( * ' ) $ / * " ) .  (6)
Введем определение представления группы 6- . Линейным пред­

ставлением группы G в пространстве V называется её гомоморфизм 
в некоторую подгруппу группы G L [ V )  , т .е .  каждому элементу
3-570
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ставится в соответствие линейное преобразование Т ’(д)  :
T ( f )  v  = ы , и , у  6 V .

Размерность пространства V  называется тогда размерность® 
представления (для многих приложений У может быть а  бесконеч­
номерным). Предполагается, что V  топологическое векторное про­
странство, т .е .  в нем определено понятие предела. Это позволяет 
ввести производную <М*)/У£ кривой t  -*• tr(-t) в У

= t m  ( w ( i  + bt) -  iT/-t))/&-&.
А О' 1

Пусть Т  линейное представление G в V } ±  -  однопара­
метрическая подгруппа группы G .  Линейное преобразование А ■'У-’ У 
называется игайинитязимадышм генератором однопараметрической груп­
пы t  T ( f H ) )  линейного преобразования, если

m  = &  v f w ) M и  =  и  . (7)

Будем предполагать, что каждая сднопараметричеокая подгруп­
па G  имеет шфинитезимадьаы® генератор (если У  конечномерно и 
если G действует на „У как груш а преобразований, то это усло­
вие выполняется). Обратно, если А инфинитезииальннй оператор, 
то он порождает однопараметрическую подгруппу ("орбиту* элемента 
(/<? V  ) : t  —* T ( f r H ) ) u ' =  V'd)  t удовлетворяющую линейному диф­

ференциальному уравнению:

=  А  ( ш )  у ( / ( 0)  =  LT. (8)

Боли (8) имеет единственное решение, то

i r / i ) =  е * р  ( - 6 А )  ( V ) , О)

гда у а ) м - е Ч Р ^ -  ®>п^о
Заметим, что в олучае бесконечномерного пространства V мо­

жет возникнуть проблема с Аобластью определения инфинитезимального 
генератора А  , т .е .  А может быть неограниченным оператором.

Рассмотрим множество всех однопараметрнческих подгрупп ($(*)), 
в пространстве У в соответствии с (7) им будет отвечать множест­
во всех инфинитезимальных операторов { А )  .  Покажем, что в ( А )  
(которое по сути дела является касательным пространство® к единице 
группы операторов Ц )  ) можно естественно ввести структуру алгеб­
ры Ли. Алгебру Ли, отвечавшую группе G ,  будет обозначать .

Вяягаптвенноб (комплексной) алгеброй Ли , называется мно­
жество (элементы которого будем обозначать большими букваш А ,  В,
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A > С •' ) удовлетворяющее следующем условием;
1 . (т. является конечномерным, вещественный (комплексным) век­

торным пространством*
2 . Для любой нары элементов определена билинейная операция

( Х , У )
называемая скобкой Ли (или коммутатором), удовлетворяющим соотно-

[ X , YJ = ~ L Y,  X];  (п )

[ X ,  «  Y+j ?] =  ■'(%  У ] + / [ Х , 2 ]  R .(•< ./»C );< i2 )

Г Х 1 У , Н ] Ы Ш , У Ы У , [ ? , Х ] ] = 0. ‘н >
Итак, если в множестве инфиннте^зимальры^ гегараторов ввести 

скобку Ли в виде юииутатора f  / 4 ,  8 J-*  [ А ,В ]  = А В - В  А , то оно 
превращается в алгебру Ли. Какое отношение коммутатор имеет к од- 
яопараметрнчеокиы подгруппам? А л

Рассмотрим инфиннтезимадьные операторы А ж В  и введем че­
тыре однопараметрические подгруппы:

Т Ы Ф ^ А  ,

ж выясним как однопараметрические подгруппы $3И) и ^ ( i )  о вяза­
ны с f y f t )  и $ 2( i )  • Д*я этого нам нужны будут ояедувщие соот­
ношения;

Яядяня 9 . Цусть А линейный оператор V—* У , показать,

ЧТ° ^ p - t A  = A m  ( 1 +  (15)
Л "-*? т /

ДЯ1ГЯЯЯ то. Воли /4 и 8 -  линейные операторы в /  , то пока­
зать , что выполняются ооотношеишя [б] , А ^

a f ( i ( X * & i l =  & *  [ * ? ( * £ ) • > / > ( * £ )  ] ;  Ц6)

<17,

( у я т  =  +  / а г  ■ *?* / * ) )■
Соотношения ( I S ) ,{17) представляют собой формулы, евязнвэ»- 

цие алгебры Лн s  группы
Алгебра Лн (г гррш а &  &  определяется системой однопара»
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метрических подгрупп группы С  .  Алгебраические операции, необ­
ходимые для введения структура алгебры Ли,можно ввести следующим 
образом.

Если ir -* |/+ )  однопараметрическая подгруппа, то произведе­
ние числа и однопараметрической подгруппы fy(i)  есть однопа- 
раметричеокая подгруппа ir -* fy(<*i:).

Воли t  -*  (*) и t  -» ^  ( i )  однопараметрические подгруппы,
то "сумма" этих подгрупп является однопараметрической подгруппой
■ь

^3 ( i )  = 4 m . [  &  ( % )  2 л ( ъ ) ]  • (18)
>1-» **

"Кощутатором" подгрупп % /i) в % М  является однопара­
метрическая подгруппа [ t ) ,  "определенная" по формуле,

h  М  - Ь ь ( 'h  л> • <19)
Формулы (18) и (19) представляют основу для "интуитивного11 

введения понятия алгебры Ли для абстрактной группы Ли (строгий 
подход ом. в [5, 6 , 9] ) .  Для записи однопараметрических под­
групп будем также использовать символ ^ p ( i r A ) , если А -  гене­
ратор рднопараметричеокой подгруппы. Цусть $,(1)= е*р(*А) , 

y j t )  = e*p( iB)  . определим /4+8 . [А,В}  , так что

* р /* М  + &)) = № ) ,  
т .е .  [А, В] -  определяет закон умножения однопараметрических под­
групп. Заметим, что скобка Ли [а, В] в общем случае не являетоя 
коммутатором, т .е .  представление её в виде А&- В А может не иметь 
смысла. Для матричных групп [А, В] совпадает о обычным коммутато­
ром. л

Дусть Т  -  линейное представление группы С- операторами в 
V .  Каждой однопараметричеокой подгруппе ir -* е*р (* А ) = f A )  со­
ответствует однопараметрнчеохая подгруппа в представлении, т.е. 

f  ( ^ p J i A ) p ) =  t « p  ( * & ) ( * )  , 0 - e V -
Цуоть f i = r ( A ) .  Раоомотрим f  как отображение (алгеб­

ру Ли линейных операторов, дейотиузщнх в V  ) .  Имеют место ооот- 
ноиения: * ( А  + &) = f ( A ) + f / B ) ;

Г  ( [ А , В } ) =  [ t ( A ) ,  ? < & ]  ,
A

т .е .  отображение Т  задает линейное представление алгебры Ли 
G  . Раоомотрим снова группу С  преобразований многообразия М-г***'
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и введем ка М , пространство функций *-»■ f ( * \  £
Определим в ЩМ.) линейное представление Т  группы G

: [ f ( } ) f ] ( x )  = { ( r 1* ) -
Пусть Г определяет инфинитезимальннй генератор однопаре.- 

метрической подгрушш (j, (i)  для линейного преобразования на УСУ)

[ т ( А ) 1 ] ( * ) =  у ,  ш

[ г ( А ) / , - 6 ] ы =  А- г (а )(А>+A W ) ( / , ) .  (2D
Оператор Г (71), определенный формулой (20), назнвают таете 

п р о и з в о д н о й  Ли.
Приведем некоторне определения для алгебр Ли С  .Посколь­

ку & является динейвш векторным пространством, то в множест­
ве генераторов можно выбрать базис А , Ап .  Поскольку комму­
татор [  A t , Aj ] ; (‘,j=J. Основа принадлежит С_ , то мы имеем

[ А ; , Aj] = C j  А* . (22)

к В (.2 2 ) по индексу К подразумевается суммирование от I  до п. 
(-ij -  коэффициенты разложения, которые называют структурннми по­
стоянными.

Задание структурных постоянных полностью определят алгебру 
Ли. К

Задача I I .  Найти соотношения для С у , вытекающие из анти -  
коммутативности скобки Ли и тождества Якоби (13).

Алгебра Ли называется абелевой или коммутативной. ecm[X,Y]=o 
для любых (если все С ц  = о ) .

Подпространство Н называется подалгеброй G , если 
(т .е .  если для любых Х,У6Л  > C x ^ tJ tL ) ,  ~~

Подалгебра называется идеалом алгебра £ ;есян [ Ц>&1С t l  •
Алгебра Ли С называется (полупростой)' простой, если она не 

содержит нетривиального, т .е .  отличного от 0 и С (коммутативно­
го) идеала. Линейное пространство , натянутое на все
коммутаторы в С, является идеалом в , т .к . [С /, £ ] C[G,G]~ £'■

Рассмотрим серию G =>&£■? G "=>■■'■ В £(*>; где QtK)-  [G IK~') С /м)]-
Вели существует число к0 такое, что для всех К ъ к„ * С,ю-0  »то 
G называется разрешимой алгеброй Ли. Аналогичная конструкция 
приводит к определению нидьпотентных алгебр Ли. Пусть по опреде­
лению G = G , G. ~ [  Gu , r G  1 » каждое СК вновь является^  L > ~~ J '
4-870
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идеалом в С .  Алгебра Q ншльпотентна, если существует такое к  ,
что С-к = о для всех J ,  к .ЛМ Й>

Каждой алгебре над полем К отвечает алгебра (той же размер­
ности) над полем С . Цусть {А*}  -  базис вещественной алгебр^
(г. Тогда все комплексные линейные комбинации генераторов АК об­
разуют комплексное векторное пространство той же (комплексной)раз- 
мерности. Такая алгебру & с называется комплексным расширением ал­
гебры G , если определить (для вещественных чисел а, ё a'* t ):

[(a+if)AK } («'+ie'Me] = м и и « е + а ' £ ) } { А * , А е] '

(г_ -  называется вещественной реализацией . Могут существовать 
неэквивалентные вещественные алгебры Ли с изоморфными комплексны­
ми расширениями»

Задача 12. Цусть И  замкнутая подгруппа в группе С- ; пока­
зать, что алгебра является подалгеброй алгебры Ли G, . 

Обратного соответствия, вообще говоря, нет.
Задача 13. Показать, что локально изоморфные группы имеют со­

впадающие алгебры Ли.
Следовательно, алгебра Ли Сг определяет группу С- только с 

точностью до локального изоморфизма.
Рассмотрим теперь примеры инфинитезимадьных операторов неко­

торых групп преобразования в п. -  мерном евклидовом пространстве 
(в декартовых координатах). (Используем обозначение & =• 2^ ).

Группа S  0( к)

7 ' =  R F  , lR «  S0(n.) , R T R - f  , = L

Инфинитезимальными операторами (в пространстве скалярных 
функций ) являются дифференциальные операторы:

Z ( , =  X ^ j  -  Xjl>L , i . j ‘ 1 (23)
;  Л f

Евклидовая группа Е п -  Т„ в  S0(n) , 7*'= -/■<£.
А

Генераторы: f L tj  , (24),

Груша G L ( n , « )  = S L ( n ,  R) .
к ' =  А  х , Л *  о

2) -  группа "дидатаций" ; 7 '  = р X ; o<j><aa ■
Генераторы: X' ~ЬК (Группу дшгятяцид порождает оператор ~х-Ъ ).



Группа $ L  (п,  R) Л х  ; U U A - i .

Генераторы: X • «)« -  к ( X ' 9 ) , С25)
А ф ф ин н ая  группа Т„ S £ £  (Я-i X '= Л х + &. ) JxA А *. о .

Генератора: > * /  ^* •. "(26)
Группа проективных преобразований ~  S L ( n + i ,  R.)

Генератор!: } Xj > X- ( Х’-’ЭХ . • (27)

Конформная группа ~  S 0 ( n + 1l> 1)

Группа SOff iq , )  определяется как группа "вращений" псевдоевклидо- 
ва пространства о метрикой

„ у - . . * . * ' , ' -

т .е .  матрац, удовлетворявших условиям ■
сЛ т £  А = ,  где L  l f . 0  I- метрический тенвор,

п  '  ^Груша (-«. конформных преобразований евклидова пространства ло­
кально изоморфна S Q (*fii) а  определяется формулами:

Г / = R X + a  , < H  = I , JUR=1.
л  — ►

Г  -  j > - * .

■t¥_ /'X*)1.
X = ----------———— -  специальное конформное преобразова-

f <2 x • £ ни©

Генераторы (?*. имеют вид

Эк ;  Z ,-* , 7 ^ ,  Х ^ к "  2 Х К ( 7 - ? )  • (28)

Задача 14» Проверить соотношения (23) -  (28).
В заключение математического введения остановимся на некото­

рых определениях теории представлений груш  Ли.

1в). Дредотам йяия гтягпд (и алгебр Ли)

Пусть G -  группа М линейный оператор, действую­
щий в нроотранотве V  .  Рассмотрим случай, когда V -  гильберто­
во пространство ( т .е .  полное линейное векторное пространство оо 
скалярным произведением ( ) .
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Если операторы T( f )  сохраняют в V  скалярное произвела-
ннеf т © 0 * а а

( Т ф и ,  Tty <r) = ( u , v )

для всех р  С  , то Т($) называется унитарным.
Задача 15. Показать ,д что инфиштезимальшй генератор А уни­

тарного оператора ■£-» Т($М) , определенный по формуле (7)явля- 
етоя антиывштовым . т .е .

(V ,  Ли)  ■= -  (1*J Air) .  (29)

Два представления Т  и Т  , действующих в пространствах I/ 
и У' ,д называются эквивалентными, если существует обратимый ояе-

ратор S  из V ъ / '  такой, что при любом ^ & G-

§ т / $ ) =  T t y s «  f r i f i  m

Подпространство Vo пространства V  называется инвариантным 
относительно представления T(f) , действующего в V , если

т у  / .  с  К при всех f  € G . Подпространство V, называется 
иквармаитним дпппжнйегийм нетривиального инвариантного подпростран­
ства Vo’ (Тривиальные инвариантные подпространства составляют 0 
и V ) ,  если оно инвариантно и если V можно представить в виде 
прямой суммы: V = Vc ® У ,

( т .е .  если любой злемент ire V может быть представлен в виде 
упорядоченной пары W=(ir0 ) и;) , irE е  ]/= ,  У  € Vi ,так что

V IT + у 1- w = (} ( / ;+ ^ии0 ъ\г1+ j*. и<).

Представление Т(у) в V  называется пшвотпмнм, если У со­
держит нетривиальное инвариантное подпространство. В противном 
случае T(f) называется неприводимым. T(fy) называется вполне 
приводимым, если оно приводимо и если всякое его нетривиальное

инвариантное подпространство имеет инвариантное ортогональное 
дополнение.

Критерий неприводимости представления дает лемм а Щура [й]: 
(приведем формулировку леммы Щура в случае унитарного представ­
ления в гильбертовом пространстве). ..

Цуеть представление Tty) является унитарным в пространстве V
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т .е .  для любого выполняется соотношение Т % I *  T ( f ' )
(+ обозначает эриитовое сопряжение), тогда T(fr) неприводимо в 
том случае, когда любой ограниченный линейный оператор , ком­
мутирующий со всеми операторами представления, кратен единично­
му оператору. Л

Операторы С  перестановочные со всеми операторами представ­
ления группы чрезвычайно важны в приложениях.

Задача 16. Показать, что оператор (^коммутирует со всеми 
инфянитезиыальными генераторами, т .е .  [ С , А ) =о  для всех А е ) 
В физических приложениях важную роль играют такие инвариантные 
операторы, которые построены в виде полиномов из инфйнитезималь- 
ных генераторов группы. Такие инвариантные операторы называются 
операторами Казимира группы G .

1 г ) . Группы S'Ufi) и § Ш 1 )

В заключение данного параграфа опишем представления часто 
встречающихся в физических приложениях групп (и алгебр) Ли

5Ц (2) и SU(i ,1)  ~  S 0 (2 .1) ~S0(2, R )~  Sp (2,R).

Группы ЗЩ2)ж являются линейными группаш матриц 1*1 ,
действующими в (двумерном) комплексном пространстве спиноров 
(двухкомпонентннх комплексных объектов);

( i )  , с  , < > * ■ ■
Группа S U (2) ".

/ ' =  г ? /  , г ? * г М  , M V ‘ L

Гртои s u i t ,!): А ..

Г -  к )  , I = <  =
Алгебры Ли указанных групп устроены следующим образом:

S'Ui2-) •' [ L i  , LK]  ~ L i , ( J,K, I  - 1, 2,1),/VVWV4 <3
^311 ~ ^231 = j -  1 ) € j KK= ^ j j K=0 > ~ ~ ^*je~~eJek

s m o  ■■ , /?А1г y л13] = м 1 . (32)

Группы SU(2)  и !?Ц(Ы) являются различными вещественными реа­
лизациями группы S i  f t  С), рассматриваемой над С [з] .
5-570
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Груша SUti) -  односвязна. Груша S'Mlb 7 является беоконеч- 
ноовязнойрвё универсальную накрывающую обозначают Stf(U). С другой 
стороны груша SU(2) дважды накрывает грушу вращений S0(i).  Груд, 

да SU(b>) также является дважды накрывающей для трехмерной группы 
Лоренца S 0(2,1) < Локальный изоморфизм груш SU(i,1)bz S0(2,1)* 

пространствах большей размерности не имеет места. 
Группа $>Щ2) -  компактна, S'UlbO -  некомпактна. Поэтому все не­
приводимые унитарные представления группы SU(l) конечномерны, 
групш SU(1,1) бесконечномерны С за исключением одномерного пред- 
сдавления). Удобно определять базисы в алгебрах SUU) я -ШЦ! 
так,чтобы матричные элементы генераторов были устроены одинаково 
в представлениях обоих алгебр. Введем, так называемые, "повышав­
шие* и “поникающие" операторы*.

Л А  Л Л  А

для М ) ;  (зз)
Ъ = ' fa  • А л а а

ДЛЯ w j )  : = м х +</М2 • X = м , - iM z , 7j = iMx . <зз)

коммутационные соотношения для и S jilb J l тогда
имеют совпадающий вид:

= ±  5 ±  ,  f x X J ^ x  ■ t35)

Однако условия того, чтобы представления групп SU(i) и 
£4(1,1) были унитарными, различны. А

дм sum- уд = 4  , (Х)т -= X . os)

Оператор Казимира в этих случаях имеет вид:

c a z ‘ + u i S - + } A h z A ' 4 * n (38)

Введем канонический базис в пространстве представления (об­
разованный из одновременных собственных векторов операторов J  в

):

1  1 } , п > =  гг' 1 ь п' У ,  ,  .

f  t y ) ,
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Матричные элементы операторов 0±  имеют вид

5± I ; »  =  н о )

Числа J, и т, нумерующие представления и базисные векторы 
представления, пробегают различные значения для SUd) и S id  1,0.

Для унитарного неприводимого представления группы S'UU)
[3 , 14J :

■ £  j -  ' т =  - J  > ~ j H  >■■■ ( 41)

Для унитарных неприводимых представлений группы S'К(1,1) [з] 
имеются следующие серии:
1) Дискретная (положительная) серия:

/  = 0, i  >1,  т V  -  i ”  m J
2) Дискретная (отрицательная) серия

h ° >  Ь М  m  = , -j
3) Первая непрерывная главная серия:

j  - > S  ~ веществ ут = °*
4) Вторая непрерывная главная серия:

) р  -  вещественное, т =
5) Непрерывная дополнительная серия:

-1 < / < о  ; т= о, т =
Кратко рассмотрим матричные элементы операторов конечного 

поворота.
В случае группы SUiO :

( У,0, ? ) = < : ; , =  (47)

* ' < * > ■
Здесь Ъ  -  хорошо известные 2) -  функции Вигнера [з ,1 з]

(42)

-J J1" (43)

(44)

± I  ' i  1 , . . . (45)

+ I ,  + 2 , . . . (46)

. r j  _  i m / Г ( } + 1 Щ  r ( j  + 1-») _ y
mn ~  (to-п)! \ r ( j + 1 - m )  r ( j + l + n )  /  *

(49)
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Переходя к положительной дискретной серии группы 
заменим т и п, на- числа уи в У -  являющихся собственны­
ми значениями оператора ^  Св представлении S({(1j1) ) И)
подотавляя &-*<■£ (аналитическое продолжение) ,  находим матрич­
ный элемент гиперболического поворота:

■ < * - '  « '  „V *

§ 2. КВАНТОВОМЕКАНИЧЖЯШЙ ФОРМАЛИЗМ И ПРИНЦИПЫ СИММЕТРИИ

2 а). Постулаты квантовой теории

В традиционной формулировке квантовой механики, принадле­
жащей П.Дираку [ i l ]  , делается предположение о том, что вся ин­
формация о физической системе в момент зремени t  содержится в
функции состояния I f '(-Ь)У .  Говорят, что такая функция описы­
вает "чистые" состояния оиотемн. Предполагается также, что мно­
жество функций состояния является динеИим* пространством.А имен­
но, если 1%№)У  и Щ  ( i ) y  два возможных состояния, то и
любая линейная комбинация:

<*1 !%(*)> + «*!%(*)>, «>

где е  С  , также описывает некоторое состояние системы.
Для любых оостояннй 1УН)У  и 1У>1±)У  вводится скалярное 

произведение < f ( t ) l ¥ ( - t ) y  , удовлетворяющее соотношениям:

а) < Ч ' 1 ¥ >  =  < W Y >
б) '-i- О t причем равенство нулю имеет место толь­

ко для I f  У  = О

в) <  f l  % + « г % >  =  <  т л >  + *z < * ! % . >  ,
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Итак, множество всех возможных состояний образует вектор» 
ное пространство, которое предполагается сепарабельным гиль -  
бертовым пространством Ж  [14] .  Существование скалярного про­
изведения позволяет ввести норму состояния

II V II = + \/ < V \ f У .  (3)

Реальные физические состояния могут описывать только век­
торы / УУ  с конечной нормой, г . е .  < Y7 Физические ве­
личины (наблвдаемые)в квантовой механике изображаются самосопря­
женными операторами, действующими в пространстве Ж  (. А -яа- 
зывается самосопряженным оператором, если < ¥ / A \ Y > -  о / А / У ?  
более строгое определение см. в [14,1б] ) .  Векторы состояния 
описывают систему вероятностным образом. В е р о я т н о с т ь ^ о б н а ­
ружить собственное значение с, физической величины А в состоя­
нии, описываемом вектором / f >  , нормированном на единицу .дается 
формулой

=  1 < Л1 ^ > 1  • <4)
А

Здесь 1&У -  собственный вектор оператора А  , отвечающий (не­
вырожденному) собственному значению а , т .е . /4/<я> = а /а > ,  
(если собственное значение а  вырождено, то в формуле 44) необ­
ходимо провести суммирование по набору всех ортонормированиях 
собственных векторов оператора А , отвечающих собственному зна­
чению а  ) .

Сумма вероятностей всех возможных результатов измерения на­
блюдаемой Д равна единице

2 2  U/V (°-i = Z I < « - / 1 K > |  =  1 (5)

Вследствие вероятностной интерпретации два вектора. ЖУ  и
описывают одно и то же физическое состояние, т.к.  вектор/^/" 

должен быть нормирован на единицу. Следовательно, состояние сис­
темы взаимнооднозначно определяется единичным дучем. т . е .  множе­
ством векторов, удовлетворяющих условию и отличающих­
ся фазовым множителем

/I\ > ' у  = e l 4 Y >  , &
Следует отметить, что состояния,отождествленные с единичны­

ми лучами,нельзя складывать, принцип суперпозиции имеет место 
только для ненормированных векторов в .

Если система находится в состоянии I f }  - д о  для наблюдае­
мой Д имеет смысл лишь среднее значение < Д >

< Д >  = < V i A  \ f > .  (6)
8-370
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В квантовой механике постулируется, что для любой физической 
системы всегда можно выполнить набор одновременных измерений, не 
нарушающих друг друга и результаты которых однозначно определяет 
состояние системы. Можно показать, что измерения двух наблюдаемых 
совместимы тогда и только тощ а, когда соответствующие им операто­
ры коммутируют, т .е .  д Л Л

[  А , А ] ^ >  = ( А Л ~ А Л )  ^ > - 0 .  t7)

Набор независимых коммутирующих операторов называется полным 
набором наблюдаемых. Если операторы С, С„ образуют полный 
набор, то по определению любому конкретному набору их собственных 
значений отвечает лишь один общий собственный вектор (с точностью 
до нормировки и фазы). Множество всех таких линейно независимых 
векторов образует удобный ортогональный базис в гильбертовом прост­
ранстве. В таком базисе любой вектор можно рассматривать
как вектор-столбец, строки которого являются скалярными произведе­
ниями <  С1 С„ I </-> f называемыми волновой функцией системы 
в представлении ^  С„ . Они имеют смысл амплитуд вероятно­
сти обнаружить в состоянии / f y  значения с„ для наблюдае­
мых С, Сп .

Перечисленные постулаты квантовой механики, строго говоря, 
справедливы только в том случае, когда все наблюдаемые имеют диск­
ретный набор собственных значений.СДиокретный спектр). Однако боль­
шинство интересных в физике операторов могут иметь и непрерывный 
спектр. Простейшим примером является опектр оператора проекции им­
пульса рн = - t для свободной частицы. Рассмотрим для про­
стоты одномерный случай. Гильбертовым пространством здесь является 
пространство функций 2^ со скалярным произведением:

< VI -  f a x  7(Х) ¥(*). (V
Легко видеть, что решением уравнения Рх 1Р*У /Д >является
функция = , которая не принадлежит 3 [(-~ icc),
т .к .  её нельзя нормировать на единицу. В большинстве физических 
работ по квантовой механике состояния из непрерывного спектра при­
нято нормировать на 5" -функцию Дирака:

< р 1р ' > =  г ( р - г ; .  (10)

Корректное обоснование такого приема дает понятие оснащенного гиль­
бертова пространства [14 -  1б] , однако изложение этого формализма 
не входит в цели настоящего учебного пособия.
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Принципы квантовой механики, изложенные до сих пор, можно 
назвать "квантовой кинематикой".  Сформулируем теперь квантовый 
динамический постулат: Эволюция вектора состояния во времени за­
дается унитарным оператором U ( i , t 0) :

! № > =  й ( Ы о  ( ц )

Оператор вволюции удовлетворяет соотношениям;

и , следовательно, сохраняет скалярное произведение
=  <Шо)\Пи)>.

Дуоть - 6 — -6С +  Ь~Ъ ? где . / а -6 I << 1.

Тогда о точностью до первого порядка по можно написать;

- - f

(14)
Соотношение ( I I )  можно записать в виде:

ж у у и ы >  =

В пределе д  ± - * 0  получаем уравнение Щредингера:

^  f j ( i )  I т ) > ' ( к )

А
Оператор Hft)  служит генератором преобразования сдвигов системы 
по времени и называется гамильтонианом. В квантовой механике га­
мильтониан играет центральную роль. В стационарном олучае,когда 
Н не зависит, от времени, его собственные значения определяют 

знергетичеокий спектр системы*
Подставляя (П )  в уравнение (15) получим, что

не)
В стационарном случае решение операторного уравнения (16) 

имеет вщд: А л г  ; , Л1
■ & ( * , * . ) - и / * - Ь ) =  .  т
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В приведенной формулировке предполагается, что наблюдаемые, 
такие как импульс, положение, угловой момент и т.п.  описываются 
операторами, не зависящими от времени. Такой способу описания на­
зывается картиной Шредингера. Даже если оператор А не зависит 
от времени, то его средние <  Ш ) \  A 1 в общем случае 
от времени зависят. л

Говорят, что наблюдаемая С сохраняется или является ин­
тегралом движения, если

I -  д  < W J |  U  ft, +о) С  I t  f t , i c ) l  f f t o  ) У

для любого l ^ ( i o ) y  & Ж-  •
Выполняя дифференцирование о использованием соотношения (16), 

получаем, что интеграл движения Должен удовлетворять операторному

ж х л *
Вели оператор С  от времени явно не зависит, т .е.  =0,

то он сохраняется тогда и только тогда, когда

[ Н , с ] = 0. (20)
Л л '

(т .е .  Н и С  входят в один полный набор наблюдаемых). Из (20)
следует, что Л л

[  U ( ± , t o )  ,  С ]  = О. (21)
Л  А  ^

Если l V f t o ) y  -  собственный вектор оператора С '■ CffHoj)zcl^/ ,  
то из (21) следует, что и вектор !Ш )У  является собственным для
С  , притом с тем же собственным значением.

Зависимость средних от времени может быть отнесена также и 
к операторам. Описание, в котором векторы состояния считаются 
фиксированными во времени, а операторы изменяются со временем по 
закону л Л

/ \  |Ч ) = К  ( - b j - t o ) A  f t o )  U t t , i  о )  ,  (22)И
л

где у- н а .  -  оператор эволюции, называется картиной Гайзен- 
берга.

Если же гамильтониан системы можно представить в виде суммы
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н  = н в + н (23)
Л  Л  у

где Н0 -  гамильтониан "свободной" систеш, а И (i)- взаимодей­
ствие, то часто используется картина взаимодействия (си, 
[И -13] ) .

26),  Квантование [5,I8 ,I9j

До сих пор ничего не было сказано о том, по какому правилу

операторы в A t  должны ставиться в соответствие физическим ве­
личинам. Следует отметить, что наблюдаемые определены с точностью 
До унитарного преобразования векторов состояния и операторов,со­
храняющего средние значения < А >  : Л

/ ( / / > - »  V / Y y  ,  V A V + (24)

H - ' i
Поэтому соотношения мезду операторами более важны, чем их явный 
вид. Мы уже видели, что выяснение возможности одновременного из­
мерения операторов А1 и Ал требует введения в линейном прост­
ранстве всех наблвдаемых билинейной операции -  коммутатора.Отсю­
да ясно, что множество всех наблюдаемых в квантовой теории явля­
ется (вообще говоря, бесконечномерной) алгеброй Ли со скобкой Ли, 
представленной коммутатором. Этот факт и используется в переходе 
от классической механики к механике квантовой.

Рассмотрим классическую систему, состояние которой описыва­
ется точкой в 2 и -мерном фазовом пространстве Q  . Точки в Q. 
задаются обобщенными координатами ,■■ ,%") *= и обобщенными 
импульсами ) - р  . Классическая наблюдаемая является ве­
щественно-значной функцией ( {-(fy/P) • Такая наблюдаемая 
порождает одкопараыетрическую группу преобразовании в Q  . Ор­
бита этой группы является решениемяуравиешш Гамильтона"’ ;

2 Г  =  ш

(чтобы решение уравнений (25) существовало при всех {, необходи­
мо, чтобы функция / ( f y,  р)  была "хорошей") и образует одномер­
ную подгруппу группы всех канонических преобразований в £2 ,т»е. 
оставляет инвариантной дифференциальную форму [17]

СОг =  X  (26)
Т-870 '
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а- также элемент объема U)z ” = A<ApiA.-A Jf>nAty, /1.■
фазового пространства. Обратное также верно: однопараметрическая 
группа канонических преобразований определяет в соответствии с 
(1 .7 . )  некоторую классическую наблюдаемую. Тем самым, отображение 
между классическими наблюдаемыми и инфинитезимальными генераторами 
группы канонических преобразований взаимнооднозначно. Если {=ocr>st: 
то она порождает тождественное преобразование. Введем в множест­
ве классических наблюдаемых структуру алгебры Ли. Для этого рас­
смотрим изменение наблюдаемой / 2 р )  "вдоль" группы генериру-

еШЛ J. Ь  i t ' f / e  i l l  -  2 h .  к .  + ШЛ -  -Ж  А  ( ‘И Ч Р ' А м  7&F (26)

-  ( я г  Щ  ~ $  % ) № ,  *ч) -  {*■
Здесь мы использовали уравнение (25) и ввели скобку Пуассо­

на {  ’f i  > / 1}  даУ1 наблюдаемых ;

V , 1 к У , щ
' 7 р ър -ip ;f e 3/V Р рК

Легко проверить, что скобка Пуассона удовлетворяет всем 
свойствам скобки Ли. Предположим теперь, что при переходе к 
квантовой механике коммутационные соотношения между физическими 
величинами сохраняются в следующем смысле: пусть F  -  кван­
товомеханический оператор, отвечающий классической наблюдаемой 

/  (  р )  j  -  постоянная Планка. Тогда должно выполнять­
ся соотношение л л

Д  __? /7 Д  — Рг

{ h , h )  ^ А ] .  а .

Последнее означает, что соответствие 
являетоя операторным представлением алгебры Ли классических на­
блюдаемых. Раосмотрим простейший случай одномерной классической 
системы. Предположим, что классические наблюдаемые содержат р  
и 1  .  Они образуют замкнутую трехмерную (нильпотентную) алгеб­
ру Ли Ц  :

= i  = { Г ' 1] * 6 '. . * .  ‘5
Предположим, далее, что V (р)  = - р Р  } ^ <3, W ) =~£ I  

является неприводимым представлением этой алгебры анти-эрмитовн- 
ми операторами в гильбертовом пространстве X  ♦ Заметим, что 1
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образует центр алгебры VJ\ , следовательно ~jr 2: отличается
на константу от единичного оператора (лемма Шура), причем конс­
танта долина быть чисто мнимой. Следовательно, Z можно отраде-л 
ствить с оператором единицы £' -  J  , тогда для операторов Q и Р  

имеем Л л
С 0  , Р  ]  = J .  (30)

Теорема Стоуна -  фон Неймана [20,21] утверждает, что непри­
водимое унитарное представление группы Гайзенберга-Вейяя U/f 
определено единственным образом (о точностью до унитарного преоб­
разования, эквивалентности) выбором константы £  .

2в ). Принципы симметрии

В предыдущем пункте мы видели, что алгебры Ли (а  вместе с 
ними и группы Ли) играют фундаментальную роль как в классической, 
так и в квантовой механике, определяя структуру множества наблю­
даемых и их эволюцию во времени (см. соотношения (27),(19) ) . Вы­
ясним теперь, что язык теории представлений групп является естест­
венной основой для формулировки принципов симметрии.

Операцией симметрии квантовой физичеокой системы можно назвать 
соответствие, согласно которому каждому физически реализуемому со­
стоянию I f  У  сопоставляется другое оостояние I f 'У , такое, что 
все вероятности переходов сохраняются,к г ' 1 ч " > Г  =  1 < * 1 г > 1 \  (31)

Предположим, что отображение / / >  взаимно однозначно,
т .е .  кпгда I f  у  пробегает все физически реализуемые соотояния, то 
I f 'У делает то же, если I f  У и / У У также неэквивалентны. Легко 

увидеть, что все такие соответствия, удовлетворяющие (31) описыва­
ются унитарными или антиуянтарными операторами (оператор V назы­
вается антиунитарныы, если

< У/ v +l/l f >  = <f / f >  = <wr>).  <32)
Примером спшетржи, описываемой антиунитарным оператором,является 
операция обращения времени [22]- .  Рассмотрение таких принципов 
симметрии не входит в цели данного пособия.

Пусть Щ % ') и два (унитарных) оператора описыва­
ющих оимметрию системы, т .е .
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й  M i r >  = w >  , U ( f ) i r >  -  t r y ,
Л

Предположим, что существует оператор ZL ')  такой,
что U ( $ " $ ' ) )  V I  -  /  У  " У  ■

Так как состояние в квантовой механике задается лучей в 
гильбертовом пространстве, то в общем случае мы имеем закон ком­
позиции А д

U ( f )  l l ( $ )  = -tiffrУ И "■$')> (зз)

гДе /  ( f ' ; 9 )  -  вещественная функция не абстрактной груше G .
Абстрактную группу G можно назвать тогда '‘группой симметрии" фи­
зической системы.

Видно, что в квантовой механике возникают проективные унитар­
ные представления' "группы симметрии". Непрерывные проективные 
унитарные представления конечных групп и групп Ли хорошо изучены. 
Например, для группы S O (l ,R )  эти проективные представления на­
ходятся во взаимнооднозначном соответствии с неприводимыми унитар­
ными представлениями её накрывающей S ^ ( ^ )  . Элементы пространст­
ва, в котором действует представление группы SU(i-) называются 
спинорами.

Аналогично связана теория проективных представлений группы 
Лоренца 5 ”-  SO(l, I) и унитарных представлений группы SL(z,C).

В таком, предельно широком смысле любая физическая система 
обладает "группой симметрии" изоморфной группе автоморфизмов гиль­
бертова пространства ( * £ )  . Ясно, что не все
унитарные в антиуянтарные операторы имеют равную физическую зна­
чимость. Так, часть унитарных операторов описывает просто переход 
от одного Оазиса в Ж  к другому.

Наиболее важны в физике симметрии, связанные с формулировкой 
принципа относительности, утверждающего существование привилегиро­
ванного класса (инеппиадьных) систем отсчета, все физические про­
цессы в которых протекают одинаковым образом.

Хорошо известным примером является требование релятивиотокой 
инвариантности (относительно группы Пуанкаре -  группы движений 
пространства-гремени Миниовскогс (см. задачу I ) .  В нерелятивиотс- 
кой физике аналогичную роль играет требование инвариантности отно­
сительно труппы Галилея. Группы симметрии такого типа можно на -  
звать кинематическими группами. Требование симметрии относительно 
группы кинематической инвариантнооти Q  накладывает очень снль ~
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ные ограничения на физическую систему* а построение представле­
ний может служить основой квантования, т .е . построения 
квантового аналога классической системы. В частности, классифи­
кация неприводимых проективных представлений Ъ  эквивалентна 
(с некоторыми ограничениями -  принцип спектральности [l6] ) 
описанию всех возможных элементарных систем (или частиц). При 
этом под "элементарной частицей" понимают физическую систему, 
множество векторов, состояния которой образует пространство, в 
котором действует неприводимое проективное представление груп­
пы £  .

По теории представлений группы Пуанкаре и вопросам реляти­
вистской квантовой теории имеется обширная и доступная литерату­
ра [16, 23-28] , поэтому мы кратко остановимся на следствиях
галилеевской инвариантности [12, 28-32] .

2 г ). Галилеевская инвариантность и нередягивистские 
элементарные системы

Мы уже отмечали, что в релятивистском случае группа Пуанкаре 
появляется как группа геометрической симметрии, являясь группой 
движения пространства-времени Минковского.

В нерелятивистском случае ситуация резко отличается. Гео -  
метрическим многообразием здесь является трехмерное евклидово 
пространство R3 , группой движения которого является евклидова 
группа Е(Ъ)—Т3 0  5 0 ( 3 )  . Требование инвариантности относи­
тельно данной группы не позволяет сформулировать какую-либо ди­
намику. Поэтому вводят время t  как дополнительную кинемати­
ческую переменную, перейдя от трехмерного пространства /?3 к 
прямому произведению R} * (такай конструкция является отра­
жением того факта, что в нерелятивистской физике нет конечной 
универсальной скорости и время абсолютно). Заметим, также, что 
на прямом произведении. R3* R-, метрика не вводится (масштабы 
измерения расстояний в и временных интервалов в R-, никак 
не связаны между собой. Б специальной теории относительности 
существование конечной и универсальной скорости света позволя­
ет ввести единую метрику на всем пространстве-времени).

Принцип относительности Галилея можно сформулировать как 
постулат эквивалентности класса инерциальных систем отчета, 
причем правило перехода от одной инерциальной системы отсчета 
( ?  -Ь) к другой ( x ' j ^ )  дается преобразованиями Галилея;

8-570
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? ' = R x +  7 - Ь  ,  * ' = -  Ь  +  Г .  (34)

Элементом группы Галилея Sj олугит упорядоченное множе­
ство ^ _ ( Т , а ,  V , R )  , здесь $  е S 0 { i ) )
v} А , Т -  поровдагт группы трансляций Т /  , ^  Г соответствен­
но. Легко проверить, что закон умножения в группе Галилея имеет
ВВД л ^  ^ ,

Т£, ^ ) ( г г , а г / vZ J R2_) -  ^ (з5)

-- ( l  11 } ci^-h /] tz  + Q.z , ^  + Rt } R ; RL ) t 

Группа Галилея имеет структуру

(36)

Заметим, что группа не является геометрической группой 
движений пространства R} * R) .  Выпишем алгебру Ли
группы 51 . Для этого удобно преобразования (34) записать
в матричной форме (матрицами 5 x 5 )

Г Г ? ) / Л  (34,>
7  О 1 ) \ 1

/ /  -  эрмитовый генератор группы SO(5) , К -  генератор
специального галилеевского преобразования (галилеевского буета), 

р  -  генератор трехмерных евклидовых трансляций, Н -  гене­
ратор временных сдвигов. (Все являются матрицами 5 x 5 ) .

Задача 17. Проверить, что коммутационные алгебры Ли $3 
имеют вид [  J k i Jc] X  7

[ yK i Kt ] = ie*cn.K«  (37а)
<37<*)

[  X ,  Рс ]  -  с&к е я  Р* (37в)

[ K t , H ] * i P i  ( t o )

и . К - С к . к Л М М - С / } , " } - *  « й
(О h i )

[ К ; , Р с ] = С .  (37е)

Здесь bjKt -  антисимметричный по всем индексам тензор Левж- 
Чивита.



-  31 -

Согласно общим принципам квантовой механики в гильбертовом 
пространстве 'УС должно реализоваться проективное представление 
группы симметрии.

В случае группы Пуанкаре проективные представления (как бы­
ло показано в знаменитой работе Е.Вигнера [29] ) сводятся к уни­
тарным представлениям её универсальной накрывавшей группы -  
группы Тч в  SL(z,с )  (имеет место соотношение <2“= SO(i, 0 = SL(2,c)/£z 
и группа S L ( 2,C) -  односвязна).

Для операторов проективного представления группы Пуанкаре 
фазовой множитель е / р (  ( / ( У $ ') )  = ± 1 .

Группа Галилея S  'патологична" в том смысле, что её 
проективные представления не эквивалентны унитарным представлени­
ям её универсальной накрывающей, т .е .  для группы Галилея фазовый 
множитель нельзя сделать пробегающим некоторое конечное (или ди­
скретное) множество значений.

Вигнером и Инёшо [30 J было установлено, что для формулиров­
ки квантовой механики необходимо расширить группу S3 (см.§ I ) .

Рассмотрим (чтобы сделать более наглядными выкладки) одно­
мерную группу Галилея, т .е .  группу преобразований

X ' ~ У У- W С +■ сс ; (38)
i / = Ь + Т ;
S  — ( , CL j V) )

а ' ,  у ,  =  ( т \  а ’, V 1)  ( т , а ,  ( т ' + т ,  а ' + а - и / ' т , v ' + v ) .

Каждому элементу ^ = (Г , У )  поставим в соответствие 3 x 3
матрицу .

/  1 V CL \
у, ( т, а , , V) = / о / г  у -  (3 9 )

Одномерная группа Галилея б/ является трехпараметрической и не 
абелевой, т .к .

( Т ,  о , о )  (О, О, \Г) #  ( 0 , 0 , Т ) ( Г ,0,0)  . (40)

Генераторы Н  ; Р  и К  имеют вид

Л / о о о \ /  о о 1 \ . / О /  О \
> (о Од/   ̂ (о о о)  (41)
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у  ( г ,  a , v) -  e$f)(-iTH) exf>(iaP) epp ( - 1 v К ) . (42)

[ H  , P )  -  о , [  K , P j - °  > [ K , H  j  -  i P.  (43)

Ясно, что (43) частный случай коммутационных: соотношений
(37).

Рассмотрим проективное представление группы р1

U(r)U($)= , <44)
т.к . здесь ^  ( f 1 jfy) -  непрерывная функция на группе.
Сделаем замену: • о ~  .

*U(3)  = e ~L У ~ (9/% )  , (45)

e W U($)-
Из (44) получаем закон умножения для унитарных операторов

U  ( o ' ,  f )  U ( 9 > } )  = U ( 9 <+  9 + № 4 ) ,  ? ' - ? ) . (46)
Операторы можно рассматривать как унитарное представле­
ние четырехпараметрической группы S, 0 элементами {&t f )  •
[О -  вещественное число, а ^  е 9 , )  и о законом композиции

(о'> *  е ’+ э + Н М ) ,  f - p )  • (4?)

Группа 5) называется центральным ряотирением группы Q  . 
Для завершения процедуры расширения необходимо вычислить функ­
цию }(§',$■) • Обозначим генераторы расширенной группы у] ■ Н, 
Р/ К ; Ъ j  здесь Н/ Pj К имеют прежний смысл, а 2  -  гене­
ратор фазового преобразования. Наиболее общая структура коммута­
ционных соотношений четнрехмерной алгебры Ли такова:

г н , р ] =  , Г К , Р З * ‘/ 2 ,  (48)

[ К .  И ]=
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Я,/1, i'' -  вещественные числа. Генератор коммутирует с Н, Р  
ж К ж вое тому макет модифицировать только правые части ком­
мутационных соотношений (43) (груша ^ = Т 1е в  р 1 ) .  
Перераспределение Р  —» P  + ^ Z  исключает параметр У . 2  
может появиться только в одномерном случае (так как в трехмер­
ном случае Н и Z  скалярные операторы Р -  вектор).
В одномерном случае 2= о  из-за аргументов, связанных с требо­
ванием, чтобы оператор обращения времени и инверсионное прост -  
ранство являлись автоморфизмами алгебры расширенной группы Га -  
яилея. При операции -£ -*  -  ± ;  Н-> Н , Р  -? -  Р J ?  -* Z  
(здесь нет оснований для изменения знака), поэтому 2 = 0 , 
чтобы коммутатор остался инвариантным. Параметр ja  исключить 
нельзя. Коммутационные соотношения:

[ Н , р ] =  [ К , Н ]  =0 (4 8 0
допускают реализацию матрицами 4 x 4 ;

(49)

Эксповенцируя алгебру операторов (49) получим:

JT а  (  в , $ )  = h  Н Т Н )  i d  Р )  ety> (-i а -К ) =

и- ja r  $ 1

(50)

Непосредственным перемножением матриц f  и ^  можно убе­
диться, что закон умножения в груше выглядит следующим
образом: , ,r , a , f  r ) ~  <5i)

= ( 9 '+ в  + + i s v ' * r > r ' + r (г' г,  ir'+if).

9-570
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Задача 18« Проверить соотношения (4 3 ),(4 8 ), (50),(51).
Из уравнения (51) и (47) видно, что

. $ ( § ' , $ ) -  Л» = W i  . (52)

-  однопараметрическое семейство, нумеруемое вещественным парен 
метром у* • Аналогичные, но более громоздкие выкладки в трех­
мерном случае дают центральное расширение 5) -* 5i (где Ч^-Ц
-  параметрическая группа)

у  = {  Т > ( Г *  V ) } a ( Т / в

(Группа SU.ll) появилась из-за того, что необходимо рассматри­
вать центральное расширение накрывающей группы). Функция£(§',$) 
в трехмерном случае имеет вид: д

^  r( \7 f  + (t/'-R'a)) (52’)

Коммутационные соотношения алгебры Ли группы 53 аналогич­
ны (37), в которых выражение (37е) заменено на

[  K j , Рс 1  ‘  ‘S  2-  (53>
Задача 19. Проверить, что операторы

= У  ,  <54)
К*1

S. =  X  У  Ре K j  <55)

коммутируют со всеми генераторами алгебры 93 и, следователь­
но, являются её операторами Казимира.

Сделаем подстановку X j  -  J: Kj у (56)

имеем S ’ = Т + [ Р - П  (55’)

Унитарное представление группы 93 нумеруется:

I )  вещественным числом у  , 2) произвольным веществен­
ным числом *0' и 3) целым или полуцелым неотрицательным чи- 
слом 4 = 0 ,+1,1 } £  , . . .  .  Оператор = §* + S*+ W
являетоя одновременно оператором Казимира группы SKI2-) с гене" 
раторами S, , S2 , §3 .



Рассмотрим теперь физическую интерпретацию полученных со­
отношений.

Введем объединение U  Ж  t  гильбертовых пространств , 
функций % ( С , ) , где 4=~Sj'"?Sj t -  параметр, имеющий
смысл времени, 1C -  координатный вектор

<W> = I  f % ( * , * ) %  ( x , t )  (56)
< - i  J

Вектор X можно рассматривать как непрерывный спектр операто­
ра X . В пространстве функций V (x ,- t)  представление генера­
торов алгебры д  имеет вид Л

У к = ~ 1 e « z j  Ь  ~ 5 1  к

Р< =
Kt  = J* Xl - L-t Ъс

(57)

Ъ  fr ' /Г — 1 -  единичный оператору
A

Мы положили 1 , Z7* -  спиновые матрицы (в случае /=^;

совпадающие с матрицами Паули,

Квантовое число J имеет смысл спинового квантового числа.
Заметим также, что [  ,РС ]  = 4 f j t  I  , последнее согла­
суется с правилами квантования по Гайзенбергу. Это позволяет 
интерпретировать оператор Р -  как оператор импульса, а ге­
нератор галилеевских бустов /"* ~j* К  ~ как оператор по­
ложения (координаты).

Вспомним, что в классической механике уравнение движения 
для координаты имеет вид

х< = *4. ~ {
где Н  -  функция Гамильтона.

Определим квантовомеханический оператор скорости:

I/ = с [ й Л ] .  Сбв)
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Кроме того, ш  видим, что V(_ -  Хс , следовательно:

x t  =  l [ H > X i ] *  <59>

Соотношения (59) и (§8*) позволяют интерпретировать генератор 
сдвигов по времени Н как гамильтониан, вещественный параметр 

как массу частицы (олучай ул = о  требует специального об­
суждения [3 l]  ) .  Теперь ясно также, что оператор Казимира
А д л .

имеет омыол внутренней энергии, ‘̂ играет не­
тривиальную роль только для ооставннх систем. Рассмотрим сво­
бодную бесспиновую чаотицу (т .е .  d= О , V'=lO ) .  Оператор Ка­
зимира группы Е(з) есть f ‘z . В  собственной системе 
отсчета частицы

Р  *: =  о . (so)

В случае имеем

И  -  Е = 0  <61>
г  Пгде с  -  собственное значение оператора Н , Уравнение (60)

характеризует одно возможное состояние, тогда как из (61) оле- 
дует существование семейства состояний с произвольными енер -  
ГЕЯМИ 0$  Е <  ° °  ■ ^

Отметим, что в случае групп Е(3) и (в отличие от )
нельзя определить спин чаотипы, точнее он не появляется естест­
венным образом, т .к . оператором Казимира являетоя оператор 
а не ST* .

Уравнение Щредингера также можно вывеоти. Для свободной 
чаотицы д

у  4 > ( t , 1 r ) ~ 0 .  «*>

откуда

V ( * , ± )  =  У 1 У р , * )  - (620

Представим = Уе 0<)€ , получаете стационарное урав­
нение Шредингера

V z -h Е ) %  ( * )  = 0 ■ (63)
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Здесь Е появляется как константа разделения и (63) являет­
ся уравнением на собственные значения в гильбертовом пространстве 

. Разделение переменных влечет за собой потерю гилилеев- 
ской инвариантности. В самом деле ~  Р * -  оператору Кази­
мира группы Е(3) и уравнение (63) связано с представлениям толь­
ко этой группы. Последнее, однако, не приводит к потере физической 
информации, так как вместо представлений группы Е (3) с р-*~=о 
мы должны использовать представления с ~p:L-  1 у Е  ,

Итак, требование галилеевской инвариантности и переход к 
унитарным представлениям расширенной группы 93 полностью опреде­
ляет динамику свободных частиц и дает классификацию всех нереляти­
вистских элементарных систем, которые различаются квантовыми чис­
лами ул  : 6 (и ХУ для составных систем).

Остановимся в заключении на правиле суперотбора по массе в 
нерелятивистской квантовой механике. Правилами суперотбора в кван­
товой теории называют ограничения на принцип суперпозиции физиче­
ских векторов состояния. Такие ограничения возникают в том случае, 
когда в множестве всех наблюдаемых имеется хотя бы один оператор 
коммутирующей со всеми наблюдаемыми (и, следовательно, входящий 
в любой полный набор) и имеющий спектр собственных значений, со­
стоящий более чем из одной точки.

Суперпозиции физических векторов состояний, относящихся к 
различным собственным значениям такого оператора,не имеют смысла. 
Хорошо известным примером является правило суперотбора связанное 
с сохранением зарядов (электрического, барионного и т .п .)  [16,23,27], 

В нерелятивистской квантовой механике появляется еще правило 
суперотбора по массе, т .к . оператор ул  Z  перестановочен и 
всеми наблюдаемый, а -  произвольный вещественный пара­
метр (для реализующихся в природе частиц о £ y t  < ) .

§ 3 . ДИНАМИЧЕСКАЯ СИММЕТРИЯ И ИНТЕГРАЛЫ ДВИЖЕНИЯ

За). Интегралы движения и симметрии уравнения

Для физиков более привычным является такой подход, в кото­
ром главную роль играют (дифференциальные) уравнения. Хотя в 
предыдущем параграфе на примере нередятивистской квантовой ме­
ханики было показано, что постулирование принципа относительно­
сти (и связанной с ним группы симметрии) полностью заменяет 
уравнение Шредингера, чаще всего физическое исследование начи-
10-570
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нается именно с записи уравнений движения. В этом параграфе мы 
(основываясь на работах [33-38 , 47а,]) рассмотрим вопрос о том, 
что можно понимать под симметрией уравнения.

Пусть Ж  -  гильбертово пространство, Ж ?  -  его элемент. 
Рассмотрим уравнение

Ц ж у  =  о ,  а )
л

где L  некоторый линейный (дифференциальный) оператор, при этом 
нас будут интересовать случаи:

/  -  ; 2 .  -  U -
ь  ~  }*  М > (2)
Л Л

L  = Е - Н .  (3)
Л

Н -  гамильтониан квантовой системы. Будем рассматривать случай 
(2) как болеелобщий.

Пусть U($)  -  унитарный оператор, действующий в простран­
стве решений уравнения,

= Н  . <Ю
t*tr л

Если /У/(£)>  некоторое решение, то ЪС(%)/Ч'М'? 
также некоторое решение, т .е .

^ ( й ( § ) № > )  = Н  й ( § ) ! П Ф , <*)
Пользуясь тем, что -  произвольное решение, получаем опе­
раторное уравнение для У (§):

<5)
c/'t

а Последнее означает (см. уравнение (2.20) ) ,  что операторы 
llty) группы симметрии Gc Ы &  G )  являются сохраняющимися ве­
личинами. В частности,

£  <  т и  й с э ) / г м >  = о .
Если группа Q  дискретная (как в физике молекул и твердого те­
ла), то с унитарным оператором Щ$)  можно связать наблюдаемые

Щ  “ в (Ц :д
% ( $ ) =  A W  + ‘ 6 № < <6)

где
1 ГУ

А ^ - Л  .
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Операторы А(^) и 5($) будут очевидно сохраняющимися.
Если группа Q является группой Ли̂  то линейно-независимые 

интегралы движения, представленные самосопряженными операторами 
можно получить, переходя от группы Ли к алгебре Ли £ . , т .е.по­
строив операторы

А  1{УУ= ~ суУ 1У ( ?  (7)
к ч

Из (5) следует аналогичное уравнение и для оператора А к :

£ + с [ Н , А Л = о , и
jutл

т .е .  -  также интеграл движения.
Между интегралами движения и свойствами симметрии уравнения 

(I*) имеется тесная связь.
Имея в виду, что алгебра Ли однозначно определяет односвяз­

ную группу Ли (универсальную накрывающую всех локально изоморф -  
ных групп Ли), будем работать с (самосопряженными) инфинитезималь- 
ными генераторами операторов 'U(fy) • - л

Получим важное для дальнейшего соотношение. Пусть А к -  ин­
теграл движения, тогда

= ° >

откуда имеем, что __ л
< щ)!AJ АФ + <^ + < Ш А А к  I Ш) У = 0. (э)

•  Л
Так как / У(ИУ — ~ с  Н I VIA 7  . то из (9) имеем:

i < m i H  a ,  i m y  + < т и к / т у  ■+- 

+ i - i K m i A *  н / т у ^ о .
(Ю)

Если /rf , то

<  т )  l ( i y + i [Н,А < ]  № ) >  = 0  • Ш )

Дпа выполнения (I I )  достаточно потребовать,чтобы
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л В алгебре (вообще говоря, бесконечномерной) всех операторов 
{ А ку  полезно выделить две важные подалгебры Go и (г ,

1 . В алгебру G  отнесем все те операторы , которые
тождественно коммутируют с ~ Н |

[ ( $ - Н ) , 1 ]  = 0 .  т

Будем называть алгебру G& (и отвечающую ей группу G 0 ) алгеб­
рой (группой) точной симметрии уравнения Шредиягера (употребляет­
ся также названия алгебра инвариантности и алгебра "вырождения" 
энергетических уровней системы).

Для пояснения смысла названий перейдем к рассмотрению ста­
ционарной системы и представим

/  f ( t j >  -  / ^ е >  ‘ t l  . (14)
£

Бели операторы л* явно не зависят от времени, то

[ Н , А к ] - 0 .  -  (15)

Следовательно, гамильтониан и все генераторы из имеют 
общий набор собственных векторов и все векторы, отвечавшие фик­
сированному собственному значению Е можно рассматривать в ка­
честве базиоа унитарного представления группы G0 . С другой 
стороны, перечисление всех неэквивалентных унитарных неприводи­
мых представлений группы Go соответствует классификации всех 
возможных энергетичеоких состояний, при этом размерность пред -  
ставления, очевидно, совпадает о кратностью вырождения энергети­
ческого уровня Е  мультиплета. Инвариантные операторы группы 

Go (в соответствии о леммой Щура) позволяют провеоти "нумера­
цию" линейно независимых векторов состояния в мультиплете, т.е. 
собственные значения операторов Казимира задают набор "спектро­
скопических" квантовых чисел.

2. Алгебру _£г построим из тех операторов, которые комму­
тируют о оператором i'Gl -  Н лишь на наборе решений уравнения 
( I * ) .  Такие операторы одно решение уравнения переводят в другое 
(в общем случае линейно-независимое) решение.

Еще рае рассмотрим стационарный случай. Цуоть /!^> решение 
уравнения {£ -  Й) I УеУ = О , тогда

= 2  Се , ! * >  ,  Об)
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т .е .  оператор /4К действует как оператор "сдвига" энергетиче­
ского спектра гамильтониана, т .е ,  переводит состояние, принад­
лежащие одному уровню энергии, в состоянйе с другими энергиями.

Алгебру G (группу G ) будем называть алгеброй (груп­
пой) динамической симметрии [38 } 36 я, 42 } 43] системы.

Для стационарных систем такие алгебры называют также ал­
гебрами, генерирующими спектр [36б1 и алгебрами неинвариантно- 
сти [36в].Для нестационарных систем, когда энергия не сохраняется, 
используется название: алгебра, генерирующая состояния.

Ясно, что имеет место включение: (?с £ ,  , т .е . алгебра
точной симметрии является подалгеброй алгебры динамической сим­
метрии.

Алгебра £« для квантовой системы определена однозначно.В 
большинстве случаев (для связанных состояний) она является ал­
геброй Ли некоторой компактной группы ( SU(Ы) -  для Д/ -мер­
ного осциллятора, S0(4) -  для атома водорода).

Алгебра (г определяется неоднозначно. Сформулируем некото­
рые требования к (Ц , которые в простых случаях позволяют за­
фиксировать её. Прежде всего потребуем, чтобы в пространстве ре­
шений уравнения (I) реализовалось унитарное неприводимое пред -  
ставление группы G .  Поскольку большинство интересных физиче­
ских систем имеет бесконечный спектр, то группа G  должна быть 
некомпактной (ом. § I ) .

Полезно потребовать также, чтобы Ga была максимальной ком­
пактной подгруппой группы G . Последнее резко сужает набор воз­
можных групп динамической симметрии.

Заметим, что с этой точки зрения группа Галилея является 
группой динамической симметрии свободной квантовой системы, т .к . 
генераторе галилеевских бустов К не коммутируют с гамильто­
нианом и тем самым изменяют энергию системы. Группой точной сим­
метрии свободного уравнения Щредингера является группа Е(5) .

В работах £39] было показано, что группу Галилея можно рас­
ширить до 15-параметрической группы, содержащей дополнительное 
преобразование

также являющейся динамической группой симметрии свободной системы. 
Обсудим теперь задачу отыскания явного вида интегралов дви-

& L .( n - d t )
(44)
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жения для стационарной системы. Рассмотрим оператор видя

А к ( * , & , * ) =  В ( * . ± ) / Н )
Л t -с£п & I

Функция А к ( / t i  М У е )  должна удовлетворять уравнению 
Шредингера при любых /г

t- 1  ( f i t )  ь" в  I t  МУ = H Bit (*)yf( t )L ' lE'  \  (45)

последнее уравнение можно переписать в виде:

Н8 I Км> =  ' *  [*■  е " Е' S' W  м >  <«>

(при условии, что f ( t ) ^ 0  ) .  Откуда видно, что функция
& /  -5в» ( *  должна быть пропорциональна собственной 

функции (х)У оператора Н с собственным значением:

D11 \ -  l (Ью -  j тг t
откуда f ( ^ J  — £

Поскольку f i t )  не может зависеть от квантовых чисел юъ /ь 
то £Г^_ = д  f  . Заметим также, что оператор

в этом случае будет совладеть с гейзенберговским оператором^
Лк ■ У~'Ак У. ? где 2 / -  оператор эволюции. Оператор /1Я

повышает или понижает значение энергии на постоянную величину д£. 
Это означает, что,по крайней мере,часть энергетического спектра 
эквидистантна.

Для систем с более сложным спектром необходимо использовать 
интегралы движения более сложной структуры.

Легко показать, что
f  н Д >  * Е Д , ;

беря эрмитовое сопряжение, получим:

[  Н  , А К ]  -  -  А к . (48)
А л /  11

Исходя из тождества Якоби можно увидеть, что [  Н.[ Ак} \ — О,Г /V  ̂  ̂ , д  ̂ \ Л
4 ,  А к j = ( Н ) C j)  t Где -  генерато­

ры группы точной симметрии (т .е .  L о ) .  Удается
ли на таком пути сконструировать алгебру Ли»зависит от вида функ­
ции FK.
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В том случае, когда спектр гамильтониана И  известен как 

функция главного квантового числа /г можно применить следующий 
прием [37 J : Н и С— при действии на состояния / % (^)У дает 
собственное значение E h • Уравнение Шредингера преобразовы­
вают к такому виду, чтобы оператор имел спектр, линейный 
по главному квантовому числу п, . Если для нового уравнения 
удалось найти интегралы движения и группу динамической симмет­
рии, то выполнив обратное преобразование можно найти интегралы 
движения и группу динамической симметрии для исходного уравнения. 
Оператор Х> ,  выполняющий такое отображение,можно найти, если

/ № ,* )>  -  Г  С, / £  (+)> *
решение уравнений Шредингера, то функция ^

~  ^  Сп !% 1 х )У  t l п  

должна быть решением преобразованного уравнения.

Задача 20. Показать, что оператор &  является оператором 
изменения масштаба времени и имеет вид.

$ =  <49)
где

d ( H )  I % ( * ) > =  ' Ь !% (* )> .  (50)
А  Л \

Для построения оператора л{Н) необходимо знать явную зависи­
мость энергии Еп от главного квантового числа. Б работах [З?] 
этим методом были построены группы динамической симметрии гармони­
ческого осциллятора и двумерного и трехмерного атома водорода.

Построим, следуя [36а], (см. также обзор [зз] ) группу динами­
ческой симметрии гармонического осциллятора, описываемого гамиль­
тонианом: Л

Д  = + 1  -  tCJ  ( а +а  + 1 )   ̂ (51)

где

f a I V s * - f a ? )  > 1 •

операторы рождения и уничтожения (см.,например, [ l3] ) .  Собствен­
ные векторы гамильтониана имеют вид

) Л > =  р ’ ю у  , (52)
\п\
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где &ID> ~ 0  (т .е .  / 0 >  -  вакуумный вектор).
Легко проверить, что

с~ ^ д "I А
[Н , а ]  =-£ и  (53)

[_ Н  , <Я+] CL .

Рассмотрим операторы

J [ + = -  / Щ 1 а.*- ; М - ’е а / Я ' А ,
л л л < 

я * я  + {  ;

которые удовлетворяют коммутационным соотношениям,

[ М о , М ± 1  ; [
и являются генераторами алгебры ■Л
Матричные элементы операторов М 0 , ^ ±  '•

Л

<  W1 I I НУ — (  ̂+ i ) % ntfu 1 (g^j

<  wi I vU + IпУ ~ -  ( n + 1) n+1 •

Л O'
| М ~ ! н У ~  h* ' O m t n - 1.

Л  A *

Оператор Казимира u^o [ M 0 + 1) +M -  M<. имеет собствен­
ное значение . Это говорит о том, что в пространстве реше -  
ний гармонического осциллятора реализуется представление диск -  
ретной серии накрывающей группы S U ( b О . В  принципе, если из­
вестна динамическая группа (или алгебра) квантовой системы, то её 
изучение полностью восполняет всю информацию, содержащуюся в урав­
нении Шредингера. Другими словами, квантовая механика может быть 
полностью сформулирована на языке теории групп.

Рассмотрим теперь построение групп точной и динамической 
симметрии на примере атома водорода.

Зв). Атом водорода

Уравнение Шредингера для задачи Кеплера (атома водорода) име­
ет хорошо известный вид:

Н  ~  (зГ  Р ̂  i )  V S ( X )  = Е  ( Y )  <55)
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Здесь Ы = -  j г*„/х,*+^г+х/- > Е -  энергия в системе 
центра масс. t y S(x) -  ЩредингероВская волновая функция.

Известно, что очевидная группа симметрии уравнения (55) -  
группа трехмерных вращений, пороидаемых операторами углового 
момента: Л

L  =  С  *  * р З  (56)
не объясняет "случайного" выроздения по & энергетических 
уровней. В.Фоком и В.Баргманом (см. [40 ,4 l ] ) было показано,что 
группой точной симметрии атома водорода является группа
S0(4)~ $0(3)&SO(3) , генераторами которой являются операторы

-2^
(46) и так называемый вектор Рунге-Ленца А

Н у [ г *? ~ р "1 ]  + <57)
— > • —у

т . е .  операторы ^  и w  являются генераторами неприводимого 
представления группы S0(4)  для фиксированного значения энергии 

Е (дискретного спектра).
Зятгдча-21. Проверить, что

' =  ~ ° -
Если вмеото операторов L  и И  ввести их линейные комбинации

то

Неприводимое представление группы S 0 (4 )  фиксируется двумя 
квантовыми числами и * задающими собственные значения 
операторов Казимира X* и X2 :

К Г т -  <60,

j i  = 0  Л  i  V ”  ^ = ^ 2 ’

=  , L - J f - i t - f c - O A v . )

то j i =} i =]  ,  Кроме того, справедливо операторное товдество:

Й -  -  ■ <60,



Для уровня энергии Е п  получаем
£  -  -  ,  п  =  2 j +  1  (ад)

Я £  „ 2. ' *
Таким образом, уровню энергии атома водорода с главным кван­

товым числом !Ь отвечает неприводимое представление £) °ir <g> 2) х
группы S 0 ( y )  ~  S 0(5)  ® S C ( i ) , а его размерность 
(т .е ,  кратность вырождения уровней) равна п г= (2 j  t l )  2_

В случае сплошного спектра Е>0  задача Кеплера имеет сим­
метрию группы Лоренца (на состояниях рассеяния с фиксированной 
энергией реализуется унитарное неприводимое бесконечномерное пред­
ставление 2)fo ,  главной серии группы 1) ) .  Для со­
стояний с Е  = о имеет место симметрия однородной группы Галилея 
[ 4 0 ] .

Перейдем теперь к построению алгебры динамической симметрии 
атома водорода. Поскольку энергетический спектр атома водорода
не эквивалентны , то не существует повышающих и поникающих опе­
раторов простой структуры.

В работах [45,46J указан метод построения повышающих и пони­
жающих операторов, основанный на следующей процедуре: умножив урав­
нение (55) на " I  " слева, получаем

(г А г  _  *  -  г  Е )  V  -  О . <64)

Можно показать, что
[  г р *  , г ]  = -3.L ( x  p - c ) i  
[  r p  - С,г]  -  - i f ,  
[  у f - l ,  г р г] =  L г  р 2- .

Задача 2 2 , Показать, что операторы

8 ,  = Ц г р ' - г )  ; 4  = ?■?-<■ ; В , - И * Е  + г)

удовлетворяют коммутационным соотношениям алгебры ~
причем оператор 80 порождает компактную однопараметрическую 
подгруппу и имеет дискретный спектр, а В, я В2 -  некомпактые 
подгруппы гиперболичеокях^поцоротог и^имеют непрерывный спектр.

Дополнив^операторы В1, и В0 генераторами группы сим­
метрии L и А , можно убедитьоя [4д] , что замкнутую алгебру об­
разуют следующие 15 операторов ( л , (
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L Lj  =  GcjK L

Lc4 = - J  * i P * +  ft  ( x - p j  + i  =  И- ;

L ls- = - i  *c P 4 + Pi - 1  *cl (65)
Ai *  ■= ~ r  p i -  

- x p - i  -

^  -  i  г ;  = *,  ; 4  = i  ( г р х+ г ) *  B 0 .
'>

Операторы Z.rtf удовлетворяют коммутационным соотношениямr  Л Л А.
[ ^ а £  /  ^ а с ]  ~  ~  $ л а .  £  g c  > (6 6 j

._  - /  -  <̂ й «  t а , £ = 1 j  ■■■ t

< r a i  ~  I  +  Х Л1 / я,€ = ,̂6
и являются генераторами унитарного неприводимого представления 
группы S O (4 ,l) ( максимально выровденвый дискретной серии), кото­
рое удается связать с достояниями атома водорода. Из (65) и (66) 
ясно, что операторы Lu ~ L3 , L3 y = А , и LS6 -  Д , образуют 

коммутативную подалгебру.
/ Рассмотрим базис / « 1  , построенный из собствен­

ных векторов этих трех операторов:
t ^ l  » x , » * j » 0 =  (б7)

Z-Зу I Пл,Пг. J mJ  = ( n1~^z)l п1, иь  т):

Задача 23. Проверить, что в параболических координатах / ,  У
х 1 = /Тч (#>У ; Х^ = \[7\

* 3 = i t t - t )  ;
векторы \ни Пъ-,м') заданы в виде:

<  Д  ? , у /  ^ , " 0  =  ( К Ь У ’)  =  (68)

”  H+1 в )  F ( 'hг
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F(a,c', г)  ,  вырожденная гипергеометрическая функция. Здесь %:П т 
-  "групповые" состояния, нормированные следующим образом:

( 'n , \ n l }m'l и, п, т )  - f a x  Уп,п ,т [ г ]  ~

Показать, что нормировка свесом г  необходима для само­
сопряженности операторов из (65) и вычислить нормировочные мно­
жители Х , я 4т . .

Задача 24., Показать, что Щредингеровская волновая функция 
атома водорода в параболических координатах [4l] т
и Ч1 г* связаны соотношениемI n,nL т  ̂ Л

(и я  Г 1 ] £  л LL^a7n-]Li/ s  ф  £■ <7°)
7 ~ i r  L а г1J ^ / п , п г т*.1 ntrtLM fn Ц 0  П J '

Здесь -  боровский радиус £41].

Указание: Использовать_тождество £ *' V̂ (x)  =
и тот факт, что 7 '  7* =  iX  р = с -  1 ,

Матричные элементы некоторого оператора F  по состояниям 
V s  и « связаны следующим образом: л

( П 7 *  г  y t  е~ *' *  Ai
J  'n;n<rn‘ п,Пг.т Q0)  n'n'm' Z r  *

V 6’ Jx=rn,nl nI

° A A
Здесь учтено, что Z = / л  и введены обозна-

t&„LVS- £

чения
1 П , , Пг , 1 п >  -  j i  е  '!* ,»*" > )  ,

В подходе, основанном на динамической группе SD(4A) можно пля­
сать как связанные состояния, так и непрерывный спектр задачи 
Кеплера. Перепишем уравнение (64) в виде

f ( £ - E U «  +  <64)
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Рассмотрим поворот в плоскости (45): 2 а /

е ' * 9 1<’Щ  - е М «  + ( £  * Е) /.„  ■- е е

= / f ( f ,  B l U  + [ ( £  + B ) d  f>t <72>гГ ’ «2/. 'V  ^ 2 A

+ ( ± - E ) d e ] L J  ( - ' e * ’r r *  = 0

Из (72) ясно, что выбором утла поворота 9  нржно обратить 
в нуль множители либо перед либо перед 2 ^  .

Если Е < 0  (дискретный спектр), то выбирая р= gnot-L̂ Lf*
получаем из (72): ^

( -  2r  Е ) z  h  -  уи

Если Е > 0  (непрерывный спектр), то выбирая /9 -л гс^ ( ^ т ~ ' )
и обозначая собственное значение оператора L V(> через ^ полу­
чим ±

( г / . Е ) * > / =  s - *  — *

Соотношения (73),  ^(74^ показывают, что алгебра S  0(2/1),по­
рождаемая операторами In ,  4ге является алгеброй генерирующей 
спектр атома водорода.

Существование в алгебре (65) оператора дипольного момента
V  (  -  2-iv + L is )  позволило применить S № 2 )  -  группу

для расчета целого ряда конкретных эффектов взаимодействия с 
внешним электромагнитным полем [38, 48]. Например, в работе 
Фронодела [49] был рассчитан комптон-эффект на связанном элект­
роне без использования дипольного приближения, однако,ядру при­
писывалась бесконечная масса. S 0(2,1)- симметрия радиального 
уравнения атома водорода была использована в работе [50] в зада­
че о кулоновской поляризации вакуума.

Зв). Когерентные состояния квантовых систем

В работе [5 l]  А.М.Лереломовнм была введена концепция "ко­
герентных" оостояний для унитарных неприводимых представлений
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группы Ли Q , которая оказалась тесно связанной с методом групп 
динамической симметрии и проблемой квантования классических сис­
тем на однородном фазовом пространстве О- ( т . е . ,  допускающем ко­
нечно-параметрическую группу канонических преобразований). 

Рассмотрим неприводимое унитарное представление Т ( $ )

д . *  G  —  T ( f ) / m ) >  = I *  ( } " } ) > ,  (75)

где № ) >  е  Ж  , { ^ л )  -  однородное пространство с

группой преобразований & . Пусть (%У некоторый фиксированный
вектор в Ж  , и

/ ^ >  = f t } ) I K >  №)

Два таких вектора / У /  и !%УУ  описывают одно и то 
же физическое состояние, если ,

-- «■'“ / * ' , , >  , / « / = • * .  
последнее может быть только в том случае, если

Т 9 , ) / / « >  .
Если Н *— G- и для любого А  * н

Т ( А Ц % >  =  (77)

то Н  будем называть стационарной подгруппой состояния /  ^°У.
Ясно, что вектору /  У  (с точностью до эквивалентности) 

можно поставить во взаимнооднозначное соответствие точку фактор- 
пространства JH  =  / - / \ С -  ■

Системой когепантяит состояний типа [  Т О )  , W > J
называется система , 1 Ц >  = т ( » м у  , где обе­
гает всю группу G- . Пусть / /  -  стационарная подгруппа состоя­
ния 1^0У . Тогда когерентное состояние 1 ^У  определяется точкой 
*=: х($)  фактор-пространства H\G-f  соответствующей элементу ^  

Будем использовать обозначение

/ < £ >  =  е ‘* {*}1 х У  , / Ю = / 1 » .
Легко убедиться в том, что если Н -  инвариантная подгруппа век­
тора / 0 >  , то ЮУ собственный вектор всех генераторов пред -  
ставления группы Н .
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Выпишем некоторые свойства когерентных состояний

/ Х> -  еГы ц )  Т ( 9 ) Ю >  • _
Подействуем на состояние / х у  оператором I ($■') -

Т  /*> = e ’ u ( * ) f ( s ' )  f ( 9 )  t o y  =
=  e W W / x ' y ,  (78)

где f y '-X  определяется законом действия £  на Н \ & .

Здесь J1 ( $ ' , $ )  -
Скалярное произведение двух когерентных состояний можно вырат- 

зить через среднее значение оператора представления в состоянии/£>

i[°t(9i)~ . | rr^/a- 1n ) I п'У

Задача 25. Показать, что множество всех когерентных состояний 
полно (имеет место "разложение единицы"):

5  = 1 ,  (8о)
Н\С-

где d  и(х)  -  инвариантная мера на фактор-пространстве
т . е .  о! и(а • х )  = o l ( х )  , "нормированная" условием

/<  o l x y i z dj*(x) = 1  
указание: попользовать лемму Щура, т .е ,

Т ( $ )  f j /C x )  I х > < х \  Т ( $ ~ ')  ~  р ^ л ) | х > < х , .

Произвольное состояние / Р У  можно разложить по когерентным:

I V > =  J j f ( x )  ' ¥ ( * ) ! х > ,  (81)
Н\С-

гда У ( х ) ~  < Х 1 * >  ,=

Аналогично:

/ * '>  =  j j f d Q  /Х><х/Х'> =  j d / i x )  К ( х ' , Х ) 1 Х > ,  

н\с-  ^  н\с-
т .е .  система когерентных состояний переполнена.



Задача 27. Показать, что ядро КЫ'^У)  является "самопро- 
изводящимся":

К [ у ' , * ) =  f J j > l l ) K < 4 )  К ( » , * ) .

Рассмотрим частный, но очень важный случай нильпотентной л 
грушш Гайзенберга-Вейдя Wi . jvj имеет генераторы I
со следующими коммутационными соотношениями (см.§ 2)

[ ( , ? ] *  i t ,  (82>
А / А  1 ^  ^ ^  ~1"  /  / Л

если ввести операторы + ^ ■= ^  ( ^  ~ 1РЛ

то коммутационные соотношения имеют вид:

f  a , a  + J  =  I .  (83)
Л А+

Операторы (Я и (Я эрмитово сопряжены друг друту* Оператор 

х =  f  I  -  <• ( o ( d + ~  й  & )  (84)

является самосопряженным, если t  & R .
Оператор exp ( i 3t)  в этом случае задает унитарное пред -  
ставление группы Wi ■ л *

&хр (с i t )  = <̂ Х/> I )  Т  Ы ) г  (8 5 )

Т  (<=() = вур (<* ~ а )  •
Задача 2 8 . Доказать формулу Бейкера-Хаусдорфа:

А  л  ^  А  л  А  А

е А <* = е , (86)
Л  А  ^  -1

которая справедлива, если [ A [ A , S l ]  =  [ e [ A ,  8JJ .
Проверить, что закон умножения в группе Wt из элементов 
определенных в соответствии с (85) имеет вид

и Г ( - 6 , ы ) =  U f ( i ' + t  + Т " ( 4 ' £ ) 9 <*■'+<*) (87)

Операторы Q , R +; I  действуют в гильбертовом пространстве^, 
в котором существует вакуумный вектор ЮУ :

Q IОУ =  0 , < О Ю> = 1 (88)
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Векторы //1> , определенные согласно формулам 
( а +) п'

I П >  =  / 0 > .  (89)
<чр \1 Л <

образуют в л -  ортонормирований базис с хорошо известными свой­
ствами (см. .например, [1 3 ]).

Построим теперь когерентные состояния для группы W\ . В ка­
честве вектора I К  У  выберем вакуумный вектор /0 '/ ж получим мно­
жество состояний: Л

/ о<> =  Т  (<*) I 0 >  . (90)

Состояния (60) принято называть Глауберовскими, т.к.  многие важ­
ные свойства этих состояний были изучены в знаменитых работах 
Р.Глаубера [52]  (см.такие [ьз]).

Справедливы соотношения:

h  - о  V r t ;

<о< / j 3 > =  ( Ы\^+ ipi* -  2 и / s ) J  ;

J e/уМ М )  / < 0 < ° 4  -  X  j e i t j* l? < )  d  Ы - j L J u ,  d  o (j_  j  

С ' ^ = ex’,  +  to ^2  .

л - fл . I A 1-n I ,

(91)

(92)

(93)

a I o(> =: <Л I c t y  ) Т(Ы) а  T  ( ы ) - а - о ( .  (9 4 )

Задача 29. Проверить формулы (91) -  (94).
Указание: привести оператор Т  ( ° 0  к "норыальной"фор-

f  Ы) = (95>

Система когерентных состояний Глаубера широко используется 
в оптике для описания когерентных свойств лазерного излучения.
Они применялись в теорш диамагнетизма Ландау (см, [54]), расчете 
радиационных ширив уровней Ландау (синхротронного излучения [55]).

Рассмотрим теперь когерентные состояния для группы SU(Z) . 
Напомним (см.§ I ) ,  что алгебра S  Ш )  определена следующим об-

= , с \ Д ] = Д .
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 ̂ ~h

Для унитарного представления 3 ) ^  •' (У -)  ~  
и определяет собственные значения оператора Казимира У ,

Выберем в качестве фиксированного вектора /£)> в представле­
нии й J вектор / 0 >  =  1 }> ~ }7  , для которого

1 / J r j > = 0 - <96)

Стационарной подгруппой этого вектора является группа вращений 
вокруг оси х3 . Действуя на IJ - j>  оператором поворота

R (&,!?)■- (-с в У х )  =  9 ( b h У-11 - < ы У - $ ) ]  =

=  е * р ( Т  -  T  3 - J  ,  r - ' f  *  ; <97)
,

получим искомую систему когерентных состояний,
А

/9,У> z l K y  = / Г >  =R(&, ' f )  ' l j ' , - J >  . <98)

Л- -  единичный вектор с угловыми уоорцинатами <9, У7 , получав­
шийся из вектора ^о = ( °, 0 1 )  в результате по­
ворота R (e ,y )  ,

Когерентное состояние /Л*)* определяется точкой фактор-про­
странства U(1)\SI/(Z) , являющимся двумерной сферой (единичного 
радиуса Д ) .

Задача 30. Представить оператор К(9,У) в "распутанном" ви­
де: л . *

R (<?, у ; =  **р(У У + ) е*р (&  ( и  m l)  i )  У  3 ) } (99)

показать, что j  =■ —  'kfrl'FI ~ I  ’
(100)

Формула (90) устанавливает стереографическое отображение 
двумерной сферы на плоскость С  • Используя (89), получаем 
сиотему оостояний . У

/У? = R(W)ljrJ> = ( и /j-/*)} е . ^  ~ (ют)
_ 1 

( ш -
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откуда
^ • j

< ]■ / X -  ( 1 + Т ч ) 1Л(1+ Ш *)~*(1 + М 1) . (102)

Группа S U ( i)  действует на С  как группа дробнолинейннх преоб­
разований (см„§ I )

И ' )  = ~4, и = ( %  о ш ,
J  -  уз /  ■+ Ы 1 Р  <*■ /

Действуя оператором T fw j  на состояние • / / > ,  вновь получаем ко-

(104)

герентное состояние

Т ( Ю П >  =  е , < е П - У  ■

r =  г г ' г  =
;  '  /  / +  *  •

Задача 31. Показать, что нормированной инвариантной мерой 
на С  (относительно преобразований (103) ) является

«/а м  = . £ 1 —
J  r  ( н  т л)

и имеет место разложение единицы:

^  J i X ^ i  =  I  - (Ю5)
зг ^ ( u i r i V

Когерентные состояния группы SU12-) использовались для 
изучения статистической суммы квантовой системы спинов [бб] . В 
работах [57] они применялись для описания взаимодействия излуче­
ния с ансамблем двухуровневых систем (модель Дике). В работах 
Д.А.Шелепина и Т.М.Махвилацзе (см.обзорные статьи в [47а) и б)] ) 
строились иные когерентные состояния углового момента (гдауберов- 
ского типа) основанные на представлении генераторов группы 
через бозонные операторы рождения и уничтожения двух сортов:

4 =  i  , X  , i = X +X  •

(Аналогичные представления (через бозонные операторы ^  -сортов) 
существуют и для генераторов группы S U ( №) ) .  Такие состояния 
использовались при изучении когерентных кооперативных эффектов в 
многоуровневых молекулярных и атомных системах,

Тот факт, что для одной и той же квантовой системы можно 
ввести обобщенные когерентные состояния разного типа не должен 
вызывать удивления, поскольку для описания системы можно исполь-
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зовать в качестве базиса любые полные наборы векторов состояния. 
Один такой полный набор ничем не ввделен по сравнению с другим,
В различных конкректных физических задачах могут быть полезны 
разные когерентные состояния.

Рассмотрим теперь кратко когерентные состояния для дискрет­
ной серии 7 +  группы S l / f i ,  1) /Z z .  ” группы движения пло­
скости Лобачевского (круга единичного радиуса комплексной плоско­
сти, см.задачу 6) [5 ll (здесь к(к-1)~  } l j +1)  -  собственное
значение оператора Казимира группы S (4(1,1)).

Представление 7 ) к удобно реализовать в пространстве 
-  пространстве функций голоморфных в { / ? / < / }  и удовлетворяю­
щих условию Ц^ Кк<  > где

| / / / , 2 =  /  ^ ( г ) = ) ^ /(1 0 6 )
* /г /<1

к г t  * Р ))
Действие операторов Т  ( р  ( /"* [ ̂  j  JJ задается форму­
лой: ' _

[ Т к( з )  Л ( *> = ( 7 ** S 1 . « д а
Легко проверить, что функции

/ .  w  = |Щ т т  ^  ° - -  (1№)

образуют ортонормированный базис в . Выберем в качестве
/% ">-= /о  = i  и действуя на него оператором Т  ^получаем 

систему когерентных состояний:

T k( j ) I Voy_= ( - } Ъ  + о1)~2к = е 1<Р(Ц (?) ,  (109)

/ = +  ^  у =

f ; ( z )  = ( i 4 t i ' ) k - ( i - t * r * *  шо)
Стационарной подгруппой вектора / 0= 1  является группа Л#?). 

При атом фактор-пространство l/(i)\SH (1, 1) ~ s O(2)\oU ,l) можно рас -

сматривать как плоскость Лобачевского ^ /  ’ 1У1< 1 ) .
Каждой точке /  круга единичного радиуса соответртвует ко­

герентное состояние (fy .И з  (НО) следует, что разложение коге­
рентных состоящей по ортонормированному базису имеет вид

( 1 ~ Ш г) к Г  & (*)& (*)■  (I II )
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Имеет место разложение единицы

( $ ) > % > < - Ц1 ;  ( П 2 )

J / 4( f ) =  ( 1  -  i $ i l )

к. I/ - lie
K V f  I = t t i V  ( 1 - ! ^ г)  ( 1 -  У ? ' )  . ttI3 )

Когерентные состояния на группах Ли оказались весьма важны­
ми в методе так называемого "геометрического квантования" [19,21], 
в котором параллельно с квантовой системой рассматривается соот­
ветствующая классическая система, обладающая той же группой дина­
мической симметрии. Оказывается, что когерентные состояния осу -  
ществляют "переход" от классической теории к.квантовой наиболее 
естественным образом -  они являются квантовыми состояниями наибо­
лее близкими к классическим. В этом смысле построение когерент­
ных состояний завершает процедуру квантования.

Бели для квантовой системы построены когерентные состояния 
группы динамической симметрии и оператор эволюции при этом явля­
ется оператором представления этой группы, то квантовую динамику 
можно сформулировать на "классическом языке" (см.также [5 4 ]).По­
этому метод когерентных состояний по духу близок Фейнмановскому 
подходу к квантовой механике -  континуальным интегралам по траек­
ториям.

§ 4 . КВАНТОВЫЕ СЖТЕШ С ЭКВЦДОТАНТНЫМ СПЕКТРОМ

В предыдущем параграфе было отмечено, что в случае систем с 
линейным спектром группу динамической симметрии часто удается по­
строить в явном виде. Здесь мы изучим некоторые из таких систем 
и применим метод групп динамической симметрии к анализу ряда физи­
ческих эффектов.

4а). Линейные канонические преобразования и 
динамическая симметрия осциллятора

В § 2(в) мы видели, что множество всех классических наблюда­
емых порождает бесконечномерную группу канонических преобразова -  
иий Л ч ^(З -)  фазового пространства XI . Если в JvA(Q.) мож­
но выделить некоторую подгруппу & (группу Ли), транзитивную на 
XI , то G можно назвать группой динамической симметрии клас­

сической системы, так как такая группа будет отображать тваектории
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системы друг в друга. Существует мнение, что в этом случае груп­
пы динамической симметрии квантовой системы и её классического 
аналога можно выбрать совпадающими, т .е . ,  чтобы в пространстве 
состояний квантовой системы действовало унитарное неприводимое 
представление группы динамической симметрии классической системы. 
Проведем подобное построение для гармонического осциллятора.

Рассмотрим одномерный гармонический (классический) осцилля­
тор, функция Гамильтона которого имеет вид.

(пользуемся для простоты системой единиц - ^  = 1 .).
Классические наблюдаемые р  и 1  образуют классическую 

алгебру Гайзенберга-Вейдя к/< :

Рассмотрим вещественное неоднородное каноническое преобразо­
вание

У к азани я; Рассмотреть в группе матриц S I (2 ,R) следующие
ОДНОПОТЧОМА>р™1 а а ' ' т™ А ТТЛТТ-ПГЧТГГГТТМ

Н ( % , р ) = (I)

(2)

Легк
димо и достаточно, чтобы а о! -  ■£ с = ± , т .е .

' V ,  Р ' Ы яеобхо-

(3)

Задача 32. Показать, что наблюдаемые

Р являются генераторами преобразования (3 ) ,  причем К0, Кл ,Кг. 
образуют алгебру Ли группы S t  (г,Ю ~ £/>(*/*),
скобкой Ли, в которой являетоя окобка Пуассона:
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I  0 3  J  Sih  £  \

Л 0 (T) ~ ( _Лп r  . у  и использовать формулу

(2 .2 5 ).
Итак, линейные канонические преобразования, сохраняющие 

скобку Пуассона {% ,р}  определяют в фазовом пространстве гар­
монического осциллятора группу Tz 0  Sp  (2, R-) . Группа тран-

..сляций T z  порождается генераторами ср и р  . Так как скобка 
Пуассона {  f ,  Р) -  /  т6 о , как должно быть в группе трансля­
ций, то при переходе к квантовой теории (как и в случае группы 
Галилея) необходимо провести одномерное центральное расширение 
группы Т 2В  Sf> (2,/?) , что дает полупрямое произведение:

Wi в  Sj> (2, R) .
Задача 33. Показать, что закон группового умножения в груп­

пе Ц  В  S p (2,R) имеет вид
( » : Т ' , л ' )  ( в , г , л ) =  ■ л „

= ( е ' + е  7 7  <6>

м е  f =  ( { )  ,  X  =  1 ° ~ о )
В квантовом случае операторы

к . ’ Ц п + i p )  <4,)

являются самосопрякенвши генераторами группы

ы ' [ «•>
л л

Перейдем от операторов р  к операторам рождения и унич­
тожения <£+ . CL и введем ноше операторы:

л . *  \

к ±  = ± < Л
после чего коммутационные соотношения ( 5 0  принимают вид:

. [ * ♦ - £ ] - •  Ч  . (7)

Оператор С = /(о2, ~ Ki ~ К 2 ~ К0 ( К +1) + К. К+ является 
оператором Казимира, д. д
Явный вид операторов К0 и К+ также легко находится :

f c - i  U ^  + a . i +)  , k t ~- j - ( d * l \  К .  = i  л 2 . <e>
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В гильбертовом пространстве гармонического ^осцилля­
тора с базисом £/»’>} (см. (3 .5 2 ))  оператор Казимира С имеет 
собственное значение равное -  З /^  . Будем нумеровать представ­
ления группы SU(1,0 ^Sf>(2iR) числом к :

С  =  . о )
Видно, что в случае гармонического осциллятора /= ^  и ~ к 
Состояния с четными квантовыми числами п. образуют пространст­
во неприводимого представления 7 ] /у , а для нечетных 7]

Строго говоря, эти представления являются представлениями уни­
версальной накрывающей SU(1,1) ~  (напомним, что
группа 0(2) -  подгруппа групп УЦ(1,1) , ty(2/R) и т .д . бес­
конечносвязна). В случае гармонического осциллятора достаточно 
рассмотреть группу, подучающуюся из двух экземпляров групп 
( Stt(hO  и т .ц .)  соответствующим образом склееных £58] . 
Если к операторам K0l Kt  добавить генераторы группы Гайзен- 
берГа-Вейля я, & I  , то в пространстве состояний гармониче -  
ского осциллятора будет реализовано представление алгебры Ли 
группы Ц  3  ^ p i z)R) , которое является неприводимым.

Итак группу Ц  0  tyOiR) МОдно использовать в качестве груп­
пы динамической симметрии гармонического осциллятора.

Рассмотрим обобщение на многомерный случай (для определен­
ности положим Л/ = 3 ) .  Гамильтониан трехмерного осциллятора за­
пишем в виде

i ) .  (I0)
Л

Операторы £?к удовлетворяют коммутационным соотношени-
ям:  ̂ А ал. л

^ к е ' 1  > [Я *  , в с ]  = С а « > Я ? ]  =0  (XX)

и определяют алгебру й£з
В гильбертовом пространстве существует общий вакуумный вектор 
jO y  . такой, что

< О Ю > = 0  , <2К IО У  -  О , к*  1,2,3

Векторы ( « Я У Я ' ф ) *  ,
U n j y  = Л и ,  и3у  = - ----- = =  -1Д-—  0 >

У Hi!  л 3 !
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являются собственными для гамильтониана (10) с собственными зна­
чениями - к и ( п +  2/л-) , где и = -главное

квантовое число. Кал и для атома водорода очевидная Oft) симмет­
рия гамильтониана трехмерного изотропного осциллятора не объяс -  
няет дополнительного выровденяя энергетических уровней. Груша 
точной оимметрии осциллятора была найдена в работах [59 ,60,61] . 
Введем операторы  ̂ Q.j -  £ f  G? ,< Z j} t (12)
где { a ; q =  -  антикоммутатор (не путать оо
окобкой Цуассона!). Операторы S ij  образуют замкнутую алгеб­
ру Ли группы У(Ъ) :

fe,; ,sV| (I3>
и коммутируют о гамильтонианом. Однако в алгебре У(}) имеется 
оператор i

Z1 ВКК -  +  0£& г + я £ ^3 +  х  ’ (14^
К.=1

который тривиально коммутирует гамильтонианом и тем самым со все-
М И B L j

Перейдем поэтому от В ц  к операторам:

А ]  =  %  ~ в «к • <15)
Операторы A<j удовлетворяют коммутационным соотношениям 

(13) и генерируют полупростую группу SU ($) . С фиксированным 
уровнем энергии трехмерного осциллятора связано неприводимое уни­
тарное представление 2)(Ч 0) группы S u ti)  (см. [62, 63] ) .  
Вращательная инвариантность Н описывается операторами углового 
момента А л л

L K = - /  [ й ет -  В т1 ) ,  (16)
где к , 4 ,ги ~  (4 , 2>У‘

Итак, группой точной симметрии трехмерного изотронного осцил­
лятора является группа $U(b) (В  Л/-мерном случае аналогичную 
роль выполняет группа St f fA)  ) .

Рассмотрим теперь систему из 21 оператора:

4  = И  4 > 4 , Су 4 4 , 4 } ,  4 /  * И ** , o j )  • <17)
Задача 5». Показать, что оператбры определенные соотношения­

ми (17) и (П ) порождают неоднородное (квантовое) каноничеокое
преобразование:



О — 2Г ( t/~Ki Q-t ^ к с  ft-i )  + )
где коэффициенты преобразования удовлетворяют соотношениям:

21 (  Uki U * t  ~  U~kl IS'm c  ) ~  , (19)

что обеспечивает сохранение коммутационных соотношений:
[  а ',  а П  -  К  1-

Итак, операторы (II )  и (17) образуют базис алгебры Ли Ц  в Sf(ifi) 
[64] . (В А/ -мерном случае

Вновь вернемся к одномерному случаю. Рассмотрим эрмитовый 
гамильтониан, квадратичный по операторам (Х+ ) <Я,

Н -  J ( d +) z + J & 2 + &(  + аа +) ,  его)
л л

используя явный вид операторов К 0 > А Д  Д  (4*)^перепи­
шем гамильтониан (20) в виде

/-/ -  Д  К0 - Д  /<, Д Д Д .  (21)
А, и  «  ] , |

Задача 55» Проверить, что унитарным преобразованием Н^*МН1<, 
Ъ. - г*р(Ы  К0) * гамильтониан Н  можно привести к ви-

А л
Н  -  к 0 -  %  А 7 , где (22)

T’ - Q .  , - Я ' . '
Теперь гамильтониан (22) можно диагонализовать унитарным пре-

образованием ( /  <*/>( i У КJ  ;

v h K .  (23)

" (P . C P . t i n -  р Л / К  .

Возможны следующие три случая:

I ) .  > 0  у 9°с > 0 .

Полагая у -  a n d L  ( -  -¥ l  J  , приведем гамильтониан к виду:
^ 1 '
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* у, . л — 'i ,  , у \<с4/
4 =  u a ' -u r a *  , i *  ■+ и a*-, U  f  , <r=si% ,, 

т .е .  приходим к обычному гамильтониану осциллятора с частотой К1.

2 ). ?> 2 < о  , ' 9 С > ° .

Здесь, полагая ^  = anc/tl>(~ , получаем
“г? 7

Н -  2 / 4  - <25)

т .к . оператор А] являетоя некомпактным, то спектр такого га­
мильтониана непрерывен и неограничен ни снизу, ни сверху. Та­
кой гамильтониан возникает в задаче об осцилляторе с перемен­
ной частотой, периодически зависящей от времени [60] и соответ­
ствует зоне неустойчивости (см. такж е£4£).

3>- c p ^ - c p t ‘ = 0  / <рс =  „<?' , 0  ,

В этом случае

н ~  V ' d + i ) ,  <z6)
А А ■/ л Z

т .к . К0 +Ki — £  Р f то спектр гамильтониана (26) непреры­
вен и ограничен снизу. Такой гамильтониан соответствует границе 
зоны устойчивости в задаче об осцилляторе с переменной и перио­
дической во времени частотой [65] (см.также § 4в).

Отметим, что преобразования типа (18) и (23) рассматрива -  
лись Н.Н.Боголюбовым [бб] в задаче о сверхтекучести взаимодей -  
ствующих бозонов. В работе [ббв] было выяснено, что преобразо -  
вание Боголюбова в теории'сверхтекучести можно описать при по -
мощи динамической группы П а  SU  (1.1) .ч. г '

46). Вибронные переходы в многоатомной молекуле

Покажем, что общ е соображения, развитые в предыдущем пунк­
те, могут быть использованы в задаче о вычислении вероятностей 
электронно-колебательных (вибронных) переходов в молекулах (обоб­
щим результаты работы [67] на общий случай / I /  -колебательных 
степеней свободы).

Относительные вероятности вибронных переходов с высокой то-



чностыо даются квадратами интегралов перекрывания (интегралов 
Франка-Кордона) колебательных волновых функций основного и воз­
бужденного электронных состояний. В большинстве случаев колеба­
ния ядер можно рассматривать в гармоническом приближении и ис­
пользовать приближение Борна-Оппенгеймера для отделения движе -  
ния ядер и электронов.

Для малых колебаний гамильтониан (в основном электронном 
состоянии) запишем в виде:

н К о Л
(27)

Собственные функции НКаА хорошо известны:

/ f > J > = J / ( № )  * * p i ~ k
Г (cU  6 J) >,г

l i n
(28)

Здесь:

[ г ]  = [  IT, ,
IГ,+1ГЛ + ...* (£,

о
о

[</!]= I/,! (Tj

V  t
X v - J b ) - -  X r J t M )  .

-  полином Эрмита, мерный вектор нормальных коорди­
нат.

В возбужденном электронном состоянии колебания описываются 
гамильтонианом, имеющем вид аналогичный (27). Условимся все ве­
личины, отвечающие этому состоянию отмечать штрихом ( -  мер­
ный вектор нормальных координат в возбужденном состоянии).

Известно также [68] , что нормальные координаты двух элект­
ронных соотояний связаны линейным преобразованием (при условии, 
что равновесные конфигурации расположения ядер в этих состояниях 
мало отличаются),
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я Щ
L L -  матрицы форм колебаний основного и'возбужденного электронно­

го состояния.
Воспользовавшись преобразованием (29) легко выразить гамиль­

тониан возбужденного состояния через переменные основного элект­
ронного состояния: Л _ ■ ^ I

<30)f T r

здесь

( и ' ) е ;  -
, / г

н“ "
В гамильтониане (30) опущен несущественный постоянный член

  Л —7
д£ oj Af. Аналогичные преобразования можно выполнить и над собст­
венными функциями гамильтониана (30). Введем два набора операто­
ров рождения ж уничтожения:

а и ^  (Qk +

} Q ' = j $ + U ' * b i f
В матричной форме их связь (в соответствии с_(29)) выглядит 

следующим образом: вводим вектор-столбцы ?? и и вектор -
строчки Л / j : л л

= l ( I 4 " ) s  - > № > " ) * *  + г >а "

s
Видно, что (31) является частным случаем преобразований типа (18) 
и, следовательно, может быть описано с использованием унитарного 
оператора \ /  из неприводимого представления группы Wy a 5>io(it/,R)

r =  V a r  ,  S ' + =  V P t * .  <32)



Принимая во внимание структуру преобразований (29), (31), опера­
тор V  представим в виде:

V = 'T(s) i(f)Ш ' ) ,  д а

где
(34)

унитарный оператор трансляции ,

2 ) ( f )  =  e * p ( f T ( Я 2 -  Я ' 2)) (35)

-  унитарный оператор дилатации, = (j?,; - у 9ы) -параметры
изменения масштабов, по осям ^  ^   ̂ J>k= ч

% ( & ' )  ~  ( я / я *  - L a t j )  os)

-  унитарный оператор V  -мерного поворота ) -  угол пово­
рота в плоскости [к,1) , зависящей от явного вида матрицы к  :

Л Л  I Л  А 1 Л /  Л /

J  = l -  №  D

< М Т = I  ,
А  А л  _  A , i

2> = 2 > T =  ( j f T ? j 1' .

Легко проверить, что (30) такие переписывается в виде:
л  л  л  л

W' = V H V t

(57)

(38)

(39)

Отсцда яоно, что колебательные волновые функции возбужденного и 
основного электронных состояний связаны унитарным преобразованием:

/ £ ( / ' ] >  ~  И (40)

Для интегралов перекрывания колебательных волновых функций различ­
ных электронных состояний имеем: л

, f /» a )=  < & я № >  <«>
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Следовательно, расчет интегралов Франка-Кондона свелся к 
отысканию матричных элементов оператора [ /  . Его вычисление 
удобно провести, совершив переход к глауберовским когерентным 
состояниям гармонического осциллятора (см § Зв) д

/Ы >  = 7 7 o 0 l / > J >  =  ~ Ы + й)/[о]>*

<4Й
В координатном представлении когерентное состояние /V -мерного 
осциллятора имеет вид:

< £ Г +

Поскольку когерентные состояния являются производящими для 
обычных (фоковских) состояний осциллятора, то матричный элемент 
между двумя когерентными состояниями является производящей функ­
цией для интегралов Франка-Кондона:

(44)

■г 4 —
причем Со1,[п1 \J[//! }-[ПI]

Ф « г Т )

поэтому для вычисления интегралов перекрывания достаточно полу­
чить выражение для

л
<46)



Задача 36. Показать, что результаты расчета (46) имеют вид*

* 4 х р [ -% Ц ,т^ ' { ч +  <я(Ати я  + ы ) ч а ть ) Ц } ] *

(47)

Здесь введены обозначенияЛ л . Л Л , _ 4  ̂ fЛ  Л ■ I ^  Л  * Л  А  . _  4 ^  Л  -т-

3 ^  2 соЦ<Яты '( !  + и )  'со*  -  I :

z  = - 1  и ‘ ( $ . ты ' &  + и ) ~ ’ £  Т£ ’ Ц - ,

£ г ~ 2 и * Ш т& Ь  + » Т ' * ' “ *  " i i

i f = - - 2 и > [ £ ( л г й ‘х  +  « г  л т ^ ' -  i ]  4 ;

q ’ =  y w ^ « Tw ' «  +  w 7 ' ( R T u ' 21 •

А
Задача 37» Рассмотреть одномерный случай ( /1/ - 1  , /Я =1 )

и определить явное выражение для интегралов Франка-Кондона.
В общем случае ■/ -мерной колебательной системы интегралы 

перекрывания можно представить как:

Г«гл'  = « r / ^ / » > =  IoofW' !  « -Т *  H s n i t , ? ) - ,

( Щ - ) 1 м - $ & >  0 * п
где Н г „ (<?,?•) —  -  полином Эрмита от 2 -х  перемен­
ных, а Г  имеют вид [67J
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4в). Нестационарный сингулярный осциллятор

Рассмотрим систему, описываемую гамильтонианом:

Н Х )  Т 2 '  ■ <48)

Такая система была изучена в работах Калодкеро [69] , где было 
показано, что если ^  ~ j  , то в задаче имеется дискретный
спектр, а если о.< - 1 , то возникает сплошной спектр (падение
частицы на центр;.

Будем далее, для определения, считать, что ^  у  о . Группо­
вые аспекты данной задачи (стационарный сингуляршШ осциллятор) бы­
ли рассмотрены в [70] . Собственные значения Еи оператора А име­
ют вид [41,69]

р и = 2 „  +  , / + 1  , (49)

При ^  0 ; 1 и волновые функции задачи переходят в волно­
вые функции гармонического осциллятора, соответствующие, однако, 
только нечетным значениям квантового числа . Поскольку спектр 
гамильтониана (48) эквидистантный, то в соответствии о общим подхо­
дом, рассмотренном в § За, должны существовать повышающие и понижаю­

щие операторы, которые удовлетворяют соотношениям:

[ Н,Д+] = 2 ,  ГН,А]--Л. я»
Задача 38. Показать, что соотношениям (50) удовлетворяют опера­

тора о+г -  9 /х г , а 3 .  2 / х 1  ̂ » причем

[ Л ;А+] =   ̂ .  Ввести оператора К0 - ^ Н  г К+= K ^±iK t
К+ ~ - 1 Д +■ t - ~ /С и убедиться, что они удовлетворяют ком­

мутационным соотношениям алгебры SMSJJ вида (7 ) .л л л л

Оператор Казимира С -  Ко на собственных функци-
щ  гамильтониана (48) сводит ся к числу Ш -1)~  ~  ~~ <Л(с!-1)>

Откуда 2. i i  +<̂) ~  I  + * % • Последнее означа>-
ет, что в пространстве собственных векторов гамильтониана сингуляр­
ного осциллятора реализуется унитарное неприводимое представление 

TJ. дискретной_5 .ерии группы ^  =
Иными оловами $11(1,}) является группой динамической симметрии дан­
ной системы.
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Задача о / /  -мерном изотронном сингулярном осцилляторе 
рассматривалась в работе [71 ] , где показано, что в этом слу­
чае группой динамической симметрии является группа 5ии, <) ® S0(N).

Рассмотрим теперь квантовую систему, гамильтониан который 
явно зависит от времени и описываемую уравнением Щредингера:

• 1 П т >  _  Щ + )1 У (4 )> ;  (51)
> *  / м / 1

:f  H ( t ) =  +  > / х ч
(52)

D ( i 0)  =  I .
Генераторы группы динамической симметрии для стационарно­

го осциллятора (  (J(t)  = i )  имеют вид:

</ - ± / у г ) + £- ; I/ -  р 1- х г) + J : .
Ко '  ч ( ” ‘ '  у3- > К-> '  z x 11 (53)

К  = U p x  + х р )  ■
Эти операторы переводят одно решение уравнения (51) взятое в
момент времени i 0 в другое решение в тот ае момент времена

К: i m , ) >  =  &L / г м > -  <54)
/

Подействовав на (54) оператором эволюции У получим:

K i ( - t )  Ш >  =  a  j r a » ;  (ss)

K i  ( i ) ~  V  ’p A « )  . <56)
Л

Ясно, что /У удовлетворяют стандартным коммутационным соотно­
шениям алгебры Ли группы SV{1,1) ^ .  Так как собственное зна­
чение инвариантного оператора £  -  f i j l i )  Р *  (+) — P2l fa)  
от времени не завиоит, то и в нестационарном случае в гильберто­
вом пространстве решений уравнения (51) дейотвует неприводимое 
представление Т +* группы S U ff i)  (в нашей задаче jj 4 6 <°°).

Для построения операторов необходимо знать оператор 
эволюции ■у / | ;£ 0) , подчиняющийся уравнению

i l v U A o ) =  H ( H V (  W )



Нетрудно видеть, что 1 л

Q j v i -  а  ̂ (58)

где Q 0i1( t ) =  ±  1 > а  /£  и К1 _ стационар_
ные операторы из (53). (58) можно переписать в виде;

ЙН1= (*) К  -  i  М (  &  * К-) ■ <58')
Л

Будем искать оператор V  (i, i 0)  в виде

е сш1  ш

Подставляя (59) в уравнение (57) и используя (58*), приходим к 
системе уравнений : ^

л  г *■ CL -  а-# + а  с е  z  ; <60)
i  -  Д й С  е ~ *  ■= - йО- о ;

с  е ' е = ± <21г 

Откуда нетрудно получить уравнение:

а  =  f  №  Ш ~2Q-> &  а  + ^  М ] ' (6D

a ( i i )  =  О .
Задача 39.- Вывести уравнение (60), перейдя к точному не­

унитарному представлению группы SUfb'1)  , для которого

, k . ‘ ( U )  ,о
Подстановкой а  -  -£■{  ■■ уравнение (61) сводит­

ся к уравнению ~^

}  +  Ш £  = 0  (62)
для классического гармонического осциллятора с переменной часто­
той. Начальное условие имеет вид f  (±0) -  i f ( t o ) -  -Можно, 
например, взять } ( и ) ~  1 ,  i (U )= L  .Функции а , в , С
выражаются через ± и )  и * (±) ;

РМ
r U ^ i l z L  . п Т  №



-  72 -

Таким образом, для нахождения оператора эволюции квантовой 
нестационарной задачи достаточно решить классическое уравнение 

(62).
Пусть при частота стремится к постоянным преде­

лам, соответственно 60+ и и)- = 1. (в этом случае — -  00 ) .
В ± “ > существуют стационарные состояния, являющиеся собственны­
ми для гамильтонианов и Н (+-J= К
где 2  *  = ^  ± 1 и можно вычислить вероятность пере­
хода из начального состояния / и , - >  в состояние /#?,-*■> при 

, которая равна

W Пт - \ ^  № ?+ I S i n ,  I f

где S  ~ ^  ^  > ^°)  ( S  -
4.

л Л
Гамильтонианы Н(+ °°) и связаны унитарным преобра­
зованием: Л *

Н (+ „ ) ,  т ~ ) '

у  >  an.dk_где

тогда

здесь

1 (66) 

V -  - у

является оператором из представления группы SU(1,1) приведем его 
к виду: А а л л

,0 - iP K . - iJ b K z  -с Г  «оу  -  е  е  J  е  ». (ев)
тогда (ом. § 1д) Л

к,. =  / < / » , - /  169>

Значения параметра й нетрудно получить из явного вида 
для оператора эволюции

,  / в - а Ъ 1 =  (70)

г  I o - - 6 A ^ + i U ^ * -
Здесь j 3 -  иммет смысл коэффициента отражения от одномерного 
барьера :
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к ‘ ( х >  - 2 (  Е - ' 1 Г )  = г С 5,7:1

(при +°° решение уравнения (62) ищем в' виде:

/ < ^  = LU>~* ) .  Для Ы^Л полу­
чаем окончательное выражение , ,

? Г _   ш  I  f ^ u  t f * * * »

(71)

^ ' F ) M+1J ffltl-n;-* H 24  )]

(мы использовали формулу (1.50) идуч л и ч то  у*?- л т+ ^ * л )  
собственное значение-оператора К0 ) .

Обсудим в заключении важный частный случай периодической зави­
симости гамильтониана от времени. Если Н (+ + Т) -  Н F )  t 
то существуют решения (+)'/' обладающие свойством:

=  e - u r IH.W■ <72)

для любых Ь  .
Величина £  называется квазиэнергией системы [5 7 ] , а соотоя- 

ния -  квазиэнергетическими.
Для процессов, протекающих под дейотви'ем периодических во вре­

мени полей, квазиэнергия играет роль, аналогичную энергии в стацио­
нарном случае.

Покажем, что спектр квазиэнергий нашей системы (как и в слу­
чае осциллятора [б$]) можно найти чисто теоретикогрупповым спооо- 
бом. В самом деле

1%  Н . + Т »  = vl+ .i-T,t.)lw f>=tCTI W № 3'>

Таким образом, состояния с квазиэнергией, в момент времени £о 
являются собственными векторами оператора сдвига на период. Следо­
вательно, зная ZV/7о + Т ,  1 й) ,  можно получить и спектр ква-
эиэнергий.

Для периодически изменяющейся частоты, линейно независимые ре-
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шения уравнения (62) (в соответствии с теоремой Фльне [Г7]) име-

Ют вид: л 4- _ И-f
/ 7 ^  j  =  И, М  И г(± ) ,  (74)

где Ц  Ш  и 2/,/^j периодические функции с периодом Т  .
Если А -  о  , то имеем зону устойчивости. Если Re. А -  о, 
то имеем зону неустойчивости. В зоне устойчивости § М  = ТЛШ и в 
качестве двух линейно независимых решений можно взять }  и f  , 
где _£ удовлетворяет указанным в (62) начальным условиям.

В момент -£С + Т  получаем f
Откуда находим, подставляя в (63)

а.(4с+Т) ~  Cf-to + T j ^ O  , + = -RiAT  . (75)

Итак в зоне устойчивости

л * ч - 1 2 Л Т К а
1 Д ( * . + ' Т , и ) =  «  • (76)

Спектр квазиэнергии здеоь дискретный и равен

^ •? ^ А (77)
где У„ -  собственное значение оператора к 0 , равное

то есть опектр квазиэнергий эквидистантный *jt сложным образом 
зависит от изменения частоты Cj(i) . Для нахождения А  нуж­
но решить уравнение (62).

В зоне неустойчивости —

LtJ, W
откуда в момент времени i е + Т  имеем:

$(-b0 + T ) = . e t A T  ; J /* .+ T j  = * Т ; ( Л ^ о е )

y ( i ,  +Т, <0) = (21АТКг ) ]
(78)



Спектр оператора непрерывен и заполняет всю вещественную
ось +•*’ .  Спектр квазиэнергий £у -  2 i/l |/
являетоя непрерывным -  00 < ^  ° ° .

Воли А —О , то возникает особая ситуация. В этом слу­
чае одно из решений £и К  периодическое, а другое растет ли­
нейно по ~Ь . В момент времени + T  имеем:

£ — 1 + I Т~  ̂ $ ~ i >

Откуда л -  < Т  ( +  Ki )
0ткуда U ( 4 . + T , u )  = e  (79)

Спектр ̂ квазиэвергий в этом случае совпадает со спектром операто­
ра /С + К,  = у  ( Р 1) + З / х 1’ , спектр которого непре­
рывен и ограничен снизу о  -s £ < •*>

В произвольный момент времени квазиэнергетические состоя -  
ния /i^ ( i ) y  являются собственными для операторов:

2 Л К0({> -  в зоне устойчивости i
Л Л Кг (Ь) -  в зоне неустойчивости;
£  -  на границе зон устойчивости и неустойчивости.

Задача 40. Показать (с использованием выражения для опера­
тора эволюции t i f i y - i o )  ) .  что явный вид операторов K ji) 
следующий: Л а

= Р  r j i ' W i
- l i t *  i t  K j ;

Р + п к9 L(S -  5 /  " . и  -> */ "1  (80)

-  2 ( n p - f t i f )!<.]■>

£ -  P -  Уг) Р  + ( t ‘ - P ~ P + f ‘) K
- n (  IF P - i i W ] .

Введем, наконец, когерентные состояния группы S U  (1,1)
(в представлении 7 1 *  ) . *

» >  =  " Ю >  ,  m < 1  (Ю
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где K . i 0 > ~ 0  , K M = W  , < 0 1 0 ? = /  (82)

В произвольный момент времени /У, + У = / / >  посколь­

ку V(-t, to) -  оператор из представления группы SU(1,1 )i

н , о  =  < : Ф М  т * » ,
(83)

гдй Лl№)>  -  ( i - n ( v i г) е  /о>> (84)

-  задает эволюцию когерентного состояния со временем:

,  _ t  С* Ш  ~ <* М ^ с ( Л]  ■+ a  d )  _

=  ■ 1 - t - c W  ~ (85)

=  y j f j i * -  -f i y i l  + i )  - 4 л  - у 1 .  ,

где решение уравнения Ч ft)  - /« V f/j / - 0  с начальными усло­
виями ^ ( i 0)=:1 ' j f f t y  I.

Итак,применение метода группы динамической симметрии по­
зволило полностью проанализировать поведение системы; вычислить 
вероятности переходов, найти спектр квазиэнергий (для периоди­
ческого гамильтониана).

Задача о нестационарном сингулярном осцилляторе иными ме­
тодами рассматривалась в работах [72] , [7 3 ] .
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