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ПРЕДИСЛОВИЕ СОСТАВИТЕЛЯ

Научно-технический прогресс и уровень жизни народа теснейшим образом связаны с 
процессом создания и производства новых изделий и различных технических устройств, 
которые в общем виде принято называть новой техникой. В этой области в нашей стране 
занята творческим трудом огромная армия ученых и конструкторов, Сложность техниче­
ских задач все время возрастает, и объем выполняемых работ увеличивается. Затраты тру­
да и времени на проектные (исследовательские и конструкторские) работы очень велики и 
поэтому любые рациональные методы интенсификации этих работ принесли бы огромную 
пользу народному хозяйству, сэкономили бы значительные средства и ускорили техниче­
ский прогресс и подъем уровня жизни народа.

Работы в этом направлении ведутся. Можно указать на создание и внедрение вычис­
лительных машин, моделирующих устройств, машинизацию копировальных работ, спе­
циализацию и разделение труда, издание большого количества справочной и информаци­
онной литературы и т. п. Однако научной литературы, в которой были бы изложены осно­
вы общей методики конструирования, в России (да и в СССР) почти це издавалось (в не­
которой степени эти вопросы затронуты в книге Е. Ференци «Конструирование приборов 
точной механики»).

Известна также книга проф. Ф. Ханзена (Konstniktionssystematik. Grimdlagen fur eiiie 
allgemeine Konstraktionslehre. VEB Verlag Teclmik. Berlin) представляющая значительный 
интерес. К сожалению, этой книги нет в большинстве библиотек города. В ней автор ана­
лизирует творческий мыслительный процесс конструирования, разъясняет особенности 
этого процесса, излагает основы общей методики конструирования. Методика, предлагае­
мая проф. Ф. Ханзеном, не является законченной и оформленной системой. В ней предло­
жены некоторые средства интенсификации и повышения качества конструкторских работ, 
поэтому мы приводим некоторые полезные для студентов выдержки из этой книги.

Третьей полезной книгой, являющейся также библиографической редкостью, являет­
ся книга П. Хилла «Наука и искусство проектирования», М.: Мир, 1973. Основные поло­
жения указанной книги также приведены в настоящем учебном пособии.

Конечно, главным в вопросах проектирования и создания современных технических 
устройств и изделий является непрерывное развитие соответствующих областей науки и 
практическая работа по конструированию, изготовлению и изучению конкретных конст­
рукций.

ЕЕадеемся, что приведенные в пособии сведения по основам проектирования и конст­
руирования в совокупности с основами прочностных расчетов дадут возможность студен­
там—экономистам понять сущность данной области человеческой деятельности и осоз­
нанно осуществлять экономическую поддержку проектов по созданию новой техники.
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ОБЩИЕ СВЕДЕНИЯ О ПРОЕКТИРОВАНИИ ТЕХНИЧЕСКИХ ОБЪ­
ЕКТОВ

Инженерная деятельность человека связана прежде всего с разра­
боткой технических объектов — с их проектированием.

Проектирование — это колтлекс работ по изысканиям, исследова­
ниям, расчетам и конструированию, имеющих целью получение всей необ­
ходимой документации для создания новых изделий или реализации новых 
процессов, удовлетворяющих заданньш требованиям.

1. КЛАССИФИКАЦИЯ ОБЪЕКТОВ ПРОЕКТИРОВАНИЯ И ИХ

ПАРАМЕТРОВ

Блочно-иерархический подход к проектированию сложных сис­
тем. Прогресс науки и техники неизбежно приводит к появлению все более 
сложных технических объектов — сложных систем, состоящих из большого 
количества взаимодействующих элементов. Разработка этих объектов зани­
мает несколько лет и требует привлечения значительного числа специали­
стов. Такие сроки проектирования часто неприемлемы, так как оказываются 
соизмеримыми со временем морального износа.

Поэтому две противоречивые тенденции — усложнение систем и 
сокращение сроков проектирования — заставляют делать проектирование 
сложных систем с применением научной организации труда.

С этой целью применяется так называемый блочно-иерархический 
подход к проектированию сложных систем.

При блочно-иерархическом подходе процесс проектирования и 
представления о самом объекте расчленяется на уровни. На высшем уровне 
используется наименее детализированное представление, отражающее толь­
ко самые общие черты и особенности проектируемой системы. На каждом 
новом последовательном уровне разработки степень подробности рассмот­
рения возрастает, при этом система рассматривается не в целом, а отдельны­
ми блоками. Такой подход позволяет на каждом уровне формулировать и 
решать задачи приемлемой сложности, поддающиеся уяснению и понима­
нию человеком и решению с помощью имеющихся средств проектирования. 
Разбиение на блоки должно быть таким, чтобы документация на блок любо­
го уровня была обозрима и воспринимаема одним человеком.

Преимущества блочно-иерархического подхода состоят в том, что 
сложная задача большой размерности разбивается на последовательно ре­
шаемые задачи малой размерности.

Недостатки блочно-иерархического подхода вытекают из того об­
стоятельства, что на каждом уровне работа ведется с не до конца определен­
ными объектами. Следовательно, решения принимаются в обстановке не­
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полной информации, т. е. без строгого обоснования. Оптимальность может 
быть достигнута только на отдельных уровнях при ограничивающих услови­
ях, вытекающих из природы блочно-иерархического подхода, т. е. не являю­
щихся принципиально необходимыми. Однако в целом какой-либо удачной 
альтернативы блочно-иерархическому подходу нет, и приходится согла­
шаться на возможные отклонения от оптимальных вариантов.

В условиях блочно-иерархического проектирования на каждом 
уровне имеются свои представления о системе и элементах. То, что на более 
высоком k-м уровне называлось элементом, становится системой на следую­
щем (к + 1)-м уровне. Часто элементы самого низшего из уровней, на кото­
рых ведется рассмотрение, называют базовыми элементами или компонен­
тами.

Большинство инженеров, участвующих в проектировании, имеют 
дело с системами и элементами некоторого уровня, проектируемые ими объ­
екты непосредственно не всегда являются сложными системами, хотя, в ко­
нечном счете, многие из этих объектов входят в состав сложных систем.

Д е л е н и е  на и ера рх и чески е  у р о в н и  с л о ж н ы х  си ст ем  в р а з л и ч н ы х  
сл а с т я х  техники.

Существующее по ЕСКД деление схем на принципиальные, функ­
циональные, структурные отражает принципы блочно-иерархического 
проектирования.

П р и н ц и п и а л ь н ы е  схем ы  определяют полный набор базовых эле­
ментов и связей между ними и обычно дают детальное представление о 
принципах работы изделия.

П р и н ц и п и а л ьн а я  схем а  га зо т ур б и н н ого  дви гат еля

Топливо

Турбина
ное сопло
Реактив-Входное

устройство
Компрессор Камера

сгорания

Функциональные схемы разъясняют протекание определенных 
процессов в изделии или его частях, т. е. дают представление о функциони­
ровании объекта с учетом только существенных факторов и функциональ­
ных частей.

Структурные схемы дают наиболее общее и наименее детализиро­
ванное представление об объекте, определяя основные функциональные 
части изделия, их назначение и взаимосвязи.

Часто структурные схемы при проектировании несут в себе элемен­
ты функциональных и принципиальных схем.
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По ЕСКД установлена иерархия изделий машиностроения, вклю­
чающая уровне

1) детали,
2) сборочные единицы,
3) комплексы,
4) комплекты (например, зубчатое колесо, вал, шпонка—детали, 

входящие в редуктор: редуктор — сборочная единица, которая в 
свою очередь является элементом станка; станок — сборочная 
единица более высокого иерархического уровня, станок может 
оказаться элементом комплекса станков — поточной линии).

Классификация параметров объектов проектирования. Пара­
метр — величина, характеризующая свойства или режим работы объекта. 
Среди параметров объектов проектирования следует выделить показатели 
эффективности, которые являются количественной оценкой степени соот­
ветствия объекта его целевому назначению.

Показатели эффективности делят на показатели: а) производи­
тельности; б) надежности; в) стоимости; г) массы; д) габаритов; е) точности. 
В зависимости от конкретных условий и типов систем те или иные из пока­
зателей играют главенствующую роль

Термин «показатель эффективности» чаще всего используется на 
высших иерархических уровнях проектирования применительно к сложным 
системам.

Выходные параметры — показатели качества, но которым можно 
су дить о правильности функционирования системы, т. е. это понятие анало­
гично понятию «показатель эффективности», но применяется к системам на 
любом иерархическом уровне.

Выходные параметры зависят как от свойств элементов, так и от 
особенностей связи элементов друг с другом, определяемой структурой 
(конфигурацией) системы. Каждый новый способ связи задает новую струк­
туру и приводит к качественным изменениям в работе системы. К таким же 
изменениям в работе системы приводит и смена типа какого-либо элемента, 
если новый тип качественно отличен от предыдущего. Поэтому типы эле­
ментов целесообразно также относить к особенностям структуры системы.

Таким образом, задание стру кту ры системы означает задание типов эле­
ментов и способа их связи друг с другом. Чаще всего множество вариантов 
структуры — счетное множество; переход от одного варианта к другому 
либо дискретно изменяет значения выходных параметров, либо приводит к 
таким качественным изменениям свойств системы, что нужно говорить во­
обще об изменении самого набора выходных параметров

Если структура системы определена, то ее выходные параметры 
зависят только от параметров элементов и параметров внешних условий.

Внутренние параметры — это параметры элементов. Внешние 
параметры— это параметры внешней по отношению к объекту среды, ока­
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зывающие влияние на его функционирование.
Иными словами, на каждом иерархическом уровне выходные пара­

метры характеризуют свойства системы, а внутренние параметры — свойст­
ва элементов. Следует отметить, что при переходе к новому уровню рас­
смотрения внутренние параметры могут стать выходными, и наоборот.

Например, сопротивление резистора — внутренний параметр при 
проектировании принципиальной схемы радиоэлектронного устройства, но 
это же сопротивление будет выходным параметром при разработке самого 
резистора. Типичными примерами внешних параметров могут служить па­
раметры входных сигналов, параметры нагрузки, влажность и температура 
окружающей среды, уровень радиации, величины помех и т. п.

Классификация объектов проектирования. Из блочно­
иерархического подхода к проектированию следует деление объектов проек­
тирования на системы и элементы.

По характеру математического описания функционирования объ­
екты делят на дискретные и непрерывные.

Из приведенных ранее примеров вытекает также деление объектов 
на изделия и процессы.

Среди проектируемых процессов особо важное место занимают 
процессы технологические.

Кроме рассмотренных признаков деления объектов существуют и 
другие, известные за пределами курсов по проектированию. Например, сис­
темы и их элементы по физическим основам устройства и работы делят на 
механические, гидравлические, пневматические, электрические, радиоэлек­
тронные и др.

Функционирование многих систем не может быть полностью описа­
но в терминах какой-либо одной научно-технической дисциплины, в них 
важную роль играют процессы различной физической природы. Эти систе­
мы будем называть системами с физически разнородными элементами. 
Примерами таких систем могут служить электродвигатели, оптико­
электронные устройства, теплообменные аппараты и др. При анализе подоб­
ных систем можно выделить отдельные подсистемы, например механиче­
скую, электрическую, тепловую и т. п. Так, в радиоэлектронной аппаратуре 
основной подсистемой является электрическая, именно с помощью электри­
ческих процессов реализуются полезные для человека функции, осуществ­
ляется переработка информации. Но помимо электрических процессов в 
элементах радиоэлектронных устройств происходят процессы тепловые, 
которые могут оказывать существенное влияние на протекание основных 
электрических процессов, что обусловливает необходимость исследования 
не только электрической, но и тепловой подсистемы. В ряде случаев оказы­
вается допустимым автономный анализ разных подсистем одной системы, 
однако чаще требуется учет взаимообусловленности процессов разной при­
роды. Так, внутренние параметры электрической подсистемы радиоэлек­
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тронного устройства обычно существенно зависят от температуры и тем 
самым температура влияет на величины токов, напряжений и мощностей 
рассеяния в элементах. В свою очередь, рассеиваемая мощность влияет на 
температуру конструктивных элементов.

Во многих системах нельзя выделить одну главную подсистему (в 
гидроприводах и гидравлическая, и механическая подсистемы в равной мере 
являются основными). То же можно сказать о пневматической и тепловой 
подсистемах в системах кондиционирования воздуха, о химической, пневма­
тической и механической подсистемах в снарядах и ракетах и т.д.

2. ОСНОВНЫЕ ЭТАПЫ И ЗАДАЧИ ПРОЕКТИРОВАНИЯ

Этапы проектирования. Проектирование сложных систем начина­
ется с выработки ТЗ на проектирование и включает в себя этапы предвари­
тельного, эскизного и технического (рабочего) проектирования.

Этап предварительного проектирования, или этап научно- 
исследовательских работ (НИР), связан с поиском принципиальных возмож­
ностей построения системы, исследованием новых принципов, структур, 
технических средств, обоснованием наиболее общих решений; результатом 
является техническое предложение.

На этапе эскизного проектирования, или этапе опытно­
конструкторских работ (ОКР), производится детальная проработка возмож­
ности построения системы; результатом является эскизный проект.

На этапе технического (рабочего) проектирования выполняется 
тщательная проработка всех схемных, конструкторских и технологических 
решений; результатом является технический проект.

При серийном производстве проектируемых изделий в процесс про­
ектирования входит изготовление опытного образца, по результатам испы­
тания которого вносятся все необходимые изменения в проектную докумен­
тацию.

Часто к проектированию относят изготовление и эксплуатацию 
пробной серии, поскольку на этих этапах получают много полезной инфор­
мации для улучшения проекта.

Структура технического задания и примеры параметров проек­
тируемых объектов. Типичное содержание ТЗ на некоторый блок следую­
щее: конкретные числовые требования к выходным параметрам; конкретные 
числовые данные, характеризующие диапазоны изменения внешних пара­
метров; словесное (качественное) описание ограничений, требований и ус­
ловий, непосредственно не поддающихся количественной оценке.

Внутренние параметры в ТЗ не упоминаются, их перечень и смысл 
выявляются после синтеза структуры схемы.

Основную часть ТЗ, как правило, составляют требования к выход­
ным параметрам схемы. Величины, характеризующие эти требования, назы­
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вают техническими требованиями ТТ).

Требуемые соотношения между выходными параметрами и техни­
ческими требованиями называют условиями работоспособности.

Условия работоспособности важны при проектировании, так как 
задача проектирования формулируется следующим образом: разработать 
блок такой, в котором наилучшим образом выполняются все условия рабо­
тоспособности во всем диапазоне изменения внешних параметров и при 
выполнении всех качественных требований ТЗ.

Часто в ТЗ непосредственно входят или подразумеваются ограниче­
ния на многие внутренние параметры.

Пример ТЗ и проектирования простейшей системы
Спроектировать систему перехода людей через канаву шириной 1,5 

м в виде доски шириной не менее 15 см. Доска должна выдерживать вес че­
ловека до 100 кгс и при этом прогибаться не более чем на 2 см в середине 
пролета. При проектировании воспользоваться упрощенными формулами 
сопротивления материалов для расчета напряжений и деформаций.

Допускаемые напряжения для материала «дерево вдоль воло­
кон» [о]- 500 кгс/см2;

модуль упругости Е = 0,1.106 кгс/см2.
Расчетная схема балки приведена на рис. 1.
Для того, чтобы определить основные геометрические размеры уст­

ройства, которое нам необходимо спроектировать в соответствии с техниче­
ским заданием, изобразим балку в виде невесомого бруса, опирающегося с 
одной стороны на шарнирно-подвижную (слева), а с другой стороны на шар­
нирно-неподвижную (справа) опоры.

Приложим в середине пролета балки силу, численно равную весу 
человека Р=100 кгс. В точках А и В балки будут действовать реакции опор­
ных устройств R a и  R b .

Для их определения необходимо воспользоваться уравнениями рав­
новесия твердого тела, которые изучаются в дисциплине, которая называет­
ся «Теоретическая механика». Эти уравнения имеют следующий вид:

S  F ,  = + R„ -  Р  = 0;

=  Р -7 5  - 1 5 0  = 0 ;

Согласно этим уравнениям суммы проекций всех сил, действующих 
на устройство, на ось Y и сумма моментов всех сил относительно любой 
точки должны быть равны ну лю. Только в этом случае балка будет нахо­
диться в равновесии. Подставив исходные данные в уравнения равновесия, 
найдем:
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Расчетная схема Валки

А А

ZZ

Эпюра изгидающих моментов

max

Рис. 1. Расчетная схема устройства и необходимые эпюры внутренних сило­
вых факторов
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Rb
75 P  P

50кгс
150 2

Ra = P - R b = 100 -  50 = 50кгс

Для проведения прочностных расчетов воспользуемся некоторыми 
формулами «Сопротивления материалов», что нам предстоит изучить в 
дальнейшем. Так, максимальные напряжения в балке определяются из выра­
жения:

где М м ах—максимальный изгибающий момент, W—момент сопротивления 
изгибу, а [с]- допускаемое напряжение в балке при ее изгибе.

Величину максимального изгибающего момента в балке можно опре­
делить, построив график его изменения по длине балки (см. рис. 1). Методи­
ки построения таких графиков мы будем изучать в курсе «Сопротивления 
материалов».

Момент сопротивления изгибу определяется по формуле:

м max
<т max

W

W
bh  2 

6

Объединив две последних формулы, можно найти высоту балки:

и > max

I

Однако у нас в техническом задании на проектирование объекта есть 
еще одно условие: Прогиб балки не должен превышать величины 2 см.
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Тогда, воспользовавшись выражением для определения прогиба 
балки под действием силы, приложенной посередине пролета, получим:

Где момент инерции сечения балки

Таким образом, мы спроектировали объект в соответствии с техниче­
ским заданием на проектирование. Это — балка из дерева с параметрами: 
й=15 см; /?=3 см; /=1,5+0,5=2 м.

Объект соответствует нормам прочности и проходит по требованиям 
жесткости: прогиб доски под весом G=100 кгс не превышает 2 см. Остается 
выпустить на объект чертеж в соответствии с полученными в ходе проекти­
рования параметрами и указать технические требования по технологии изго­
товления объекта.

На рассмотренном примере ясно видны все этапы проектирования 
любого технического устройства:

а) выработка технического задания;
б) разработка принципиальной схемы устройства;
в) этап предварительных исследований, связанный с прочностными и 

жесткостными расчетами и оптимизацией параметров;
г) назначение окончательных параметров;
е) выпуск документации на окончательную конструкцию устройства с 

учетом отработанных условий на проектирование, ограничений на парамет­
ры и т.д.

А поскольку проведение расчетных работ невозможно без знания ос­
нов теоретической механики и сопротивления материалов, в следующих 
разделах настоящего курса лекций мы рассмотрим основные положения 
вышеуказанных дисциплин с учетом объемов, отводимых на изучение этого 
материала.

J -  —
12

Из этого выражения можно найти:
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ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ 
МЕХАНИКА

Основные обозначения
А  -— р аб о та ;
а — абсолю тная величина ускорения, а  =  |а | =  ^ / “1 +  +  a j ;
а —  ускорение, а =  { ах , а у , а Л}; 

а.у , а£ —  ком поненты  ускорения в д екартовой  систем е координат; 
г” , 0 х  —  норм альное и к асательн ое ускорения; 

а • Ь —  скалярное произведение векторов ;
3  X Ь —  векто р н о е  произведение векторов;

F  —  сила;
/ 0 — стат и ч еск и й  коэф ф ициент трен и я ;
/  — динам ический коэф ф ициент трен и я;

1Х —  м о м ен т инерции отн оси тельн о  оси z;
—  м о м ен т кол и ч ества  движ ения отн оси тельн о  ц ен тр а  Р ,  i t р  — г  х m v ; 

М  —  м ом ен т силы, м ом ен т п ар ы  сил;
m  —  м асса  м атери альн ой  то ч к и , м асса  тел а ;
$  —  сила норм ального  давления;
Q  —  количество  движ ения (количество  движ ения м атериальной  то ч ки : 

($  =  m v );
—  главны й  в ек то р  си стем ы  сил,

R *  — равнодействую щ ая;
Гр — р ад и ус-вектор , проведенны й из то ч к и  Р ;
S  —  им пульс силы;
Т  — ки н ети ч еская  эн ер ги я , Т  =  y m v 2 ; 
t —  врем я;
v  —  абсолю тная величина скорости , v  — |t?| =  -f ;
v —  скорость , v  =  {vx , uy) v z }; 

vy , v z —  ком поненты  ск орости  в  декар то во й  си стем е координат;
■, у, z  — д е к а р то в ы  координаты ;
, , d x  „ ( Р х

х \ х  —  первая производная, х  — ——; вторая  производная, х  — — —;
a t d t2

Ф —  сила инерции; 
tfi — угловая коорди н ата ; 
w — угловая скорость ; 
с — угловое ускорение.
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Кинематика

1. Кинематика
К инем ат ика  — раздел механики, в котором  изучаются геом етри ­

ческие свойства движения точки или тела вне зависимости о т  их мас­
сы и причин, вызывающих эт о  движение.

1.1. Кинематика точки
З а д а т ь  движение т о ч к и — значит зад ат ь  правило, в соответствии  

с которым можно указать  положение точки в каждый мом ент вре­
мени. Наиболее распространенны ми и удобны ми способам и задания  
движения точки являются: векторный, координатный и естествен­
ный.

► В е к т о р н ы й  с п о с о б  з а д а н и я  д в и ж е н и я  т о н к и . Положение 
точки М  задается  радиусом -вект ором  rp (t),  проведенным в нее из 
неподвиж ного центра (полюса) Р  (рис. 1). Радиус-вектор является 
векторной функцией скалярного аргум ента —  времени t,  с течением  
времени конец вектора г Р описы вает в пространстве кривую, кото­

рая назы вается траекторией  точки.
Наряду с радиусом -вектором  кинема­

тическое состояние точки М  характе­
ризую т векторы скорости ?7(<) и ускоре­
ния а(<).

z* I

О -г

Р и с .  1.

Скорость точки v =
d r  р
dt

тор  производной по времени о т  радиуса- 
вектора, характеризует бы стр оту  и на­
правление изменения положения точки в 
пространстве. В ектор скорости напра­
влен по касательной к траектории в точ ­
ке М  .

Ускорение точки а =  v — rp  —  вектор  
первой производной по времени о т  вектора скорости, или второй  про­
изводной о т  радиуса-вектора. Ускорение удобно представить в виде 
суммы двух векторов а Т и 5 " , расположенных в плоскости, образуе­
мой векторами п и  а:

а =  а т +  а п .
В ектор а т направлен параллельно v  и называется касательным  

(тангенциальны м) ускорением, а вектор а п направлен перпендику­
лярно а Т в стор он у  вогн утости  траектории и называется нормальным  
ускорением.

Величины а т и а п можно найти по формулам

= I T  = I'* '. ““ “
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где а ■ v —  скалярное произведение векторов а и ь.

► К о о р д и н а т н ы й  с п о с о б  з а д а н и я  д в и ж е н и я  т о н к и . Положе­
ние точки в п ространстве задается  трем я функциями времени

X ' x ( t ) ,  у  -  y ( t ) ,  z  -  z ( t ) ,  (1)
}

гд е  х , у, z  —  декартовы  координаты  точки М .  Э т о т  сп особ  является 
другим  представлением векторного, так как радиус-вектор г0 , вы­
ходящий из начала координат, можно представить в виде векторной  
суммы

г0 =  x ( t ) i  +  y ( t ) j  4- z ( t )k ,

где г, j ,  к -— единичные векторы  (орты ), направленные вдоль коорди­
натны х осей х, у, г (рис. 1).

Проекции скорости на оси  координат vx , vy , vz определяю тся  
диф ф еренцированием по времени соответствую щ их функций (1):

v x  =  * .  V y  =  У. Чг =  г .  ( 2 )

В ектор скорости  находится в виде геом етрической суммы трех  
векторов:

v =  vx i 4- vy j  4- vz k, 

а модуль скорости —  по ф ормуле

М  =  +  v l  4- v j .  (3)

П роекции ускорения на оси координат а х , ау , a z , ускорение a, a 
такж е его  модуль |а| находятся по формулам

a r  =  i'x  =  x, a =  v =  у ,  a z — v z — z ,
,-------------------  (4)

а =  ах г +  a yj  +  а г к, |а | =  yja% 4- а 2у 4- а2.

Значение касательного ускорения вычисляется при помощи выра­
жения

т _  X X  +  у у  +  Z Z  , г ,

_  / -2 1 -2 2 '  ̂ ^V  х  +  у 2 4- г*
При а т >  0 движение точки назы вается ускоренным, так  как 

модуль скорости |и| является в данный мом ент времени возрастаю щ ей  
функцией. При а т <  0 движ ение назы вается замедленным.

► Е с т е с т в е н н ы й  с п о с о б  з а д а н и я  д в и ж е н и я  т о ч к и . Положение 
точки в пространстве определяется заданием:

а) траектории точки;
б) начала от сч ета  на траектории (точки О ,  о т  к оторой  будет  

отсчиты ваться дуговая к оордината s);
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в) полож ительного направления о т сч ета  дуговой  координаты ;
г) закона движ ения точки s  — s ( /)  —  зависим ости ее дуговой  

координаты  о т  времени.
Д у г о в а я  координат а s  —  э т о  длина дуги  траектори и , отсчиты ва­

емая о т  точки  О  до  точки М . Если о т сч ет  длины ведется в положи­
тельном  направлении, т о  значение дуговой  координаты  положитель­
но, а  в противополож ном случае —  отрицательно.

Е стественны е оси  координат наиболее удобны  для изучения дви­
жения точки, за д а н н о го  естественны м  сп особом . Сначала в точке М  

строится  соприкасающаяся окруж ност ь,  ко­
торая из всех мыслимых ок руж ностей , про­
ходящ их через точку М ,  наиболее плотно 
смы кается с траекторией (рис. 2). Ц ентр  
эт о й  ок руж н ости  назы вается центром кри­
визны  траектори и, а  ее  радиус р —  радиусом  
кривизны  траектории в точке М .  Величина  
k  =  1 / р  назы вается кривизной  траектории. 
Н а пологих участках траектори и  значения р 
больш е, чем в точк ах искривленных уч аст­

ков, а  к,  н а о б о р о т ,— .меньш е. П лоскость, в которой леж ит сопри­
касающаяся ок руж н ость , назы вается соприкасающейся  плоскостью , 
и часть траектори и  в ок р естн ости  точки М  «практически» леж ит в 
этой  плоскости.

Е ст ест вен н ы м и  осями координат  называются три  взаимно пер­
пендикулярные оси: касательная к траектории в точке М ,  направлен­
ная в ст ор он у  возрастания дуговой  координаты  в; главная нормаль,  
лежащая в соприкасаю щ ейся плоскости и направленная к центру кри­
визны; бинормаль, перпендикулярная соприкасающ ейся плоскости и 
направленная так , ч то  если п осм отр еть  навстречу ее положительному  
направлению, ближайш ий поворот; о т  касательной оси к оси главной  
нормали каж ется  происходящ им против хода часовой стрелки. Еди­
ничные векторы  (орты ) обознач аю тся  соответств ен н о т, п, Ь (рис. 2), 
они об р а зу ю т  правую  тройку. По п остроению  v  || г  и а X  Ь.

Используя естественны е оси  координат, векторы  скорости и уско­
рения точки М  м ож но записать в виде

v  =  IIг, а  — а т +  а п — а Тт апп,

V =  s , а т — v  =  s, а" =  v 2/ p .   ̂ ^

Величина н назы вается алгебраическим  значением скорости и 
м ож ет бы ть как меньш е, т ак  и больш е нуля. При положительном  
значении в ск ор ость  точки  направлена в стор он у  положительного  
о т сч ета  дуговой  координаты . А бсолю тное значение v  равно модулю  
скорости |« |. А налогично ат назы вае тся алгебраическим  значением
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касательного ускорения, и, например, при а т <  0 век тор  а т направлен  
в стор он у  отр и ц ательн ого  о т сч ет а  дуговой  координаты .

При одинаковы х зн ак ах v  к а т движение точки в рассм атрива­
емый м ом ент времени ускоренное, при разны х —  замедленное. Н ор­
мальное ускорение равно нулю при движении точки по прямолиней­
ному участку траек тори и  К асательное ускорение точки равно нулю, 
когда при/движ ении точки ал гебраи ческое значение величины скоро­
сти остается  постоянны м.

Равноперем ен ны м  движ ением  точки на­
зы вается движ ение, при котором  а т =  а0 =
=  const. В  эт ом  случае алгебраи ческое зна­
чение скорости  и дуговая координата м огут  
бы ть найдены  по ф орм улам

V =  v0 +  a 0 (t  -  t 0 ), 

s =  s0 +  vQ(t -  t Q) +  ± a 0 {t -  t 0)2 (7)

Р и с .  3.

Здесь  v 0 и s0 —  ал гебраи ческое значение ско­
р ости  и дуговая координата, соот в ет ств ую ­
щие м ом енту времени / 0 .

Равном ерным  назы вается так ое движ ение точки , при к отором  
а т — 0.

В общ ем  случае дуговая к оордината s 
путь D  м огут  бы ть найдены по формулам:

и пройденны й точкой

— f  v d t ,  D  — f  |u |d i .
''to “ to

О тсю да видна разница м еж ду  дуговой  координатой и путем , 
пройденны м точкой.

П р и м е р .  Л и н ей к а  А В  эл л и п со гр аф а  длиной  21 =  2 м (рис. 3) д в и ж ется  т а к ,
ч т о  у го л  ip (в р а д и а н а х ) и зм ен яет ся  по зак о н у  у? =  — у  *2 +  2* +  ----у .  П ри  э то м
т о ч к а  В  ли н ей ки  д в и ж ется  по го р и зо н тал ьн о й  п р ям о й , а  т о ч к а  А  —-п о  в е р т и ­
кальн ой . Н ай ти  т р а е к т о р и ю  т о ч к и  С , леж ащ ей н а  серед и не линейки , а  т а к ж е  ее 
ск о р о сть , ускорен и е и рад и у с  кр и ви зн ы  т р а е к т о р и и  при t  — 1с.

Р е ш е н и е .  П ерейдем  сн ач ал а  к  р ан ее  р ассм о тр ен н о м у  ко о р д и н атн о м у  сп осо­
бу з а д а н и я  дви ж ен и я. В ведем  оси к о о р д и н а т , к а к  у к аза н о  н а  рисунке, после ч е го  
най дем  х с  =  Ы\тир, у с  =  1соыр. В озводя  в к в а д р а т  п равы е  и левы е ч а сти  у р а в ­
нений д ви ж ен и я и ск л ад ы в ая  их почленно, получим  уравн ен и е тр а е к т о р и и

г с  +  Ус =

о т к у д а  следует, ч т о  т о ч к а  С  д в и ж е т с я  по о к р у ж н о сти  р ад и у са  /.
В оспользовавш и сь з а т е м  ф о р м у л ам и  (2) —  (6) и у чи ты вая , ч т о  м ом ен ту
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врем ени t — 1 с с о о т в е т с т в у ю т  =  тг/6, ф — l c  l , <£ =  —1 с 2, найдем  

v ^ x =  f cos ср ф — 0,87 м /с ,
v Cy =  =  — / sin (рф =  —0,5 м /с ,

lac  I = л А с*  + “с ,  =  *-41 МА'2 (8)

а£ =  \ / ас: — (“с )2 =  м/ с  ̂>

причем  последний р е з у л ь т а т  очевиден  заран ее , исходя из полученного уравнения 
тр аекто р и и .

1.2. Кинематика тв ер дого  тела
Т еорем а : проекции скоростей двух точек твердого  тела на пря­

мую , их соединяющ ую , равны (рис. 4).

► П о с т у п а т е л ь н о е  д в и ж е н и е . Движение твер дого  тела называ­
ется поступательным,  если любая прямая, проведенная в нем, при 
движении остается  параллельной своем у первоначальному направле­
нию. Свойства поступательного движения: траектории всех точек  
твердого тела при наложении совпадаю т, скорости и ускорения всех 
точек тела одинаковы в каждый м ом ент времени:

где А  и В  —  любые точки.

► В р а щ е н и е  в о к р у г  н е п о д в и ж н о й  о с и . При вращении т вердого  
тела вокруг неподвижной оси, называемой осью вращения, его  точ ­
ки, лежащие на оси, остаю тся неподвижными. Ч ерез ось проведем две 
плоскости —  неподвиж ную  и подвиж ную , в которой находится т оч ­
ка тела, скорость и ускорение которой необходим о найти. Д вугран­
ный угол (р м еж ду подвижной и неподвижной плоскостями называ­
ется углом поворота  тела, он измеряется в радианах. Угол поворота

Э та  теор ем а справедлива для про­
извольного движения тела и утверж да­
ет , что проекции должны быть равны 
и по величине, и по направлению.

П ростейш ие движения твердого т е ­
ла: поступательное и вращение вокруг 
неподвижной оси.Р и с . 4 .

а А = а в = а
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считаю т положительным, когда  он отсчиты вается  о т  неподвиж ной  
плоскости к подвиж ной проти в ход а  часовой стрелки, если см отр еть  
навстречу положительному направлению оси  вращения. Ч тобы  было 
известно положение тела (и каж дой его  точки) в лю бой м ом ент вре­
мени, н еобходим о зн ать  зависим ость  угла уз о т  времени t :

Ч> =  ¥>(0-

Э т о  уравнение вы раж ает закон вращения т ве р д о го  тела во к руг  
неподвижной оси.

В м есте с ф ункцией <p(t) ее первая и вторая производны е по 
времени хар ак тер и зую т  кинем атическое состояни е твер дого  тел а  в 
рассматриваемы й м ом ент времени

и  — ф } е — ui =  уз,

где из — угловая скорость  тела, е —  его угловое ускорение.
Т раекторией произвольной точки  М  тв ер д ого  тела  является ок ру­

ж ность, радиус которой R  назы вается радиусом  вращения точки. 
На рис. 5 эт а  окруж ность  и зобр аж ен а  
со стороны  полож ительного направле­
ния оси вращения. Знак из указы вает на­
правление вращения: если он положите­
лен, то  вращ ение происходит против хо­
да  часовой стрелки. Угловую скорость  
и угловое ускорение удобн о и зобр аж ать  
при помощи дуговы х стрелок с учетом  
их знаков. Если знаки из и £ одинаковы , 
т о  говорят, ч т о  вращение ускоренное, 
если знаки разны е-— замедленное.

Вращ ение т в ер дого  тел а  назы вается  
равноперем енны м,  когда £ =  е 0 =  const.
В этом  случае зависим ости угл а  пов орота  и угловой скорости  о т  вре­
мени даю тся ф орм улам и

ш = и з0 +  £0 ( < - 1 0),

У? =  <Р0  +  из0 (г  -  t 0 )  +  -1- e 0 { t  - 10 ) 2 ,

аналогичными ф орм улам  для равноперем енного движения точки  (7).
Равн ом ерн ое  вращ ение т в ер дого  тела  является частны м случаем  

равноперем енного, когда £0 =  const =  0.
В общ ем случае при вращении т в ер дого  тел а  вокруг неподвиж ной  

оси  модуль ск орости  точки  М  находится по ф ормуле

е >0

Р и с .  5

13 =  М д , (9)
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при этом  скорость направлена по касательной к окруж ности, т  е. пер­
пендикулярно к радиусу, и ее направление согласовано с направлени­
ем дуговой стрелки ш. Величины касательного, нормального и пол­
ного ускорения можно найти по ф орм улам , являющимся частными  
случаями ф ормул (6):

ат =  |£ |Я , а" =  oj2 R,  |а | =  Я л/е2 +  ш4.

В ектор касательного ускорения а т направлен по касательной к 
окруж ности, и его  направление согласовано с направлением дуговой  
стрелки с, вектор направлен по радиусу R  к  центру окруж ности. 
Острый угол р  м еж ду а и R  можно найти по ф ормуле

при этом  направление ближ айш его поворота от  о к R  будет согласо­
вано с направлением дуговой  стрелки е.

Величины о!, е, р ,  входящие в последние ф ормулы , одинаковы для 
всех точек тела  и характеризую т кинематическое состояние тела в 
целом.

Из ф ормул следует, ч то  векторы  п и  а разны х точек тела, лежащих  
на одном радиусе, параллельны м еж ду собой  и линейно зависят от  
расстояния д о  оси вращения (рис. 5).

1.3. Плоскопараллельное движение  
т в ер д о го  тела

► П л о с к о п а р а л л е л ь н ы м  назы вается такое движение твер дого  те­
ла, при котором  остается  постоянны м расстояние о т  любой его  точки  
до  некоторой неподвижной плоскости, которая называется основной.

Изучение плоскопараллельного движения сводится к исследова­
нию движения плоской фигуры в ее плоскости. Вращение твердого  
тела вокруг неподвижной оси является частным случаем плоскопа­
раллельного движения. ОУгол поворота плоской фигуры <p(t) отсчи­
ты вается о т  некоторой неподвижной прямой до прямой, неизменно 
связанной с ф игурой. Правило знаков для <р принимается такое же, 
как в случае вращения тела вокруг неподвижной оси.

Положение плоской фигуры  полностью определено, если известны  
координаты  некоторой ее точки (полюса, центра) Р  и угол поворота. 
Соотнош ения

x p  =  x ( t ) ,  y P =  y ( t ) ,  <р ~

задаю щ ие три функциональные зависим ости о т  времени, называются  
уравнениями движения плоской фигуры. Угловая скорость ш и угло­
вое ускорение е вводятся аналогично случаю вращения тела  вокруг  
неподвижной оси: и  =  ф, £ =  ui =  ф.
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► Т е о р е м а  о  с к о р о с т я х  т о ч е к  п л о с к о й  ф и г у р ы : ск орость  лю­
бой точки В  плоской ф игуры  равна геом етр и ч еск ой  сум м е векторов  
скорости  полю са vp  и скорости  v B P , 
к оторую  имела бы т оч к а  В  при вращ е­
нии ф игуры  вок руг н еп одв и ж н ого по­
лю са Р  (рис. 6):

v B =  v p  +  v BP  . pv

С к ор ость  v BP  перпендикулярна о т ­
резку В Р ,  ее  величина подсчи ты вает­
ся по ф орм уле v BP  =  \c j \B P ,  а напра- Р и с. 6.
вление согласовано с направлением дуговой  стрелки us.

Точка P v плоской ф игуры , ск орость  к отор ой  в рассм атриваемы й  
м ом ент времени равна нулю, назы вается мгновенны м  ц ент ром  ско­
ро ст ей .  Если эт у  точ к у  принять в качестве полюса, ск ор ость  произ­
вольной точки  В  плоской ф игуры  определится  по ф орм уле v B =  vBP^. 
Направление v B будет  согласовано с направлением дуговой  стрелки  
угловой скор ости , а  ее  м одуль найдется  из ф орм улы  vB — \u \B P v . 
С корости точ ек  плоской ф игуры  в рассм атриваем ы й м ом ент врем е­
ни будут  распределены  так  ж е, как в случае вращения ф игуры  во­
круг неподвиж ной оси , проходящ ей через мгновенны й центр скоро­
стей . П оэтом у м ож но воспользоваться ф орм улой (9) вращ ательного  
движения

I _  V B  _  VC  _  V D
1 B P V C P V D P u ■

На рис. 7 показаны  варианты  расположения м гновенн ого центра  
скоростей:

а) при качении без проскальзы вания по неподвиж ной поверх­
ности мгновенны й центр  ск оростей  находится в точке касания  
{рис. 7, а);

б) если vB К vc  и vB i -  В С ,  т о  положение P v определяется  
п остроением , показанны м на рис. 7, б ;

в) если vB || v c  и о т р езо к  В С  не перпендикулярен vB , т о  м гно­
венного ц ен тр а ск оростей  нет, us =  0, а  ск орости  всех точ ек  тела  
одинаковы в данны й м ом ент времени (рис. 7, е ) .

Р и с .  7.
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П р и м е р . Н айти  в момент времени t = 1с  скорости  то ч ек  А, В  и С  линейки 

эллипсографа, движ ение которого  описано в примере из разд . 1.1.
Р е ш е н и е . С терж ень А В  соверш ает плоскопараллельное движение. П роводя 

перпендикуляры  к направлениям скоростей то ч ек  А 
и В , найдем  положение мгновенного ц ен тра скоро­
стей  Pv (рис. 8). Угловую ск о р о сть ш =  ф =  1 с-1  изо­
бразим  дуговой стрелкой с учетом  зн ака . Н аправим  
скорости  то ч ек  А, В  и С  перпендикулярно прям ы м , 
соединяющ им их с Pv , согласовав их направления с 
дуговой стрелкой  угловой скорости. В еличины ско­
ростей  найдем  из соотнош ения

_  V A  _  V B  _  V C
A P V B P V C P V '

о тку д а  v A =  vc  =  1 ,0 м /с , v B =  \ /3  =  1 ,73м /с .

► Т е о р е м а  о б  у с к о р е н и я х  т о ч е к  п л о ск о й  ф и гу р ы : ускорение 
любой точки В  плоской фигуры равно геометрической сумме векто­
ров ускорения полюса а р  и ускорения 5в р , которое имела бы точка В 
при вращении фигуры вокруг неподвижного полюса Р:

о.в  ~  а Р а в р  ~  о р  - о в р  йв р . (1Q)

Модули векторов ав р  и а в р  и их ориентация на плоскости следу­
ющие: а ВР j| В Р  и направлен к полюсу Р\ ав р  —ui^BP] аВР А .В Р  и со­

гласован с направлением дуговой стрел­
ки е, а ВР =  \e \B P  (рис. 9).

Если спроектировать векторное ра­
венство (10) на два направления —  па­
раллельное В Р  и перпендикулярное В Р ,  
получится система двух скалярных урав­
нений

а в  cos<5 =  —а Р cos/? +  ш2ВР,  

aB sinS  =  — а р  sin /3 +  \e\BP,

в которых фигурирую т семь величин —  
а в , ар , 5, 0, В Р ,  ш, £. Если пять из них 

известны, то  оставшиеся две м огут быть найдены путем решения 
системы.

Мгновенным центром ускорений  плоской фигуры называется не­
изменно связанная с ней точка Ра , ускорение которой в рассматрива­
емый момент времени равно нулю. К артина распределения ускорений 
точек плоской фигуры такая же, как при ее вращении вокруг непо­
движной оси, проходящей через точку Ра.

ВР

Рис. 9.

и>.

Рис. 8.
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1.4. П роизвольное движ ение т в е р д о г о  тел а
С к орость  v B и ускорение ав  лю бой точки т в ер д ого  тела, совер­

ш аю щ его произвольное движ ение, м о гу т  бы ть найдены , если в рас­
сматриваемы й м ом ент врем ени известны : ск орость  vP и ускорение а р  
некоторой  точки Р  тела, а так ж е векторы  угловой ск орости  <2 и угло­
вого ускорения с  тела. С оотв етствую щ и е ф орм улы  им ею т вид

В екторы  Q и е хар ак тер и зую т  кинем атическое состояни е тела  
в рассм атриваем ы й м ом ент времени. М ожно показать , что они не 
зависят о т  вы бора полю са Р .

В случаях вращ ения тел а  вокруг неподвиж ной оси и при плоско­
параллельном движ ении век тор  2  равен первой производной о т  угла  
пов орота  по времени и направлен перпендикулярно основной плоско­
сти. При этом , если п о см о т р еть  навстречу век тору 2 ,  вращ ение бу­
д ет  казаться  происходящ им против хода  часовой стрелки. В ек тор  £ 
в эт и х  случаях направлен параллельно век тору 2 ,  если знаки ф и 
одинаковы . В противн ом  случае 2  и £ антипараллельны.

При произвольном движ ении малое перемещ ение тел а  удобн о  
п редставить как совок упность  его  п р остей ш и х движ ений, соверш ае­
мых одноврем енно, — м алого п оступ ател ь н ого  перемещ ения в м есте с 
полю сом Р  и м алого п о в ор ота  вокруг оси, проходящ ей через полюс.

Если v P  =  0, ч то  и м еет  м ест о , наприм ер, при сф ерическом дви­
жении, ф ор м ула для скорости  (11) приним ает вид формулы Эйлера

В этом  случае распределение ск оростей  точек  тела такое ж е, как 
при вращении вокруг неподвиж ной оси, проходящ ей через Р  парал­
лельно век тору <2, п оэтом у она назы вается м гновенной осью  вращ е­
ния. С корости  всех точ ек  тела, оказавш ихся на этой  оси  в рассм а­
триваемы й м ом ент врем ени, будут  равны нулю , и малое перемещ ение 
тела м ож но рассм атри вать  как п ов орот  на малый угол  вокруг м гно­
венной оси  вращения.

1.5. Сложное дв и ж ен и е точки
► О с н о в н ы е  п о н я т и я . Ч асто  за  одной и т ой  же точкой М  следят  
два наблю дателя, один из них находится  в основной систем е коор ди ­
н ат  O x y z ,  которая счи тается  неподвиж ной, д р угой  —  в подвиж ной  
систем е коорди н ат  P x 1y 1z 1, которая известны м  о б р а зо м  движ ется  
относительно неподвиж ной (рис. 10). В  этом  случае, если будет  задан  
закон движ ения точки в подвиж ной систем е координат, т о  тем  самым

( П )

ьв  =  2  X Р § .
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z
z в лю бой момент времени будет задано поло­

жение точки и в неподвижной системе ко­
ординат. Движение точки, заданное таким  
обр азом , называется сложным (составным) 
движением точки.

О

Рис: ю .

у Описанный способ задания движения  
точки отличен от  изученных ранее. Ско­
рость  точки и ее ускорение можно опреде­
лить так: надлежащими преобразованиями

перейти к одному из изученных способов  задания движения точки  
и затем  действовать соответствую щ им  образом . Однако эт у  ж е за ­
дачу можно реш ить по-другом у, опираясь на рассматриваемые ниже 
теоремы  о скоростях и ускорениях при сложном движении точки.

Абсолют ным  движением тонки М  называется ее движение по 
отношению к неподвижной (абсолю тной) системе координат. Траек­
тория точки, ее скорость и ускорение называются соответственно  
абсолютной траект орией , абсолютной скорост ью ул6с и абсолю т ­
ным ускорением  аа6с.

Относительным движением тонки М  называется ее движение 
по отнош ению к подвижной системе координат. Траектория точки, 
ее скорость и ускорение по отношению к подвижной системе коорди­
нат называются соответственно относительной траекторией, от ­
носительной скорост ью  нотн и относительным ускорением аОТН.

Переносным движением  называется движение подвижной систе­
мы координат по отнош ению к неподвижной. При этом  движении по­
движная систем а «переносит» вм есте с собой  множество неизменно  
связанных с ней точек.

Переносной скорост ью vnep и переносным ускорением апер назы­
ваются скорость и ускорение той  неизменно связанной с подвижной  
системой точки В,  с которой в данный момент времени совпадает  
движущаяся точка М .

Если известны скорость vp  и ускорение ар  некоторой точки, 
принадлежащей подвижной системе, а такж е угловая скорость ыпер и 
угловое ускорение <Гпер подвижной системы, т о  vB и а в  можно найти, 
пользуясь ф ормулами (11):

► О с н о в н ы е  т е о р е м ы . Теорема о скорост ях при сложном движе­
нии тонки: вектор абсолю тной скорости равен геометрической сум­
ме векторов относительной и переносной скоростей

V в -  V p  A- Wnep X г,

а в  =  аР +  £пер х г +  шпер х (£ пер х г).

^абс ^отн ^пер'
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Теорема о б  ускорениях при сложном движении т о ч к и : вектор аб­
солю тного ускорения равен геом етрической  сум м е векторов отн оси ­
тельного, пер еносн ого  и кориолисова  ускорений

•*отн ^ п е р  ^ к о р '

В ектор  ускорения К ориолиса определяется ф ормулой

°кор ^(^пер W o t h ) ( 12 )

и находится в соответств и и  с правилами вычисления век торного  
произведения.

При нахож дении векторов аотн и апер н еобходим о иметь в виду, 
ч то каж ды й из них м ож ет являться геом етрической суммой несколь­
ких составляю щ их, например касательного и норм ального ускорений.

П р и м е р .  По линейке эл л и п со гр аф а , движ ение к о т о р о г о  описано  в п ри м ере 
из р азд . 1.1, д в и ж ется  т о ч к а  М  по зак о н у  A M  =  0,5 t 2 — 2t +  2,5. О п р ед ели ть  ее 
с к о р о с ть  и ускорение в м о м ен т врем ен и  t  =  1 с.

Р е ш е н и е .  Н айдем  с к о р о с ть  и ускорение, пользуясь  те о р е м а м и  слож ного д ви ­
ж ен и я т о ч к и . В ведем  подвиж ную  си стем у  к о о р д и н ат , св я зав  ее со стер ж н ем  А В . 
П ри та к о м  вы боре о тн о си тел ьн о е  дви ж ен и е  то ч к и  М  б удет  зад ан о  есте ств ен н ы м  
сп особ ом . П ри t  =  1 с о н а  о к а ж е т с я  в серед и не о т р е зк а .

О тн о си те л ьн ы е  ск о р о сть  и ускорен и е н ай дем , п ользуясь  ф о р м у л ам и  (6)

=  L  = t — 2 =  —1'м /с ,

=  V o t J P c t h  =  (т а к  к а к  1 /Ротв =  °)>

гд е  использовано  о б означен и е L  =  A M .
И зо б р ази м  н а  рис. 11 о тн о си тел ьн ы е  ск о р о с ть  и ускорение с у ч е то м  зн аков .
П ереносны м и ск о р о стью  и ускорен и ем  т о ч к и  М  б удут я в л я ть с я  с к о р о с ть  

и ускорение т о г о  п у н к т а  ли н ей ки  эл л и п со гр аф а , в к о то р о м  т о ч к а  о к а ж е тс я  
в м о м ен т t  — 1 с . Э т и м  п у н к то м  б у д ет  я в л я ть с я  т о ч к а  С  линейки , с к о р о с ть  
и ускорение к о то р о й  бы ли н ай д ен ы  при  реш ении  
п ри м ера, р а зо б р а н н о го  в р азд . 1.1 (см . ф о р м у л ы  (8)):

=  Vf

Н айдем  ускорение К ор и о л и са  (12). В е к т о р  угло­
вой ск о р о сти  п одвиж ной  си сте м ы  к о о р д и н ат  н а п р а ­
влен к  наблю дателю  п ерп ендикулярно  плоскости  ри­
су н ка . В е к т о р  а кор р асп о л агается  в п лоскости  рисун­
к а  перпен ди кулярн о  гТотн т а к ,  ч т о  если  п о с м о тр е ть  
н ав стр е ч у  а кор, п о в о р о т  о т  Cj  в  б лиж айш ую  сто р о н у  
к г/отн к а ж е т с я  происходящ им  п р о т и в  х од а часовой  
с т р е л к и  (рис. 11). М одуль а хор равен

1а коР 1 =  |иотн | sin  9° °  =  2 м /с 2 .

Н аходим  абсолю тн ую  с к о р о с ть  т о ч к и  М

va.bc о̂тн ^пер1 
С п р о ек т и р у ем  о б е  ч а сти  в е к т о р н о г о  р ав е н с т в а  н а  оси  х  и у

v a 6 c  х  =  ^ о т и х  +  V p x  =  - 1  sin 3 0 °  +  1 cos 3 0 °  =  0 ,37  м /с 

Va.6c'y -  ” о т н  У +  vnep у =  1 cos 30° -  1 sin 30° =  0 , 3 7  м /с ,

'отн

O T I

Рис. 11.
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о т к у д а  v a6c =  у Д ! б с 1  +  v l e c y  =  ° . 5 2  м / с -
Н аходим абсолю тн ое ускорение т о ч к и  М

аабс аотн а пер а к о р '

С п р о екти р у ем  обе ч а сти  последнего векто р н о го  соотнош ения на оси  х  к  у  с 
у чето м  ф орм ул  (8)

а*бсх =  1 s in 3 0 ° -  1 ,3 7 -  2 cos 30° =  - 2 ,6 0 м /с 2 , 

а а6с у =  — 1 cos 30° -  0 ,3 7 -  2 sin 30° =  - 2 ,2 4  м /с 2 .

П оэтом у а а6с =  y / a l ec х +  а*6с у =  3,43 м /с 2 .

При решении задач  кинематики с помощью теор ем  сложного 
движения точки нахождение кинематических характеристик отн оси ­
тельного и переносного движений можно начинать только после вы­
бора подвижной системы  координат. П оэтому вопрос о направлении 
ускорения К ориолиса лишен всякого смысла, пока не указаны непо­
движная систем а, а такж е подвижная система и закон ее движения.

2. Основные понятия и аксиомы  
механики

2.1. Основные понятия механики
► М е х а н и ч е с к и е  с и с т е м ы . С и л ы . Механической системой  назы ­
вается совокупность материальны х точек, выделенных по некоторо­
му признаку. К ак правило, положение какой-либо точки, ее скорость  
и ускорение зависят о т  положений и скоростей остальны х точек.

Н есвободной  механической системой  называется такая систем а  
точек, на положения и скорости которы х наложены ограничения. Ма­
териальные тела, которые осущ ествляю т эти ограничения, называ­
ются механическими связями, наложенными на механическую систе­
му. Соотнош ения, связывающие координаты , скорости точек систе­
мы и время, назы ваю тся уравнениями связей. М атериальная систем а  
называется свободной  в случае отсутствия  механических связей.

А бсолю т но т вердым телом  (тверды м телом, телом) называется  
совокупность материальны х точек, взаимное положение которы х не 
меняется.

При взаимодействии точек (тел) механической системы происхо­
дит изменение их кинем атического состояния. М ерой такого взаи­
модействия является сила, изображ аемая на рисунках в виде напра­
вленного прямолинейного отрезк а. Линией действия силы назы вает­
ся прямая, вдоль которой направлен э т о т  отрезок .

С овокупность сил, выделенных по какому-либо признаку, назы ва­
ется системой сил  и обозначается  { г
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С истем а сил назы вается уравновешенной,  если, приложенная к 
свободн ом у твердом у тел у , находящ емуся в покое, она не вы водит  
его  из эт о г о  состояния.

С истем ы  сил и назы ваю тся эквивалент ными,  если,
порозн ь приложенные к св ободн ом у твер дом у тел у, они вы зы вают  
одинаковое изменение его  кин ем атического состояния.

Р а вн одей ст вую щ ей  систем ы  сил, приложенных к твердом у телу, 
назы вается сила, эквивалентная исходной систем е сил.

Силы, с которы м и механические связи дей ствую т  на точки си сте­
мы, назы ваю тся силами реакций св я зей  Силы, действую щ ие н а т о ч к и  
систем ы  и не являющиеся силами реакций, назы ваю тся акт ивны м и  
силами.

► М о м е н т ы  с и л . М о м ен т ом  силы Р  от н оси т ельн о  центра (т о ч ­
ки)  Р  назы вается век тор  М  Р { Р ) ,  равный векторном у произведению  
ради уса-век тор а г р , проведенного  из центра в т оч к у  приложения си­
лы, на вектор силы: М Р ( Р ) =  r P х Р  (рис. 12).

М одуль м ом ен та силы равен произведению  м одуля силы на ве­
личину ее плеча относительно центра. Плечом силы Р  отн оси тел ь ­
но центра назы вается о т р езо к  перпен­
дикуляра Р К , опущ енного из центра на 
линию действия. В ек тор  jrfp (P)  пер­
пендикулярен плоскости, в к отор ой  рас­
полагаю тся сила и центр, и направлен  
т ак , ч т о  если п о см о т р еть  ем у нав стре­
чу, п ов ор от  силы вокруг центра к аж ет ­
ся происходящ им против хода часовой  
стрелки. Если силу пер енести  по линии 
действия, ее м ом ент отн оси тельн о т о г о  
ж е центра не изм енится.

М ом ен т ом  силы Р о т н оси т ельн о  
оси z назы вается скалярная величина MZ( P) ,  равная проекции на  
эту  ось век тора м ом ента силы относительно л ю бого  центра, леж а­
щ его на эт ой  оси. Для вычисления м ом ента силы относительно оси  
необходим о:

1) провести  любую плоскость ж, перпендикулярную  оси , и о т м е­
т и ть  т оч к у  Р '  их пересечения (рис. 12);

2) найти Р ' —  проекцию  силы на плоскость;
3) найти абсол ю тное значение м ом ента в ек тор а Р ' отн оси тельн о  

центра Р '\
4) полученной величине присвоить знак , наблю дая за  вращ ением  

Р '  вок руг Р 1 со  стор он ы  полож ительного направления оси , при 
этом  вращ ению против хода  часовой стрелки будет  соотв етств ов ать  
положительны й знак
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Основные понятия и аксиомы механики

М омент силы относительно оси не изменится, если силу перенести  
вдоль линии действия. М омент силы относительно оси равен нулю, 
если сила и ось находятся в одной плоскости; в этом  случае линия 
действия силы либо параллельна оси, либо ее пересекает.

М омент силы Р  относительно начала системы координат О  и 
моменты силы относительно координатны х осей вычисляются по 
формулам

к
М 0 ( ? )  =  ?о  х  Р  =

г
х

i 7,

J
У г

F.
=  M x ( P ) i + M y ( P ) j  +  M 2( P ) k ;

М * { Р )  =  VFz ~  М у ( Р )  =  zF x -  x F z , М 2{ Р )  =  xF y -  yFx ,

где Fx, Fy , Fz — проекции силы на координатны е оси, а  х, у, z  —  
координаты точки ее приложения.

Главным вект ором  системы сил { /^.} называется вектор 7?, 
равный геометрической сумме всех сил системы:

k=  1

Главным моментом системы сил относительно центра Р  назы­
вается вектор М р, равный геометрической сумме векторов моментов  
всех сил системы относительно центра Р .

П П
л } р (  Рк ) =  )  '  гкр  х  Рк .

к = 1 к = 1

П а р о й  сил  назы вается система двух сил ~Р' и

Р и с . 13

с  , приложен­
ных к одному твердом у телу, которые равны по модулю, параллель­

ны и направлены в противоположные 
стороны  (рис. 13).

К ратчайш ее расстояние h меж ду  
линиями действия сил пары называет­
ся плечом пары, а плоскость, в кото­
рой лежат силы, —  плоскостью дей­
ствия пары.

Свойст ва пары сил:
1. Главный вектор пары сил равен нулю.
2. Главный момент пары сил М ( Р \  Р " )  — М  не зависит от  

выбора центра и назы вается моментом пары сил. Он равен моменту  
одной из сил пары относительно точки приложения другой  силы. 
М омент пары сил является мерой ее механического действия на 
твердое тело. П од действием пары сил свободн ое твердое тело, 
находившееся до  т о го  в покое, начинает вращаться вокруг оси, 
параллельной вектору момента пары сил.
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2.2. Аксиомы механики

2.2 . Аксиомы механики
Основные аксиомы механики ( законы Галилея  — Ньют она)  пере­

числены ниже.

► 1. З а к о н  и н е р ц и и  (первый закон Н ью т он а ): если на свободн ую  
материальную  точ к у не дей ствую т силы, т о  она сохраняет состояние  
покоя или равном ерного прям олинейного движения.

► 2 . З а к о н  п р о п о р ц и о н а л ь н о с т и  си л ы  и  у с к о р е н и я  (вт орой  
закон Н ью т она)  записы вается в виде векторного равенства

т а  — 1?,

согласно котор ом у сила, действую щ ая на св ободн ую  точк у, сообщ ает  
ей ускорение, век тор  к от ор ого  параллелен силе и пропорционален ее  
величине.

М а сса  т очки т  входит во второй  закон скалярным коэффици­
ентом  пропорциональности. В механике м асса полагается  постоян­
ной величиной, она является м ерой инертности  и гравитационны х  
свойств материальной то_чки.

С истемы  о т сч ет а , в которы х выполняются первый и второй  
законы Н ью тона, назы ваю тся инерциалъными системами отсчет а.  
Если в некоторой си стем е о т сч ет а  эти  законы не выполняются, т о  
она назы вается неинерциалъной.

► 3. З а к о н  р а в е н с т в а  д е й с т в и я  и  п р о т и в о д е й с т в и я  (т рет ий  
закон Ньютона)-,  всякому действию  со о т в ет ств у ет  равное и пр оти­
воположно направленное противодействие.

Силовые воздействия одних м атериальны х тел  на др уги е не бы ва­
ю т одн остор он н и м и , они всегда взаимны . Силы не возникаю т сами 
по себ е , а  являются р езул ь татом  к онтактного или п ространственно­
го  взаим одействия тел. Появление силы, действую щ ей на тело, пред­
полагает наличие д р у г о г о  тела, на к отор ое, в свою очередь, будет  
действовать сила со стороны  первого тела. Закон утв ер ж дает , ч то  
эти силы равны по величине, противополож ны  по направлению и их  
линии действия совп адаю т.

► 4 . С истем а сил, приложенных к одной точке, и м еет равнодейству­
ющую R * , которая равна их геом етрич еской  сум м е.

Теорема Вариньона о м ом ен т е равн одей ст вую щ ей  системы схо­
дящихся сил (является следствием ч етвер той  аксиомы): м ом ент рав­
нодействую щ ей систем ы  сходящ ихся сил относительно произвольно­
г о  центра равен геом етрич еской  сум м е м ом ентов сил системы  от н о­
сительно т о г о  же центра.

► 5 . К инем атическое состояние н есвободной  механической систе­
мы не изм еняется, если от бр оси ть  м еханические связи, наложенные 
на систем у, заменив их действие силами реакций связей.
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3. С тати к а
3.1. Основные законы и т ео р ем ы  статики
► З а д а ч а м и  с т а т и к и  являются:

1) преобразования систем  сил в эквивалентные систем ы  сил;
2) определение условий равновесия систем сил, действую щ их на  

твердое тело.

► А к с и о м ы  с т а т и к и . Д ополнительно к общ им законам механики  
в статике присоединяю т следующие аксиомы.

1. А ксиома о б  уравновеш енност и двух сил, приложенных к  т в ер ­
дому телу:  две силы, приложенные к твердом у телу, взаимно урав­
новешиваются только в том  случае, если силы направлены в разные 
стороны  вдоль общ ей линии действия и модули их равны.

2. Аксиома присоединения и исключения уравновешенных сист ем  
сил: действие системы  сил на твердое тело не изменится, если к ней 
добавить или из нее исклю чить уравновеш енную систем у сил.

Из последних двух  аксиом следует, ч то  силу, приложенную к 
твердом у тел у , можно переносить вдоль линии действия, при этом  
действие силы на тело не буд ет  меняться.

3. А ксиома о сохранении равн овесия  механической системы при 
наложении дополнит ельных механических связей:  если механическая  
систем а находится в состояни и  равновесия, т о  оно сохранится, если 
на систем у наложить дополнительную  механическую  связь. О тсю да, 
в частности , следует, что равновесие деф орм ир уем ого тела, находя­
щ егося под действием некоторой системы  сил, сохранится при его  
затвердевании, так как затвердевание тела эквивалентно наложению  
дополнительны х м еханических связей на систем у материальны х т о ­
чек, образую щ их деф ор м и р уем ое тело.

► О с н о в н ы е  т е о р е м ы  с т а т и к и .
М ожно док азать , ч то  две пары сил эквивалентны в т ом  случае, 

если их моменты  равны. Э т о  означает, что, не изменяя действия па­
ры на тв ер дое тело, ее м ож но переносить в л ю бое м есто  в плоскости  
ее действия, при этом  пару мож но поворачивать, менять величины  
сил и плеча, оставляя постоянны м  направление вращения и величину 
м ом ента пары. П ару м ож но так ж е переносить в др угую  плоскость, 
параллельную исходной плоскости действия пары. Таким обр азом , 
основной характеристикой пары является вектор ее м ом ента, п оэто­
му пару уд обн ее представлять эти м  вектором , а не двумя антипарал- 
лельными силами.

Теорема о резул ьт и рую щ ей  паре сил: систем а пар, приложенных 
к твердом у телу, эквивалентна одной паре сил, момент которой равен 
геом етрической сум м е м ом ентов исходны х пар.
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3.2. Условия уравновешенности систем сил, приложенных к телу

Теорема о параллельном переносе силы: силу, не меняя ее дей­
ствия на твер дое тело, м ож но параллельно перенести в любую точку  
тела, добавив к нему при этом  пару сил (эта  пара назы вается присо­
единенной), м ом ент которой равен м ом енту переносим ой силы отно­
сительно той  точки, куда сила переносится.

Теорема о приведении системы сил к центру: произвольная си­
стем а сил, приложенных к твердом у телу, эквивалентна одной силе, 
приложенной в наперед выбранном центре Р ,  и одной паре сил. При 
этом  сила равна главному вектору системы  сил R , а  м ом ент пары 
сил —  главному м ом енту системы  сил Л?Р относительно вы бранного  
центра.

Теорема о б  эквивалент ност и систем сил, приложенных  к т в ер ­
дому телу:  для т о го  ч тобы  системы  сил были эквивалентны, необхо­
дим о и достаточ н о , чтобы  у них были одинаковые главные векторы  
и главные моменты  относительно одн ого  и т о г о  ж е центра.

Теорема Вариньона о м омент е равнодейст вую щ ей:  если система  
сил им еет равнодействую щ ую  R * , т о  ее м ом ент относительно лю бого  
центра Р  равен геом етрической сумме векторов м ом ентов всех сил 
системы  относительно т о г о  ж е центра:

П
л*Р ( Й - )  =  £ л ! р ( £ к).

Аг =  1

С ледст вие : мом ент равнодействую щ ей относительно произволь­
ной оси равен алгебраической сумме м ом ентов всех сил системы  о т ­
носительно той  ж е оси.

3.2. Условия уравновеш енности си стем  сил, 
приложенных к твердом у тел у

► У р а в н е н и я  р а в н о в е с и я  т в е р д о г о  т е л а . Для т о го  чтобы  си 
стем а сил, приложенных к твердом у телу, бы ла уравновеш енной, не­
обходим о и достаточ н о , ч тобы  были равны нулю ее  главный вектор  
и главный м ом ент относительно какого-либо центра

Й  =  £ ? * = 0 ; Л?р  =  £ л? р ( ? * )  =  0. (1)

Условия уравновеш енност и  системы  сил, приложенных к твердо­
му телу, в координатной ф ор м е получаю тся из векторны х уравне­
ний (1) и им ею т вид системы  ш ести уравнений

=  0, Х > * у =  о , =  О,
£ > , ( ? * )  =  о, X X ( ? fe) =  o, ] Г м г ( ? к) =  0 .
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Верхние т р и  уравнения назы ваю тся уравнениями проекций  сил на 
координатны е оси; они о т р а ж а ю т  т о т  ф ак т , з т о  при'равновесии тв ер ­
д о г о  тела алгебраи ческая  сум м а проекций всех сил, приложенных к 
телу, на к аж дую  коорди н атн ую  ось дол ж на бы ть равна нулю. Н ижние 
три  уравнения назы ваю тся уравнениями м ом ен т ов  сил относительно  
координатны х осей . Э ти  уравнения указы ваю т н а т о , ч т о  при рав­
новесии т ел а  алгебраи ческая сум м а м ом ентов  всех сил, действую щ их  
на тело, отн оси тел ь н о  каж дой  координатной  оси дол ж н а  бы ть равна  
нулю.

С истем а уравнений (2) назы вается  основной си ст ем ой  уравнений  
р авн овеси я  т в е р д о г о  тела,  находящ егося  под действием  произволь­
ной системы  сил. С ущ еств ую т д р уги е  ф орм ы  систем ы  уравнений рав­
новесия, каж дая из котор ы х со ст о и т  из ш ести уравнений. При исполь­
зовании так и х  си стем  приходится  следить за  выполнением условий, 
наклады ваю щ их ограничения на вы бор осей , отн оси тел ь н о  которы х  
вычисляются сум м ы  м ом ентов сил.

В  каж дой  за д а ч е  о равновесии т в ер д о го  т ел а  или конструкции, 
состоящ ей и з нескольких тел, кром е задан н ы х величин, имею тся ве­
личины, к оторы е н еобходи м о найти в процессе реш ения. З а д а ч а  о 
равновесии назы вается  ст а т и ч еск и  определим ой , если она реш ается  
до конца м ет од ам и  статик и . В  эт о м  случае н еобходи м о, чтобы  чи­
сло неизвестны х не превыш ало числа уравнений равновесия. З адач а  
назы вается ст а т и ч е ск и  неопределимой,  если ее нельзя реш ить, поль­
зуясь  только уравнениям и статик и . П оэтом у за д а ч а  о равновесии о д ­
ного  тела, содерж ащ ая сем ь и более неизвестны х, заведом о является  
статич ески  неопределим ой.

► Ч а с т н ы е  с л у ч а и  у р а в н е н и й  р а в н о в е с и я  т в е р д о г о  т е л а .  В
частны х случаях расположения сил одн о  или несколько уравнений си­
стем ы  (2) м о г у т  обр ащ аться  в т ож д ест в а . Н априм ер, если все силы 
перпендикулярны  координатной  оси  z ,  в т о ж д ест в о  обращ ается  урав­
нение проекций на ось  г , и число уравнений равновесия ум еньш ается  
в этом  случае д о  пяти; если линии действия всех сил п ер есекаю т ось  у , 
в т ож деств о  обр ащ ается  уравнение м ом ентов отн оси тел ь н о  оси у.

Н иже р ассм отрен ы  систем ы  сил, равновесие которы х описы вается  
трем я уравнениями равновесия.

С истем а сил назы вается  сходящейся,  если линии действия сил 
пересекаю тся  в одной  точке. В ы берем  начало к оор ди н ат  в этой  точке. 
Уравнения м ом ен тов  основной систем ы  (2) обращ аю тся  в тож деств а , 
а оставш иеся  три

E F** =  °> Е ^  =  °- Е ^  =  °

об р а зу ю т  си стем у  уравнений равновесия.
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3.3. Решение задач статики

С и стем а сил назы вается  плоской,  если силы располагаю тся в 
одной плоскости. Н аправим координатны е оси так , ч тобы  все силы  
оказались в плоскости  х О у \  в эт о м  случае т р ет ь е , ч ет в ер т ое  и 
п я тое уравнения основной систем ы  (2) обращ аю тся  в т ож д ест в а , 
оставш иеся  три

Х > * -  =  0’ Х > * у  = 0 ' (3)
о б р а зу ю т  си стем у уравнений равновесия плоской систем ы  сил. З д есь  
уравнение м ом ен тов от н оси тел ь н о  оси  г  записано в иной , эквива­
лентной ф орм е: в данном  случае векторы  м ом ентов перпендикуляр­
ны плоскости действия сил, если цен тр  расположен в т о й  ж е плоско­
сти . П оэтом у м ож но р ассм атри вать  м ом ент силы отн оси тел ь н о  цен­
т р а  как скалярную  величину. В правой си стем е коорди н ат  м ом ент  
счи тается  полож ительны м , если сила стр ем и тся  повернуться вокруг  
центра против хода  часовой стрелки.

В случае плоской систем ы  сил м ож но пользоваться  др уги м и  ф о р ­
мами уравнений равновесия. О дн а из них:

£ п ,  =  0, £ > * ( ? * )  =  0. £ > S ( J % ) = 0 ,

где Р  и S  —  лю бы е точки плоскости , для к оторы х о т р езо к  P S  
неперпендикулярен оси  х.

Еще одн а  ф о р м а  уравнений равновесия:

J 2 M p ( P k) =  О, ^ M 5 ( ? fc) =  0, =

где Р ,  S,  Е — лю бы е точ к и  плоскости , не лежащ ие н а  одной  прям ой.
С овокупн ость  сил назы вается  си ст ем ой  параллельных сил, если  

линии действия сил параллельны, Ось z  направим параллельно лини­
ям действия. П ервое, в т о р о е  и ш ест о е  уравнения систем ы  (2) о б р а ­
щ аю тся в т о ж д ест в а , оставш иеся

=  о, =  =  0

об р а зу ю т  си стем у  уравнений равновесия тела, находящ егося  под  
действием  параллельны х сил.

3.3 . Р еш ен и е  задач  стат и к и
► О б щ а я  с х е м а  р е ш е н и я  з а д а ч  о  р а в н о в е с и и  т е л а  (или кон­
струкции, состоящ ей  из нескольких тел) содер ж и т  несколько этапов. 
Н еобходим о:

1. В ы брать тело (или конструкци ю ), исследование равновесия ко­
т о р о г о  позволит определ ить  т р ебуем ы е величины. Н ари совать  р а с ­
ч ет н ую  схему :—  упрощ енны й рисунок , на которы й вы несены  лишь
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необходим ы е для реш ения линейные размеры  и углы , а несущ ествен­
ные детали  опущ ены .

2. И зобр ази т ь  на схеме активны е силы, заданны е в условии  
задачи .

3. Если тело н есв ободн о , о т б р о си т ь  наложенные на него механи­
ческие связи, зам енив их действие реакциями связей. После такой  
замены  тело становится  свободн ы м .

4. П роверить выполнение н еобходи м ого  условия статической  
определим ости задачи: число неизвестны х, появившихся на р асч ет­
ной схеме, не дол ж но превы ш ать числа уравнений равновесия для 
рассм атриваем ой системы  сил.

5. В  случае выполнения эт о г о  условия состав и ть  систем у уравн е­
ний равновесия, реш ить ее и исследовать полученные результаты .

При реш ении задачи ж елательно действовать  ст р о го  по описанной  
схеме.

О пы т показы вает, ч т о  наиболее часто  ошибки допускаю тся  
при зам ене связей  их реакциями О становимся п о др обн ее  на этом  
вопросе.

► П р а в и л а  р а с с т а н о в к и  с и л  р е а к ц и й  м е х а н и ч е с к и х  с в я з е й .
К аж дая механическая связь п редставляет либо тело, либо м еханиче­
ское устр ой ств о , к от ор ое  наклады вает какие-либо ограничения на 
перемещ ение тел а  в п р остран стве. При этом , в зависим ости  о т  вида  
связи, некоторы е перемещ ения запрещ ены , а некоторы е —  разреш е­
ны. Э т о  о б ст оя т ел ь ст в о  позволяет заран ее, не находя численных зн а ­
чений силовых ф ак тор ов  действия связи, ук азать  на некоторы е каче­
ственны е о со б ен н о ст и . Правило, котор ом у необходим о следовать при 
зам ене связей силами реакций, заклю чается  в следующем: реакция  
связи в общ ем  случае м ож ет  сост оя т ь  из двух  силовых ф ак тор ов  —  
силы, приложенной в точке наложения связи, и пары сил.

Если связь зап рещ ает  п оступ ател ь н ое перемещ ение тела, появля­
ется сила реакции, направление которой  противополож но запрещ ен­
ному перемещ ению . Если связь зап р ещ ает  п ов ор от  тела, т о  возникает  
пара сил реакции связи, которая обесп еч и в ает  эт о  запрещ ение, при 
этом  вектор м ом ен та пары будет  направлен вдоль оси запрещ енного  
п оворота.

>  Н е к о т о р ы е  т и п ы  м е х а н и ч е с к и х  с в я з е й .
1. Идеально гибкая нерастяж имая невесомая нить.  Н а рис. 14 

и зобр аж ен а  нить, прикрепленная к тв ер дом у тел у  в точке В.  Р ас­
сматриваем ая связь наложена в точке В ,  в силу идеальной гибкости  
нити разреш ен п ов орот  тел а  вокруг лю бой оси , проходящ ей через эту  
точку. Э т о  озн ач ает, ч то  пары сил реакции не возникает.

Для эт о г о  ти п а  связи разреш ены  малые поступательны е перем е­
щения тела, при которы х точ к а В  движ ется  по поверхности сф еры
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к

радиуса В К  с центром  в точке К , поэтом у и направлении разреш ен­
ных перемещ ений сила реакции возникнуть не м ож ет. Запрещ ено по­
ступ ател ьн ое перемещ ение тела в направлении К В ,  так  как нить не­
растяж им а. Э т о  означ ает, что появляется сила реакции $ в , прило­
женная к телу в точке В. направленная по прямой В К .

‘2. А налогично направляю тся силы реакции, когда связь осущ е­
ствляется посредством  либо с в о б о д ­
ного опирания двух  т е л , поверхность  
одн ого  из которы х является абсо ­
лю тно гладкой (рис. 15), либо по­
движ ного  шарнира  (рис. 16).  Рис.  1 6 .

3. Ж е с т к а я  заделка.  С вязь зап рещ ает  л ю бое поступ ательн ое пе­
ремещ ение тела, поэтом у возникает сила реакции связи R B , на­
правление к оторой  неизвестно. Ее обы чно  
представляю т тр ем я  составляю щ им и, па­
раллельными координатны м  осям . Ж е с т ­
кая задел ка зап р ещ ает  п ов ор от  вокруг лю ­
бой оси, проходящ ей через точ к у В ,  по­
этом у возникает пара сил реакции, мо­
м ент которой М д  неизвестен  ни по ве­
личине, ни по направлению. О бы чно неиз­
вестную  пару зам ен я ю т эквивалентной си­
стем ой тр ех  пар. м ом енты  которы х напра­
влены вдоль осей  коорди н ат  (рис. 17).

Если на тело наложено несколько связей, т о  каж дая из них иссле­
дуется  независим о о т  остальны х связей и приложенных к тел у  сил.

Н еизвестны м и в зад ач ах  статик и  м огут  бы ть не только реакции
связей, но и углы , линейные разм еры  конструкций и др. парам етры .

1в х
Р и с .  17 .
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Е

Рис. 18. Рис. 19.

П р и м е р  1 . Н ай ти  реакцию  ж есткой  зад ел ки  В  и зо гн у то й  невесомой бал­
ки B D E  (рис. 18), находящ ейся под  действием  силы F  =  20 кН и пары  сил с 
м оментом  М  =  2 кНм при следую щ их данны х: а  =  30°, B D  — 2 м, D E  =  1 м .

Р е ш е н и е .  Б уд ем  следовать общ ей схеме реш ения за д а ч  о равновесии тел а .
1 . Р еак ц и я  ж есткой  зад ел ки  В  м о ж ет  бы ть найдена из исследования равно­

весия балки , поэтом у в кач естве  тв ер д о го  те л а  вы бираем  балку B D E .  О тд ельно  
рисуем  расч етн ую  схему (рис. 19).

2 . Р асставляем  на схеме ак ти вн ы е силовые ф а к т о р ы , действую щ ие н а  бал­
к у ,—  силу Й  и п ару  сил Л?, которую  и зображ аем  при помощ и дуговой  стр ел ­
ки в направлении вращ ения пары  (в рассм атриваем ом  случае по ходу часовой 
стрелки).

3. Б а л к а  н есвоб одн а, т а к  к а к  на нее налож ена связь  —  ж естк ая  зад ел к а  
в точке В.  ,Делаем балку свободной: отбрасы ваем  связь , зам ен яя  ее реакцией  
связи. Р еак ц и я  зад елки  со сто и т  и з силы Й в , неизвестной  ни по величине, ни 
по направлению , и п ар ы  сил с м ом ентом  JV/g, неизвестны м  ни по величине, ни по 
направлению  вращ ения.

Вводим  систем у коорди н ат х  у,  к а к  п оказано  на рисунке. П оскольку н ап р а­
вление силы  Й в  неизвестно, п р едстави м  ее двум я составляю щ им и: Й в  и Y  в . 
Н еизвестную  пару сил реакц и и  М в  и зоб рази м  дуговой  стрелкой . О тм ети м , ч т о  
не нуж но г а д а т ь , к у д а  на сам ом  деле направлены  составляю щ ие и дуговая стр ел ­
к а  м ом ента п ары  — все э т о  вы ясн и тся  после реш ения зад ачи . Н априм ер, на рас­
ч етной  схеме Й в  бы ла нам и н аправлена влево лиш ь потом у , ч т о  при э то м  она 
оказалась  зам етн ее на рисунке.

Зам еним  Й  эквивалентной систем ой сил, состоящ ей из двух составляю ­
щих Й 1 и Й  w, направленны х параллельно коорди н атн ы м  осям

4. Теперь на расчетн ой  схеме оказалась  свободная балка, находящ аяся под 
действием  сил, располож енны х в одной плоскости. В это м  случае си стем а 
уравнений равновесия с о с т о и т  из т р ех  уравнений. К оли чество  неизвестны х —  
Х в , K g, М в  —  равно тр ем . Э т о  о зн ач ает , ч то  количество  неизвестны х и коли­
чество  уравнений со вп ад аю т и необходим ы е условия стати ч еско й  определим ости 
зад ач и  выполнены.

5. В оспользуемся основной ф орм ой  уравнений равновесия для плоской си сте­
мы сил (3), вы брав в кач естве  м ом ентной то ч к и  ц ентр  В .

О сновная опасность при составлении уравнений равновесия — возм ож ность 
п отери  какой-либо силы, либо пары  сил, поэтом у реком ен дуется вы п и сать  в 
стр о ке  все силы и все пары  сил, приложенны е к тел у , а  уравнения равновесия 
со ста в л ять  под это й  строкой .

Й = Й * + Й " >  F '  — F  сова ,  F ” =  F  sin о .

Силы, п ар ы  сил Й в  Йв  М в  Й* Й "  М

Fjcx — —X в  +  0 +  0 — - F 1 + 0 - { - 0 = 0 ,
Z 2 Fky =  0 +  у в  + 0 + 0 -  F "  + 0 = 0 ,

о + о  + М в  + F ' DE  -  F " B D  ~  М  = 0.
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П о д стави в  и сходн ы е д ан н ы е, н ай д ем  реш ение за д а ч и

Х в  =  —17,1 кН , Y B — 10 кН , М в  — 4,9 кН м .

З н а к и  о т в е т о в  г о в о р я т  о т о м , ч т о  нап равлен и е составл яю щ ей  3? в  п р о ти -

^  В  ивополож но у к аза н н о м у  н а  р а с ч е т н о й  схеме, а  н ап р авл ен и я  со ставляю щ ей  Y
д у го в о й  с тр ел к и  М в  с о о т в е т с т в у ю т  и зо б р а ж ен н ы м

Н а схем е (рис. 19) не р ек о м ен д у етс я  за ч е р к и в а т ь  и р и с о в а т ь  зан о в о  в  
с у ч е т о м  з н а к а  о т в е т а , т а к  к а к  при  это м  ст а н о в я т с я - н евозм ож ны м и п р о в е р к а  
п р ави л ьн о сти  со ста вл ен и я  у р ав н ен и й  р авн овесия  и  и н т е р п р е т а ц и я  р е зу л ь т а т о в .

С и ла р е а к ц и и  за д е л к и  в  я в л я е т с я  ге о м е­
тр и ч еск о й  сум м ой  о р т о г о н а л ьн ы х  составляю щ и х  
X  в  и У* в , п о это м у  ее  в ел и ч и н а  м о ж е т  б ы ть  н ай ­
д ен а  по ф о р м у л е

Р и с. 20.

R B = \ / Х 2п  +  V j  =  19.8 кН .

П р и м е р  2. К о н с т р у к ц и я , со с то я щ а я  из д вух  
невесом ы х  с те р ж н е й  B D  и D E , ‘и зо б р а ж е н а  на 
рис. 20 . С т е р ж н и  и м ею т о д и н аковую  длину 4 м и 
соед инены  м еж д у  со б о й  и с  осн ован и ем  при по­
м ощ и ш ар н и р о в , п р и ч ем  B E  — B D .  Л евы й  с т е р ­
ж ен ь  B D  в  сред ней  т о ч к е  н а гр у ж е н  го р и з о н т а л ь ­
ной силой F  =  20 кН , п р ав ы й  с т е р ж е н ь  D E  н а гр у ж е н  п ар о й  сил М  =  10 кН м . 
О п р ед ели ть  о п орн ы е р е а к ц и и  и давление в п р о м еж у т о ч н о м  ш ар н и р е  D .

Р е ш е н и е .  Р а с с м о т р и м  равн о веси е  к а ж д о г о  с т е р ж н я  в о тд е л ь н о ст и , для чего  
расчленим  к о н стр у к ц и ю  н а  две ч а с т и — с т е р ж н и  B D  и D E , р а с с т а в и м  ак т и в н ы е  
силы  и р еак ц и и  св я зей .

Р а с ч е т н а я  с х ем а  з а д а ч и  после оп и сан ­
ны х д ей стви й  п р ед ст ав л ен а  н а  ри с. 21 , 
с и с т е м а  к о о р д и н а т  —  о б щ ая для обоих 
стер ж н ей . С и л а  f t  D , дей ству ю щ ая на 
с т е р ж е н ь  B D  со  с т о р о н ы  с т е р ж н я  E D , 
п р ед ставл ен а  д в у м я  со ставл яю щ и м и  3? D 
и У*£), си ла д ей ст в и я  с т е р ж н я  D B
н а  с т е р ж е н ь  E D  —  со ста вл яю щ и м и  3? *D 
и П оскольку  си л а  д ей стви я  J? D и си­
л а  п р о ти в о д ей с тв и я  f lt 'в  д о л ж н ы  удовле­
т в о р я т ь  аксиом е д ей ст в и я—п р о ти во д ей с тви я , т о  и  их со ставляю щ и е б у д у т  свя­
за н ы  соотн о ш ен и ям и

У. 60'60'

Р ис. 21.

и: =  - Л Ч U , т .е . со ставл яю щ и е р а в н ы  и
противополож но н ап равлен ы , и э т о  у ж е  у ч т е н о  н а  схеме. П ри это м  а л ге б р а и ч е ­
ски е зн ач ен и я  со ста в л яю щ и х  б у д у т  св я зан ы  соотн о ш ен и ям и

X D = X ' DI  

К о л и ч еств о  н еи зв е стн ы х  —  Х в , У5 ,
Уп = У п . (4)

Y e  —  р авн о
восьм и . Р авн о веси е  к а ж д о г о  с т е р ж н я  будет  о п и сы в аться  т р е м я  у р авн ен и ям и  
равн овесия ; в м е с т е  с д ву м я уравн ен и ям и  (4) они о б р а з у ю т  си сте м у  8 у равн ен и й  
с 8 н еи зв е стн ы м и  (н еобходи м ы е условия ста т и ч е с к о й  о п ред ели м ости  зад ач и  
в ы п о л н яю тся ).

Н иж е вы п и сан ы  у р авн ен и я  равн овесия:

для с т е р ж н я  B D

= Х в  +  X  р  +  F  =  0 ,

J 2 F*y =  YB +  YD =  0,

Y s M B( ? k) =  -F<*ein60° -  ’
—Х в 2а  s in 6 0 °  +  Y B 2a c o s60° =  0 ,

для с т е р ж н я  E D  

£  Ъ .  =  ~ X ’d  + X e  =  0,

£  Fkv =  - Y ‘D + r B = 0, 

£ M B ( P k ) =  X'd 2a  sin  60° +  

+ Y B 2a c o s60° -  M  = 0.



42

Статика

Реш ив эту  си стем у  уравнений  с у чето м  равен ств  (4), в и т о ге  получим: 
Х в  =  -1 6 ,4 4  к II; Y B =  -1 1 ,1 6  кН ; X D = X'D = - 3 ,5 6  кН ; Y D =  Y'D =  11,16 кН; 

=  —3,56 кН; Y e  =  11,16 кН.

3.4. Ц ентр параллельных сил. Центр  
т я ж е с т и  т в ер д о го  тела

► Ц е н т р  п а р а л л е л ь н ы х  си л . Пусть на точки твердого тела дей­
ствует  систем а параллельных сил { Силы м огут поворачиваться  
вокруг точек их приложения, оставаясь параллельными. М ожно дока­
зать , ч то  систем а и м еет равнодействую щ ую  /I" , если главный вектор  
отличен о т  нуля. При этом  линия действия Р "  проходит всегда через 
одну и ту  ж е неизменно связанную с телом точку С  независимо от  
ориентации сил. Э та  точка называется центром параллельных сил , и 
ее положение в пространстве определяется радиусом -вектором  г с \

~ _  £  F k Fk
С Z Fk ’

здесь  г к радиус-вектор точки приложения силы Р  к, a Fk — алге­
браическое значение силы.

К оординаты  х с , у с , zc  центра параллельных сил можно опреде­
лить по формулам

£  Fk x k , Y . F kVk . Y l F k z k
2/с ~ ' £ * Г ! c ~  £ ^  '

► Ц е н т р о м  т я ж е с т и  т в е р д о г о  т е л а  назы вают центр параллель­
ных сил, представляю щ их силы тяж ести  материальны х частиц, из 
которы х состои т  тело. Если тело находится на поверхности Земли и 
его размеры малы по сравнению с радиусом Земли, т о  можно счи­
тать , что линии действия сил тяж ести  параллельны, а их величины 
зависят лишь о т  объ ем а  материальных частиц, плотности материала  
и ускорения свободн ого  падения д, одинакового для всех частиц.

Ф ормулы для нахождения центра тяж ести  следуют из ф ормул для 
нахождения центра параллельных сил

f  y r  d V  f y x d V  J  у у  d V  J y z d V

=  ' f y d V  ’ =  Vf y d V  ’ Vc =  Vf y d V  ’ 2c =  Vf y d V  ’
V v  V V

где V  —  объем  тела, у  =  у ( х ,  у } z)  —  удельный вес; G  =  /  у  d V  —  вес
v

тела.
Аналогичные ф орм улы  им ею т м есто для нахождения центра тя­

ж ести тела, имеющ его ф орм у поверхности или линии.
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Р и с .  22 .

► С п о с о б ы  н а х о ж д е н и я  ц е н т р а  т я ж е с т и .
С имм ет ричные тела.  Если тело им еет плоскость (ось, центр) 

материальной сим м етрии, т о  его  центр  
тяж ести  находится в этой  плоскости (на 
оси, в центре).

М е т о д  разбиения.  Пусть тело со ст а ­
влено, например, из т р ех  частей (рис. 22), 
для каж дой из которы х известен вес 
G j, G 2, G3 и положение центра тяж ести  
г с  , гс  гСэ. Р адиус-вектор  центра тяж е­
сти тела г с  и его  координаты  находятся  
по ф орм улам

_  G 1rCi +  G2f Cj + G 3r C3 _  G 1x Ci +  G 2x C:i +  G 3x c
G i +  G2 G3 ^ G i-bG 2 -f-G3

G i » c ,  +  +  с зУс, _ Gizc, + G g f c a  +  G 3z c ,
Ус Gj + G 2 + G 3 ’ c  Gj +  G 2 +  G 3

М е т о д  от рицат ельны х масс.  Пусть теперь н еобходи м о найти  
центр тяж ести  нового тела, составленного из частей 1 и 2  (его  
мож но получить, вы резав из осн овн ого  тела  часть 3 ) .  Реш ение можно  
получить либо по ф орм улам  (5), либо по форм улам

?'  — ~  ^ 3гСз __ G x c  — G 3x Ci
с  G — G3 ’ G  -  G3

Gy с  — G3yCi , Gzc  — G3zc

( 5 )

Ус = G 3 °  G  — G 3

где G  — G[ + G 2 +  G 3 —  вес тела, составленного из тр ех  частей, a G 3 —  
вес вы резанной части , которы й в ф ормулы  вхоДит с отрицательны м  
знаком, что и послуж ило основанием для названия м етода .

3.5. Распределенны е силы
В практике ч асто  встречаю тся случаи, когда к тел у  приложены  

не сосредоточенны е силы, а нагрузки , распределенны е по некотором у  
объ ем у, поверхности или линии. Ч астны й случай объ ем н ого  распре­
деления силы веса был рассм отрен  в разд. 3.4. Векторная величина q, 
характеризую щ ая нагрузку, назы вается инт енсивност ью  нагрузки  и 
измеряется в Н /м 3, Н /м 2 или Н /м .

При решении задач  статики распределенную  нагрузку обы чно  
зам еняю т более п р остой  статически эквивалентной силой (систем ой  
сил).

1. Р авномерно распределенная нагр узка  интенсивности q (рис. 23) 
в плоской задач е статик и  им еет равнодействую щ ую  ^  — q BD,  линия
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Статика

_  Т««»*

J , | / | Д  I |  л \  т . . у

Р и с .  23.

£
' 5

Р и с .  24.

действия которой проходит через середину отр езка приложения на­
грузки B E  — E D .

2. „Яимейно распределенная нагрузка  в плоских задачах статики  
(рис. 24) им еет равнодействую щ ую  $  =  у9*т ах & D ,  проходящ ую  
через точку Е ,  причем B E  =  - j B D .

3.6. Законы трения (законы Кулона)
► З а к о н ы  т р е н и я  ск о л ь ж е н и я . Рассм отрим  тело веса G , находя­
щееся в покое на негладкой горизонтальной плоскости (рис. 25). По­
пы тка передвинуть тело, приложив к нему горизонтальную  силу F , 
не приводит к успеху до тех пор, пока величина силы не дости гн ет  не- 

_  к оторого  значения Р ' . Равнодейству-
С  ющая сил реакций опоры м ож ет быть

Е— I I представлена в виде двух составляю -
щих —  силы нормального давления Р  

т ,ТБ и сильг трения покоя Р тр. Уравнение
Рис 2 5 . проекций сил на горизонтальную  ось

дает FTp =  F.
Опыт показы вает, ч то  F * и N  связаны соотнош ением (закон  

Кулона)
F '  =  f 0 N ,

где / 0 называется ст ат ическим  коэффициентом трения;  он зависит  
от  материалов соприкасающ ихся тел и состояния их поверхностей.

Пока F  ^  F", тело будет оставаться в покое. Если же к нему 
приложить силу, большую чем F ’ , т о  оно станет двигаться. При 
движении силу сопротивления можно найти, пользуясь формулой

FrP =  f N ,  (6)

где /  назы вается динамическим коэффициентом трения, a FTp —  
силой трения скольжения.

О тметим, что динамический коэффициент трения всегда меньше 
статического коэф ф ициента трения: /  <  / 0 .
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4.1. Дифференциальные уравнения движения точки

^  З а к о н ы  т р е н и я  к а ч е н и я . Р ассм отри м  диск ради уса  Л, поко­
ящийся на негладкой горизонтал ьной  плоскости (рис. 26). П опы тка  
перекатить диск, приложив к его  центру гор и зон тал ьн ую  силу Р , не 
приведет к успеху, пока величина силы остается  меньш е предельного

значения F " ' .
Силы реакции опоры , распределенны е 

по малой поверхности вблизи точки  кон­
т а к т а  Р ,  в соот в ет ств и и  с т еор ем ой  о 
приведении системы  сил к центру м о­
г у т  бы ть заменены  эквивалентной си сте­
м о й —  силой норм ального давленая Р , си­
лой трения  покоя Ь тр, приложенными в 
точк е к онтакта Р ,  а так ж е парой сил т р е ­
ния качения с м ом ентом  М тр.

При равновесии диска из уравнения м ом ентов относительно цен­
тр а  Р  следует F R  =  М тр. О пы т показы вает, что F** и N  связаны  
соотнош ением  F** =  k N / R ,  при эт ом

М "  =  k N .  (7)

Разм ерны й коэф ф ициент &[см] назы вается коэффициентом т р е ­
ния качения.

П оверхность  качения назы ваю т а бсолю т но шероховатой,  когда  
/  ф  0 и к = 0.

О пы т показы вает, ч т о  при прочи х равны х условиях F * м ного  
больш е F**, п оэтом у  в технике при необходи м ости  уменьш ить потери  
на трен и е стр ем ятся  зам ени ть скольжение качением.

4. Д инам ика м атери альн ой  точк и

4 .1 . Д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е уравнения движения  
материальной точки

Д виж ение м атериальной точ к и  по отнош ению  к инерциальнбй  
систем е о т сч ет а  описы вается вторы м  законом Н ью тона:

3 =  1 к  =  1

где т  —  м асса точк и , а — ее  ускорение, в правой части равенства —  
геом етр ич еская  сум м а всех сил, приложенных к точке. Причины воз­
никновения каж дой  из сил м огут  бы ть различны ми. З д есь  мы будем  
различать силы акт и вн ы е Р -  и силы реакций св я зей  R k . А ктивны е

тр 'т р  

Р и с .  2 6 .
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силы зависят о т  времени t , а так ж е о т  положений и ск оростей  т о ­
чек механической систем ы . К активным силам отн осятся , например, 
силы тя ж ест и , уп р у го сти , вязкого трения , аэр оги др оди н ам и ч еск ого  
сопротивления и т .п .

Силы реакций связей дей ствую т на н есв ободн ую  м атериальную  
точку, к огда  ее движ ение стесн ен о  механическими связями. Э ти  силы 
м ожно определить лишь в п р оц ессе решения задачи  динамики.

В ы берем  декартовы  оси  инерциальной систем ы  о т сч ета  х, у, г и, 
п р оектируя  на них о б е  части век торного  равенства (1), получим

Э ти  три уравнения назы ваю тся дифференциальными уравнениями  
движения мат ериальной  т онки в дек а р т о вы х  координатах.

Д иф ф еренциальны е уравнения движения т онки в п роекциях на 
е ст е ст ве н н ы е  оси координат  им ею т вид

4.2 . Первая и вторая задачи динамики
В уравнения движ ения (см. разд . 4 .1 ) неизвестны е м о гу т  входить  

как в левые, так  и в правые части. В зависим ости  о т  э т о г о  задачи  
динамики делятся на два  типа, которы е р ассм отрены  ниже.

► П е р в а я  з а д а ч а  д и н а м и к и . З ад ан  закон движ ения и активные 
силы, необходи м о найти силы реакций связей.

Здесь  учтен о, ч т о  а Т ■
ai Р

О Р и с .  27 .

П рим ер 1. Г)руз в еса  G, к о т о р о м у  в м о­
м е н т  врем ен и  t0 =  0 бы ла со о б щ ен а  н ек о то р ая  
н ачальн ая  ск о р о сть , п о д н и м ается  по наклонной 
ш ероховатой  п лоскости  (ри с. 27). О п ред ели ть  
вели чи н ы  сил т р е н и я  ^ тр и н орм ал ьн о го  д авле­
ния 7V, дей ствую щ и х н а  тело , если и зв е с т н ы  ко­
э ф ф и ц и ен т  т р е н и я  о  п ло ско сть  /  и у го л  н акл о ­
н а  а .
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4.2. Первая и вторая задачи динамики

Р е ш е н и е .  В ведем  д е к а р т о в ы  оси к о о р д и н ат , совм ести в  начало о т с ч е т а  О 
с полож ением г р у з а  при  t  =  0. И зо б р ази м  г р у з  в произвольном  полож ении и 
действую щ ие н а  н его  силы. П ринимал г р у з  за  м атериальную  то ч к у , запиш ем  для 
него в то р о й  зак о н  Н ью тон а

т а  =  3  +  +  F*T p . ( 2 )

П р о ек ти р у я  об е  ч а с т и  в ек то р н о го  р ав е н с т в а  (2) на ось у, имеем  0 — —G eo s о-Ь N  
(учтен о , ч т о  ускорение г р у з а  параллельно оси х ) .  О тсю д а находим  N  =  G eo s а .  
И спользуя далее закон  К у л о н а  (уравнение (3) в гл. 3), получим  силу тр ен и я  
F Tp =  N f  — G cos a  f .

► В т о р а я  з а д а н а  д и н а м и к и . Задан ы  активные силы, уравнения  
механических связей, начальное положение точки и ее начальная 
скорость, н еобходим о найти закон движения точки и реакции связей.

В торую  задачу динамики реком ендуется реш ать последовательно  
в несколько этапов, перечисленных ниже.

1. Р исую т предполагаем ую  траекторию  движения, на которой  
и зобр аж аю т материальную  точку.

2. Р исую т силы, приложенные к точке.
3. Записы ваю т второй  закон Н ью тона в векторной ф орм е.
4. Вы бираю т удобн ую  систем у координат.
5. Записы ваю т уравнения движения точки в проекциях либо на 

оси декартовой системы  координат, либо на оси естеств ен н ого  тр ех ­
гранника. В первом случае все активные силы необходим о вы разить  
через t } х , у, z t х , у, г, а во втором  —  через t, s, s .

6. К полученным диф ф еренциальны м уравнениям добавляю т на­
чальные условия: значения координат и проекций скорости точки в 
начальный м ом ент времени (они берутся  из условия задачи с учетом  
введенной системы  координат).

7. П оставленную  задачу реш аю т численно или аналитически ме­
тодам и, известны ми из курса высшей м атематики.

Указанные этапы  решения реком ендуется выполнять, не меняя 
порядка их следования.

П р и м е р  2 , Д ополнительно  к условиям за д а ч и  п ри м ера 1 дано, ч т о  в м ом ен т 
врем ени ск о р о сть  г р у з а  с т а л а  р ав н а  половине начальной. Н ай ти  начальную  
ск о р о сть  г р у з а  v0 и п у ть  D ,  пройденны й им  за  врем я t . .

Р е ш е н и е .  П р о ек ти р у е м  обе ч а с т и  в ек то р н о го  р авен ст в а  (2) на ось х.  
И спользуя ф орм улы  G  =  т д  и F Tp =  G  /  cos а ,  получим

х  =  — э (sin а  +  /  cos а ) .

О бщ ее реш ение полученного  ди ф ф ерен ц и альн ого  уравнения и вы раж ен и е для 
скорости  г р у з а  д аю тся  ф о р м у л ам и  (п о д р о б н о сти  их получения опущ ены , а  их 
прави льн ость  м ож но п р о в ер и ть  п у тем  диф ф ерен ц и рован и я)

X =  — (sin а  +  /  cos a ) t 2 +  Cj t + C2» 

x  =  — g (sin a  *f /  cos a)f +  C j.

П оследние д в а  соотн ош ен и я долж ны  б ы ть  справедливы  в лю бой м ом ент вре­
м ени t, стало б ы ть , и в начальн ы й  м ом ен т врем ени  = 0 , и в  м о м ен т  врем ени
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Общие теоремы динамики механической системы
т .е . соотн ош ен и я б у д у т  уд о в л ет в о р яться , если в них  в м есто  t , х ,  d x j d t  б у д у т  под­
ставлены  сн ач ал а  зн ач ен и я  О, О, v0 , а  з а т е м  f . ,  D,  f 0 / 2 . П осле п о д стан о во к  получим  
си стем у  ч е т ы р е х  уравн ен и й

О =  С 2 , 

vo =  ^ 1»
D  =  —у 5Г ( s i n a  4- / c o s a ) t \  4- C j f *  +  C 2 ,

— — g (s in  a  +  /  co s  a )*  * 4- Cx

с ч е т ы р ь м я 'н е и зв е с т н ы м и  C l t  C 2 , v0 , D t реш ая к о то р у ю , н ай д ем  и ском ы е вели­
чины

vo =  (s in  а  +  /  co s a ) * , ,

D  — ^ - д  (s in  а  4- /  c o s a ) * , .

5. О бщ ие т е о р е м ы  динамики  
м еханической си стем ы

Д овольно часто удается  вы делить важные особен н ости  движ ения  
механической систем ы , не прибегая к интегрированию  системы  ди ф ­
ф еренциальны х уравнений движения. Э т о  д ости гается  применением  
общ их т еор ем  динамики.

5.1 . Основные понятия и определения
► В н е ш н и е  и  в н у т р е н н и е  с и л ы . Лю бая сила, действую щ ая на 
точку механической систем ы , обязател ьно является либо активной  
силой, либо реакцией связи. В сю  совокупность сил, действую щ их на 
точки систем ы , м ож но раздел ить  на два класса иначе: на внешние  
силы и вн ут рен ни е  силы 1^' (индексы е й  i — о т  латинских слов 
externus —  внешний и interim s —  внутренний). Внеш ними назы ваю тся  
силы, действую щ ие на точки системы  со стороны  точек  и тел , не вхо­
дящих в состав  рассм атриваем ой систем ы . В нутренним и назы ваю тся  
силы взаим одействия м еж ду точкам и и телам и рассм атриваем ой си­
стемы .

Э т о  разделение зав и си т  о т  т о г о , какие м атериальны е точки  и тела  
включены исследователем в рассм атриваем ую  м еханическую  систем у. 
Если расш ирить состав  систем ы , включив в нее дополнительно точки  
и тела, т о  некоторы е силы, которы е для преж ней систем ы  были 
внешними, для расш иренной системы  м о гу т  стать  внутренним и.

^  С в о й с т в а  в н у т р е н н и х  си л . Поскольку эти  силы являются сила­
ми взаим одействия м еж ду  частями систем ы , они входят в полную си­
стем у внутренних сил «двойками», организованны м и в соответств и и  
с аксиомой действия-противодействия. У к аж дой  такой «двойки» сил
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5.1. Основные понятия и определения

главный вектор и главный м ом ент относительно произвольного цен­
тра равны нулю. Так как полная си стем а внутренних сил состои т  
только из «двоек», т о

1) главный век тор  систем ы  внутренних сил равен нулю,
2) главный м ом ент систем ы  внутренних сил относительно п роиз­

вольной тонки  равен нулю.
М ассой  сист ем ы т  назы вается ариф м етическая сум м а масс т к 

всех точек  и тел, образую щ их систему: *

т - ^ 2  т к

► Ц е н т р о м  м а с с  (цен тром  инерции) механической систем ы  назы­
вается геом етрич еская  т оч к а  С , радиус-вектор  и координаты  к ото­
рой х с , у с , г с  определяю тся ф орм улам и

Е т *Л _ Е ткхк .. _ Т,ткУк . _ Е тк2к 
г ° ~  m ’ Х с ~ ~ ^ 1  ' У с ~  т ~ ' т  '

где rk , х к , ук , zk — радиусы -векторы  и координаты  точек , обр азую ­
щих систем у.

Для тв ер д ого  тела, находящ егося в однородном  поле тяж ести , 
положения центра м асс и центра т я ж ест и  совп адаю т, в др уги х  
случаях э т о  разны е геом етри ч еск и е точки.

В м есте с инерциальной систем ой о т сч ета  часто  рассм атриваю т  
одноврем енно неинерциальную  систем у от сч ета , движ ущ ую ся п осту­
пательно. Ее оси  к оординат C x ' y ' z * (оси К ён и га )  вы бираю т так, 
чтобы  начало о т сч ета  С  постоянно совпадало с центром  масс м еха­
нической системы . В соответств и и  с определением центр м асс непо­
движен в осях  К ён и га  и находится в начале координат.

М о м е н т о м  и н е р ц и и  системы  относительно оси z  назы вается  
скалярная величина 1г , равная сум м е произведений м асс т к всех 
точек  системы  на квадраты  их расстояний hk до оси:

= £ m k hl .

Если механической систем ой является твер дое тело, для нахож де­
ния Iz можно воспользоваться ф орм улой

h  = J  Pi*2 + V2)dV,

где р(х,  у,  г )  —  плотность , а V  —  объ ем , занимаемы й телом .
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М омент инерции од н ор одн ого  диска массы т  радиуса R  отно- 
сительно оси , перпендикулярной его  плоскости и проходящ ей через 
центр, подсчиты вается, по ф орм уле

1г =  у Ш Й 2. (1)

Теорема Г ю й генса  о м ом ент ах инерции от н оси т ельн о  параллель­
ных осей, одна из кот оры х проходит через  центр масс:

I; -  ICZ +  Wc/2>

где 1г и 1Сг -— мом енты  инерции отн осительно параллельных осей  
z и С г , причем ось C z проходит через центр масс, d  —  расстояние  
м еж ду осям и, т  —  м асса системы . Из теор ем ы  следует, что 1Сг <  1г .

5.2 . Т еорем а о движении центра масс
► Ф о р м у л и р о в к а  т е о р е м ы :  центр масс механической системы  
движ ется  так ж е, как двигалась бы материальная точ к а  с массой т .  
равной массе систем ы  под действием  внешних сил, приложенных к 
системе:

т а с  =  ^ 2 ^ к >  (2)

где т  —  м асса систем ы , а а с  —  ускорение центра масс.
М атем атическая запись теорем ы  (2) похожа на второй  закон  

Н ью тона. Д ади м  более п одр обн ое изложение теорем ы . При движении  
системы  ее центр масс С  дви ж ется  по некоторой траектори и. Пусть, 
например, в мом ент времени t 0 он находится в положении В  и им еет  
скорость Сс о . Если тепер ь  в мом ент времени t 0 в положение В  
п ом естить точ к у массы  т ,  сообщ ить ей ск орость  vco  и приложить  
к ней силы, равные внешним силам, действую щ им на систем у, т о , 
начиная с эт о г о  м ом ента, точ к а будет  дви гаться  вм есте с центром  
масс системы , по одной и той  ж е тр аектори и , с одинаковой скоростью  
и одинаковым ускорением.

Из уравнения (2) можно получить диф ф еренциальны е уравнения  
движения центра м асс в проекциях на оси  декартовой системы  
координат:

т * С  =  13 F kx  . т Ус =  13 Fk y ’ m Z C -  13 F kz ■

► З а к о н  с о х р а н е н и я  с к о р о с т и  ц е н т р а  м а с с  м е х а н и ч е с к о й  
с и с т е м ы : если главны й вектор внеш них сил системы  равен нулю, 
центр масс си стем ы д в иж ется с постоянной скоростью , т .е . если

F% =  0, т о  vc  =  const.
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О тм ети м , ч то  в эт ом  случае постоянны м  является вектор скоро­
сти, а не только его  м одуль, п оэтом у  центр масс будет  двигаться  
равномерно и прямолинейно.

Если проекция гл ав н ого  вектора внеш них сил.систем ы  на какую- 
либо ось равна нулю, т о  проекция скорости  центра м асс системы  
на эту  ось  о ст а ется  постоянной. Н апример, если Fkx — О, то  
ъСх — const.

П р и м е р .  По б оковой  гр а н и  п р и зм ы  м ассы  т 1, находящ ейся н а  гл а д к о й  го- 
ри эо н тал ьн о й  п ло ско сти , под д ей стви ем  силы  в еса  с к а т ы в а е т с я  о д н ород н ы й  диск^ 
м ассы  т 2 (рис. 28). У гол н ак л о н а  б оковой  гр а н и  к основанию  р авен  а.  В н ач а л ь ­
ный м о м ен т  ск о р о сти  п р и зм ы  и д и ск а  р ав н ы  нулю . О п ред ели ть  р асст о ян и е  dly 
на к о т о р о е  сд в и н ется  п р и зм а , к о гд а  ц е н т р  д и с к а  п е р ем ести тся  вд о л ь  г р а н и  на 
р асст о ян и е  d2 •

Р е ш е н и е .  В клю чи м  в м еханическую  си сте м у  д в а  т е л а — п р и зм у  и д и ск  и 
р асст ав и м  внеш ние силы  —  а к т и в н ы е  силы  в е с а  G j и и силу р еак ц и и  
гл ад ко й  п лоскости . Х а р а к т е р н а я  о с о б е н н о с т ь  X  С Ж
си стем ы  внеш них сил за к л ю ч а е т с я  в т о м , ч т о  2 1
все они п ер п ен д и ку л яр н ы  го р и зо н тал ь н о й  оси , 
и п о это м у  су м м а  их п р о ек ц и й  на э т у  ось р а в н а  
нулю.

Н ап р ави м  ось  х  го р и зо н т а л ь н о  слева  н а ­
п раво  с н ачалом  в т о ч к е  О .  Н а рис. 28 и зо б р а ­
зи м  си сте м у  в д вух  полож ениях: н ачальн ом  /  и 
в т о т  м о м ен т в р ем ен и , к о г д а  ди ск  п ер ем ести л -
ся по г р а н и  п р и зм ы  н а  р а с с т о я н и е  d2 —  / / .  По- и с ‘
скольку  н ап равлен и е и в ел и ч и н а  п ерем ещ ения п р и зм ы  за р а н е е  н еи звестн ы , т о ,
особ енн о  не г а д а я , и зо б р а зи м  полож ение / /  п р авее  н ач альн о го  полож ения I .

Т ак  к а к  ^ ^ F ^  =  0, и з з а к о н а  сохран ен и я  п р о екц и и  ск о р о сти  ц е н т р а  м асс 
си с те м ы  н а  ось  х с л ед у е т  v Cx  =  co n s t. Т ак  к а к  в полож ении /  все с к о р о сти  были 
равн ы  нулю , т о  v Cx  =  О. О т с ю д а  следует , ч т о  х с  =  con st или х с  =  х £ / . П ользуясь  
ф о р м у л ам и  для к о о р д и н а т  ц е н т р а  м асс , переп и ш ем  последнее р ав ен ст в о  т а к :

т 1х С, + т2х С, _  + т2х С, -3 .
Т П\  -Ь 1717 ТП1 +  тп2

З д е с ь  х ^  и х £.2 —  к о о р д и н а т ы  ц е н т р о в  м асс  п р и зм ы  и д и с к а  в полож ении /, а 
х £ / и — ан ал о ги ч н ы е вели чи н ы  в  полож ении II.

И з ри с. 28 ви дн о , ч т о  Xq  — +  rflf х£Г =  х £ 2 +  d x +  d2 cos о . П одставляя
э т и  со о тн о ш ен и я в ф о р м у л у  (3 ), после а л ге б р а и ч е с к и х  п р ео б р азо в ан и й  найдем

т 2 2̂ cos аd j =  — — — ------------------.
ТУ Х j -j* 7712

З н а к  п олучен н ого  о т в е т а  го в о р и т  о т о м , ч т о  перем ещ ение п р и зм ы  н аправлено  
п роти воп олож н о  и зо б р а ж ен н о м у  н а  рисунке.

5.3 . Т еорем а о б  изменении количества  
движения

^  К о л и ч е с т в о м  д в и ж е н и я  т о ч к и  массы т ,  движ ущ ейся со ско­
р остью  V, назы вается  вектор

$  =  m v .
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К о л и ч ес т в о м  движения механической сист ем ы  назы вается глав­
ный вектор количеств движ ения всех точек  системы :

М ожно док азать , ч т о  количество движ ения системы  равно коли­
честву движ ения вообр аж аем ой  м атериальной точки, имеющ ей м ассу  
системы  и движ ущ ейся со ск ор остью  центра масс: Q =  m v c .

► И м п у л ь с  с и л ы . П усть к движ ущ ейся м атериальной точке при­
ложена сила (кром е нее к точке м огут  бы ть приложены и други е  
силы, но сейчас мы выделили только одн у  из них).

Элем ент арным  им пульсом  силы $  за  элементарны й п р ом еж уток  
времени dt  назы вается  век тор  d£?:

П роекции им пульса силы на координатны е оси м огут  бы ть вычи­
слены по ф орм улам

► Р а з н ы е  ф о р м у л и р о в к и  т е о р е м ы  о  к о л и ч е с т в е  д в и ж е н и я .
Теорема о б  изменении коли чест ва  движ ения в дифференциальной  

форме-, производная по времени о т  количества движ ения м еханиче­
ской систем ы  равна главном у век тору внеш них сил системы :

или, п о-др угом у: ди ф ф еренциал  количества движ ения систем ы  равен  
геом етрич еской  сум м е элем ентарны х импульсов всех внеш них сил, 
действую щ их на точки  системы :

=  1? dt.

И м пульсом  силы "Р за  конечный п р ом еж уток  времени о т  t 0 до t 
назы вается век тор  ~§:

d $  =  X > s ^ .

П роек ти руя  на оси  к оорди н ат  (наприм ер, на ось х ) ,  получим  

=  и л и  d Q x =  J 2 d s L -
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Теорема о б  изменении количества движения в интегральной  
ф орм е : изменение количества движения механической системы  за  
некоторый п ром еж уток  времени равно сумме импульсов внешних сил 
системы за  т о т  ж е пром еж уток времени:

где векторы ($ и Q 0 соотв етств ую т  моментам времени t  и <0, а 5 ^  —  
импульсы внешних сил системы  за  пром еж уток времени о т  (0 до t .  В 
проекциях на координатны е оси (например, на ось х)

Q * - Q *  о =  Е 5 ^ -

При использовании теорем ы  применительно к одной материаль­
ной точке следует иметь в виду, что любая сила, приложенная к точке, 
является внешней.

► З а к о н  с о х р а н е н и я  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я .
Закон сохранения количества движения механической системы-.

У .  П  =  о. т о  Q

Закон сохранения проекции количества движения на какую-либо  
ось  (например, на ось х):

если F£x =  0, то  Q x =  c o n s t . ' ( 4 )

П р и м е р .  По глад кой  гори зон тальн ой  плоскости со скоростью  v0 д ви ж ется  
прям оугольны й  параллелепипед м ассы  т 1, на верхней гр ан и  к о то р о г о  п окоят­
ся две сам оходны е тел еж к и  с м ассам и  т 2 и т 3 (рис. 29). В н екоторы й  м ом ент 
врем ени тел еж к и  начи н аю т д в и гать ся  н ав стр е ч у  д р у г  д р у гу , при э то м  законы  
их движ ения по отнош ению  к параллелепипе­
ду зад аю т ся  ф ун кц иям и  d2 =  h2t 3 , d3 =  h3t 3 .
Н айти  зав и си м о сть  ск о р о сти  параллелепипеда 
о т  времени.

Р е ш е н и е .  В си стем у  вклю чим  т р и  т е ­
ла  —  параллелепипед и обе тел еж ки . И зо­
брази м  внеш ние силы  —  а к ти в н ы е  силы веса 
G 1 , » * з .  а  т а к ж е  реакц и ю  плоскости
Все они вер ти кальн ы , и сум м а их проекц и й  на 
го р и зо н тал ь  р а в н а  нулю. П оэтом у  применим

1 . Г ¥
*7777777,

ГУ

H i
Рис. 29.

закон  (4) о сохранении проекц и и  коли чества  движ ения си стем ы  н а  ось х  —  за ­
пиш ем Q xq в м ом ен т врем ени  t 0 , з а т е м  Q x в произвольны й м ом ент врем ени  t и 
приравняем  полученны е величины :

<Э10 =  mji/Q +  m 2u0 +  m 3v0 ,

Q x  =  m i v l +  m 2 ( v l +  ^2 ) +  т з(*'1 -  *»)■
В последнем вы раж ен и и  ско р о сти  тел еж ек  подсчиты вались  в со о тв е тств и и  с 

теорем ой  о ск о р о стях  при сложном движ ении то ч к и . После при равн и ван и я правы х 
ч астей  равен ств  и проведения ал геб р аи ческ и х  вы клад ок  получим

: VQ - 3 t2( m 2h2 — m 3h3) 
rrii +  m2 -f- m3
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5.4. Теорема о б  изменении кинетического  
момента

► М о м е н т  к о л и ч е с т в а  д в и ж е н и я  и  к и н е т и ч е с к и й  м о м е н т .
Моментом количества движения материальной точки относи­

тельно неподвижного центра Р  называется вектор Й р , равный век­
торному произведению радиуса-вектора, соединяю щ его центр с точ­
кой, на количество движения точки:

J tp  — Й р ( ( $ )  =  г х m v .

Кинетическим моментом (главным момент ом количества дви­
жения) механической системы относительно центра Р  называется  
геометрическая сумма моментов количеств движения всех точек си­
стемы относительно центра

=  5Z К Р у
Моментом количества движения точки относит ельно оси х на­

зывается величина К х , равная проекции на эт у  ось момента количе­
ства движения точки относительно лю бого центра Р ,  принадлежа­
щего оси:

К Х = М Х( $ ) .
Вычисляется К х так ж е, как момент силы относительно оси.

Кинетическим моментом системы относит ельно оси х называ­
ется проекция на нее момента системы относительно лю бого цен­
тра Р ,  принадлежащ его оси:

Аналитическое выражение для кинетического момента системы  
относительно оси х  им еет вид

к * =
Формулы для К у и К г аналогичны приведенной.

Можно показать, что кинетический момент системы  относитель­
но центра Р  равен сумме момента количества движения центра масс 
относительно центра Р  и кинетического м ом ента системы относи­
тельно центра масс С  в ее относительном движении в системе Кёнига

£ р = Й р +  Л*£.

Здесь М Р =  j $ p ( m v c ), —  кинетический момент системы в ее 
движении по отнош ению к системе отсчета К ёнига.

Кинетический момент К г твердого тела, вращ ающ егося относи­
тельно неподвижной оси z  с угловой скоростью  oj, вычисляется по 
формуле

К  г =  ТХШ, (5)
где Iz — момент инерции твердого тела относительно оси z.
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► Т е о р е м а  о б  и з м е н е н и и  к и н е т и ч е с к о г о  м о м е н т а  м е х а н и ч е ­
с к о й  с и с т е м ы : производная по времени о т  кин етического м ом ента  
отн осительно л ю бого  неподвиж ного центра Р  равна главному момен­
т у  внешних сил систем ы  относительно т о г о  ж е центра:

^  < « >

П роектируя (б) на оси координат (например, на ось х),  получим  
т еор ем у  об  изменении кин етического м ом ента системы  относительно  
неподвижной оси:

^  = т
Если эту  т ео р ем у  применить к изучению  движ ения т в ер дого  т е ­

ла, вращ аю щ егося вокруг неподвиж ной оси г, получим дифференци­
альное уравнение вр ащ ат ельн ого  движения т вер д о го  т ела вок р уг  
неподвижной оси:

7 ^ = £ > Л ? / ) ,
где у> — угол  п оворота.

► З а к о н  с о х р а н е н и я  к и н е т и ч е с к о г о  м о м е н т а :  если главный  
мом ент внеш них сил системы  относительно центра Р  равен нулю, 
т о  главный м ом ент количеств движ ения отн о­
сительно эт о г о  центра будет  постоянны м . На­
пример,

если А?р  ( P f )  — 0, т о  р  =  c o n s l.

В  правой части равенства располагается век­
тор-константа, т .е . и величина вектора, и его  
направление не зависят о т  времени.

Если сум м а м ом ентов внешних сил системы  
относительно какой-либо неподвиж ной оси рав­
на нулю, т о  кинетический м ом ент систем ы  о т ­
носительно этой  оси  остается  постоянны м. На­
пример,

если ^ 2  М Х( Р ? )  =  0, т о  Кх — const .

П р и м е р .  Н а о дн ородн ы й  б ар а б ан  веса  G l и р ад и у са  R  н а м о т а н а  невесом ая 
н и ть  с гр у зо м  веса  G 2 н а  конце (рис. 30). О п р ед ели ть  ускорение гр у з а , п р ен еб р е ­
г а я  силам и  т р е н и я  при  вращ ении  б арабан а.

Р е ш е н и е .  В клю чи м  в  си стем у  барабан ,' гр у з  и н и ть , Р а с с т а в и м  внеш ние 
силы  —  ак т и в н ы е  силы  в е с а  C rj, и с**лу реак ц и и  , проходящ ую  ч ер ез

i ' 5

Рис. 30.
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ось вращ ения О  Н аправление силы  1$0  зар ан ее  неизвестно , п оэтом у рисуем  ее 
произвольно. П ары  сил т р е н и я  в оси не возн и кает , ч т о  следует из условия задачи .

В оспользуем ся тео р ем о й  об  изменении к и н ети ч еского  м о м ен та  си стем ы  о т ­
носительно оси вращ ения б ар а б ан а  (7):

^ г  = Т ,мо̂ ; у (»)

П одсчи ты вая К 0  к а к  сум м у кин ети ч ески х  м ом ен тов  б ар а б ан а  и гр у за , с 
у чето м  (1), (5) и р ав ен ст в а  v2 =  u /jH  получим

Л ' о  =  « 2 Д ( - § - т 1 +  М 2 ) .  ( 9 )

В ы числим  сум му м ом ен тов  внеш них сил отн оси тельн о  оси

' ^ 2 м 0 ( Р ; )  =  т2дЯ. (10)

П од стави в  п равы е ч а сти  ф о р м у л  (9), (10) в вы раж ен и е (8 ) и проведя д и ф ф е­
ренцирование, найдем

2 т п 2
а 9 =   — а.

+ 2m2

5.5. Теорема о б  изменении кинетической  
энергии

► Э л е м е н т а р н а я  р а б о т а .  Рассм отрим  точку В,  перемещающуюся  
под действием системы  сил. Малое перемещение точки вдоль траек­
тории характеризуется  вектором  d r  (рис, 31). Из системы  выделим

одну силу Р .
Элементарной работ ой  силы Р на пе­

ремещении d r  назы вается скалярная ве­
личина dA ,  равная скалярному произведе­
нию векторов Р и dr:

Рис. 31 d A  — Р ■ d r  =  F  dr  cos а .

В координатной ф орм е элементарная р абот а  подсчиты вается по 
формуле

dA  -  Fx d x -f Fy dy  +  Рг d z ,

где Fx , Fy , Fz , dx,  dy,  d z  —  координаты  векторов P и d r  соотв ет­
ственно.

Следует подчеркнуть, что, несмотря на принятую  ф орм у записи, 
элементарная р абота  d A  не обязательно является полным диф ф ерен­
циалом некоторой функции, зависящей от  координат.

Знак элементарной работы  определяется косинусом угла а:  она  
положительна для 0 ^  а  <  я /2 ,  отрицательна для зг/2 <  а  ^  7Г и равна  
нулю при а  =  тг/2.
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^  В ы ч и с л е н и е  э л е м е н т а р н о й  р а б о т ы  в  м а с т н ы х  с л у ч а я х .
1. Э лем ентарная р а б о т а  силы, приложенной к твердом у телу, 

вращ аю щ емуся вок руг неподвиж ной оси  г ,  находится  по ф орм уле

d A  =  ± М г ( Р )  dip.

2. С ум м а элем ентарны х р а б о т  сил пары, приложенной к телу, 
вращ аю щ емуся вокруг неподвиж ной оси  и при плоскопараллельном  
движ ении, м ож ет  бы ть подсчи тана так:

dA  =  ± М  dip.

З д есь  М  —  м ом ент пары сил, dtp —  элементарны й угол  п оворо­
т а  тела. Зн ак  «плюс» бер ет ся  при одинаковы х направлениях д у г о ­
вых стрелок м ом ента пары и напра­
вления вращ ения, «минус» —  при р аз­
личных направлениях (плоскость дей­
ствия пары  предполагается  парал­
лельной основной плоскости).

3. При вычислении элементарны х  
р абот  сил трения, прилож енны х к т е ­
лу, катящ емуся без проскальзы вания, 
н еобходи м о уч есть , ч т о  в точке ка­
сания Р  (рис, 32)  действую т: сила  
норм ального давления , сила т р е­
ния ^ тр и пара сил трения  качения с 
м ом ентом  М тр =  N k .  Поскольку, в си­
лу отсутстви я  проскальзы вания, т оч к а  касания является мгновенны м  
центром  ск ор остей  и ее ск орость  vP равна нулю, т о  и d r  — vp dt — О, 
откуда

d A N =  (М тр =  0, d A M =  - М тр dtp -  - N k  d p .

4. М ожно док азать , ч т о  сум м а элем ентарны х р а б о т  сил, прило­
ж енны х к твер дом у тел у , равна сум м е элементарны х р а б о т  стати ч е­
ски эквивалентной систем ы  сил. П о т еор ем е о приведении системы  
сил к задан н ом у центру произвольную  систем у сил м ож но зам енить  
эквивалентной систем ой , состоящ ей из силы R , приложенной в напе­
ред задан н ой  точке Р ,  и пары сил с м ом ентом  П оэтом у доволь­
но часто  в м есто  гр о м оздк ого  п одсч ета  суммы  элементарны х р а б о т  
больш ого числа сил, приложенных к тел у , подсчи ты ваю т сум м у эле­
м ентарны х р а б о т  одной  силы и одной  пары.

П р и м е р  1. С и с т е м а  эл ем ен тарн ы х  сил т я ж е с т и  т в е р д о го  т е л а  в с е г д а  и м еет  
равн одействую щ ую , равн ую  весу  т е л а  G,  прилож енную  в ц ен тр е  т я ж е с т и  С .  
П оэтом у  су м м а  эл ем ен тар н ы х  р а б о т  сил т я ж е с т и  р а в н а  р а б о т е  силы  в еса  на 
перем ещ ении  ц е н т р а  т я ж е с т и  тел а ,

П р и м е р  2 . С у м м а элем ен тарн ы х  р а б о т  в н у тр ен н и х  сил, п ри лож енн ы х к 
т о ч к а м  т в е р д о го  т е л а , р а в н а  нулю , т а к  к а к  гл ав н ы й  в е к т о р  и гл ав н ы й  м о м ен т  
си стем ы  в н у тр ен н и х  сил р ав н ы  нулю.
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► Р а б о т а  си л ы . П о т е н ц и а л ь н а я  си л а . Р а б о т а  силы Р на ко­
нечном перемещении точки по траектории D E  (см. рис. 31) равна  
криволинейному интегралу

A — J  dA  =  j  Р ■ d r  =  J  Fx dx +  Fy d y  +  Fz dz.

D E  D E  D E

Сила назы вается потенциальной, если ее р абот а  не зависит о т  
формы  траектории, а зависит лишь о т  ее начальной и конечной точек.

П римером потенциальной силы является сила тяж ести  G , ее 
р абота  м ож ет бы ть подсчитана по формуле

Л = - G { z  -  г0).

Здесь  ось z  выбрана параллельно линии действия силы веса 
и направлена ей навстречу, G? —  сила веса, z 0, г —  координаты  
начальной и конечной точек траектории.

► К и н е т и ч е с к а я  э н е р г и я . Кинет ической энергией точки  мас­
сы ш, движущ ейся со скоростью  v,  назы вается скалярная величина Т , 
определяемая ф ормулой Оm il4

т =
2

Кинет ической энергией механической системы  назы вается сумма  
кинетических энергий всех ее точек:

М ожно док азать , ч то  кинетическая энергия системы  равна сумме  
кинетической энергии центра масс и кинетической энергии системы  
при ее относительном  движении в системе от сч ета  Кёнига:

_  ту% ^  гп ^ уГ )2
2 ^  2

где т  =  т} , j d ’ — относительны е скорости точек.

► Ф о р м у л ы  д л я  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и  т в е р д о г о  т ел а :
а) при его  поступательном  движении: Т  =  у г л и 2-.,
б) при вращении вокруг неподвижной оси г: Т  =  - у /ги>2,
в) при плоскопараллельном движении: Т  =  \ тг’с  +  > ГДе

1С —  м ом ент инерции тела относительно оси, перпендикулярной  
основной плоскости и проходящей через центр масс С .
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^  Р а з н ы е  ф о р м у л и р о в к и  т е о р е м ы  о  к и н е т и ч е с к о й  э н е р г и и .
Т еорем а о б  изменении кинет ической энергии  в дифференциальной  

форме-, ди ф ф еренциал  кинетической энергии  механической системы  
равен сум м е элем ентарны х р а б о т  сил, приложенных к точкам  си сте­
мы, на их элем ентарны х перемещ ениях

d T = Y , d A y  (11)

Теорема о б  изменении кинет ической  энергии  в инт егральной  
ф о р м е : изменение кинетической энергии механической системы  при 
нек отором  ее перемещ ении равно сум м е р абот  всех сил, приложенных  
к точ к ам  систем ы , на перемещ ениях эти х  точек

Г  — Т0 =

Зам ечание.  В отли чие о т  тр ех  ранее рассм отренны х т еор ем  
динамики систем ы  последняя т ео р ем а  хар ак тер и зуется  следующ ими  
особен н остя м и :

1) т ео р ем а  о б  изм енении кинетической энергии связы вает не 
векторны е величины, а скалярные;

2) в правую  часть равенства входят р аботы  всех сил, не только  
внеш них, но и вн утренн их (возм ож но так ж е разбиение суммы  р а б о т  
на сум м у р а б о т  активны х сил и сил реакций связей);

3) сум м а р а б о т  вн утрен н и х сил, приложенных к точ к ам  т в ер дого  
тела, равна нулю.

П р и м е р .  О дн о р о д н ы й  д и ск  под д ей стви ем  силы  веса  G  с к а т ы в а е т с я  без п р о ­
ск ал ь зы в а н и я  по и деальн о  ш ер оховатой  п лоскости , наклоненной под углом  а  к  
го р и з о н т у  {рис. 33). О п р ед е ли т ь  ускорение цен­
т р а  д и ск а , вели чи н у  силы  т р е н и я  и м иним альное 
значение к о эф ф и ц и ен т а  т р е н и я  / * ,  при  к о то р о м  
возм ож но к ачен и е б ез  п р о ск ал ьзы в а н и я .

Р е ш е н и е .  В к а ч е с т в е  м еханической  си с те ­
м ы  вы берем  ди ск  и п р и м ен и м  для исследования 
д ви ж ен и я те о р е м у  об  и зм енении  к и н ети ч еск о й  
эн ер ги и  в д и ф ф ер ен ц и ал ьн о й  ф о р м е  (11). П од­
с ч и т ы в ая  к и н ети ч еск у ю  эн ер ги ю  д и ск а , найдем

Р и с .  33 .
Т  =  Y m v C +  — T m v c -

Зд есь  у ч т е н о , ч т о  1С =  у т п г 2 и v c  =  usr. Так
как  исследуем ая с и с т е м а  я в л я е т с я  тв е р д ы м  тел о м , т о  ^  d A 1 =  О. П о д сч и таем  
сум м у элем ен тар н ы х  р а б о т  внеш них сг~  "
Т  и 2^, в р ав ен ст в о  ( 11 ), получим

d =  тпдг sin  о  dip.

П оделив об е  ч а с т и  р а в е н с т в а  н а  dt с у ч е т о м  к и н ем ати ч ес к и х  со отн ош ен и й  
г> С = а с , ф  = и / ,  н ай д ем

~ ~~а с  =  -д sin  о . ( 12)
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Запиш ем  ф о рм ули ровку  тео р ем ы  о движ ении ц ен тр а  м асс  си стем ы  (2) п р и ­
м енительно к р ассм атри ваем ой  зад ач е

т а с  =  Cj  +  Ff  +  Р тр ■

С п ро екти р у ем  полученное векто р н о е  равен ство  на две перпендикулярны е 
оси, первая из к о то р ы х  параллельна норм альной силе реакции  N  :

О =  — G  cos а  +  N ,  
т а с  — G  sin  а  — FTp.

С у ч е то м  (12) находи м  реш ение этой  систем ы : FTp =  —G s m a ', N  =  G eo s о . 
П одставляя полученны е величины  в ф орм ули ровку  зак о н а  тр ен и я  К улона, о п ре­
делим м иним альное зн ачен и е коэф ф ициента т р е н и я  / * ,  при ко то р о м  возм ож но 
качение без п р оскальзы вани я : J *  — у  t g a .

6. Принцип Д алам бера. Элементы  
аналитической механики

6.1. Принцип Даламбера
^  С и л ы  и н е р ц и и . П р и н ц и п  Д а л а м б е р а . Пусть точка м атери­
альной системы  движ ется  под действием некоторой системы сил (эти  
силы м огут бы ть разбиты  либо на внешние и внутренние, либо на ак­
тивные и силы реакций связей). Равнодействую щ ую  этой системы  
сходящихся сил обозначим  Р .

Силой инерции точки называется векторная величина Ф , равная 
произведению массы точки на ее ускорение и направленная противо­
положно ускорению:

Ф =  —та.

Сила Ё  фиктивна, она не входит в число реальных сил, действу­
ющих на точку.

Принцип Далам бера:  при движении механической системы (точ­
ки) лю бое ее состояние можно рассм атривать как положение равнове­
сия, если к реальным силам, действующ им на каж дую  точку системы , 
добавить фиктивные силы инерции.

В соответствии с этим  принципом, если к каж дой точке системы  
добавить силу Ф̂ - =  —т^а- ,  то  систем а сил, состоящ ая из реальных Pj  
и фиктивных Фj сил, будет удовлетворять всем уравнением статики, 
т е. главный вектор системы  сил и ее главный момент относительно  
произвольного центра Р  будут равны нулю:

£ 3 + £ * ,  = о.
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В  к оординатной  ф ор м е эт и  уравнения записы ваю тся так:

Е + Е = о. Е м л  f y  + Е " « ( f y  = °>
Е Fiv + Е  = °> Е f y  + E My ( f y  = 0’
Е ^  +  Е ф*  =  ° .  Е м л ^ )  +  Е ^ ( ф , )  =  о.

П ринцип Д ал ам бер а  п озв ол яет  п ерен ести  м етоды  реш ения задач  
стати к и  на задач и  динам ики.

П р и м е р  1 . В каб и н е  л и ф т а , п о д н и м аю щ его ся  зам едленно  с ускорен и ем  а, 
н а х о д и тс я  г р у з  в еса  G  (ри с . 34). О п р ед е л и т ь  давление п ола л и ф т а  н а  гр у з .

Р е ш е н и е .  П р и м ем  г р у з  з а  м а т е р и а л ь н у ю  т о ч к у  и р а с с т а в и м  р еал ьн ы е  силы ,.
а к т и в н у ю  силу  веса  С? и сиду д авления п ола н а  г р у з  Nд ей ству ю щ и е н а  н его

Д о б ав и м  к э т и м  си л ам  ф и к т и в н у ю  силу и н ер ц и и  
ние: си ла Ф н а  р и су н к е  н ап р ав л ен а  не п р о т и в  
п ер ем ещ ен и я л и ф т а , а  п р о ти во п о л о ж н о  в е к т о р у  
ускорен и я).

П олученн ая с и с т е м а  т р е х  сил Л^, Ф у р а в ­
новеш ен а в с о о т в е т с т в и и  с п р и н ц и п о м  Д а л а м б е ­
ра . Л и н и и  д ей ст в и я  всех  сил н ап р ав л ен ы  вдоль 
од н о й  п рям ой , п о это м у  р а в н о в ес и е  си сте м ы  опи­
сы в а е т с я  одн и м  у р ав н ен и ем  F x =  0, о стал ьн ы е  
п я т ь  у р ав н ен и й  о б р а щ а ю т с я  в т о ж д е с т в а . У рав­
нение р авн о вес и я  и м е е т  вид

- G  +  N  +  Ф =  О-

- т а  (о б р а т и т е  вн и м а-

d
Р ис. 34

П о д ст ав л яя  в м есто  Ф м о д у л ь  си л ы  И нерции т а  
( зн а к  м инус был у ч т е н  н а  р и с у н к е ), им еем  
N  =  G (g — а) .  В идно , ч т о  си л а  д авл ен и я  пола м ен ь­
ше в е с а  гр у за .

С и стем а  сил инерции м ож ет  ок азаться  гром оздк ой  в случаях  
больш ого количества м атериал ьны х точек  или распределенны х м асс. 
П ользуясь т ео р ем о й  стати к и  о приведении систем ы  сил к ц ен тр у , си­
стем у  сил инерции Ф  ̂ м ож но зам ен и ть  эквивалентной систем ой , со ­
стоящ ей из одной силы Ф , прилож енной в наперед зддан н ом  цен тре Р  
(она равна г л а в н о м у  в е к т о р у  сил инерции  Ф =  Ф; и не зав и си т  о т  

вы бора ц ен тр а), и одной  пары сил, м ом ен т к отор ой  М р  равен г л а в ­
н ом у  м о м е н т у  сил инерции  отн оси тел ь н о  центра: М р  — У~) М р  ( Фу).

М ож но п ок азать , ч т о  Ф подсчи ты вается  по ф орм уле

Ф =  —т а С >

гд е  т  —  м асса систем ы , а с  —  ускорение центра масс.

► В ы р а ж е н и я  д л я  г л а в н о г о  м о м е н т а  си л  и н е р ц и и  т в е р д о г о  
т е л а  и  е г о  п р о е к ц и й  н а  к о о р д и н а т н ы е  о с и :

1. При п оступ атель н ом  движ ении: =  0.



62

Принцип Даламбера. Аналитическая механика

2. При вращении вокруг неподвижной оси z\ М * =  —1г е .
3. При плоскопараллельном движении: =  - 1с е .
Здесь с —  угловое ускорение тела. 1г и 1С —  моменты инерции 

тела относительно оси z и оси. проходящей через центр масс перпен­
дикулярно основной плоскости (знаки «минус* в ф орм улах означают, 
что направления углового ускорения и момента пары сил инерции 
противоположны).

П р и м е р  2. О днородны й диск ради у са  г к а т и т с я  вверх без проскальзы вания 
по д уге  окруж н ости  ради у са  R  (рис. 35). К оэф ф и ц и ен т тр ен и я  качения равен  к. 
О пределить ускорение ц ен тр а  ди ска и силу давления д и ска на опору в т о т  м ом ент, 
ко гд а  ск орость  ц ен тр а  ди ска  р авн а v0 , а  угол  м еж ду верти калью  и прям ой, 
соединяющ ей ц ентры  д и ск а  и дуги , равен а .

Р е ш е н и е .  Ускорение ц ен тр а  ди ска  со сто и т  из двух составляю щ их а £  и 
причем  направление а £  зар ан ее  неизвестно, а  а£. =  Vq / ( / ?  — г). При о тсу тстви и  
проскальзы вания а7с  =  ег ,  гд е  с — угловое ускорение диска.

Силы инерции д и ск а  прийедем_к ц ен тру  масс,_при это м  силу инерции р а з ­
ложим на две составляю щ ие Ф =  Ф г +  Ф п ( гд е Ф г =  - т а ^  и Ф ”  =  — т а ^ .  
В еличина м о м ен та  п ары  сил инерции будет равна Л/ J  =  1с е =  т г а £ / 2 ,  с о о т ­
ветствую щ ую  ему дуговую  стр ел ку  направим  противополож но дуговой  стрелке 

предполагаем ого углового ускорения.
И зоб раж енная на рис. 35 си стем а сил уравнове­

ш ена в силу п ринципа Д алам бера. Выпиш ем у равн е­
ния равновесия для плоской систем ы  сил:

FTp +  Фт -  G ain  а  =  0, ( 1)

N  — Фп — G  cos а  =  0, ( 2)
— Л/Тр +  Л /§  +  Фт г — G rsinc* — 0. (3)

Зд есь  (1) — уравнение проекций на направле­
ние (2) —  уравнение проекций на направле-
кие А' , (3 )— уравнение м ом ентов отн оси тельн о  цен­
т р а  Р.  П рисоединив к эти м  уравнениям  закон Куло­
на (см. гл . 3):

Мтр = kN,

получим  окончательно  систем у четы рех  уравнений с 
ч еты р ьм я неизвестны м и а £ ,  A7, F Tp, Л/т р . реш ив которую , найдем:

ь ТС =  ~  sin  а  +  к ^5 cos а  +  ^  =  771 с° 5 а  +  — )  •

6.2. Классификация механических связей.  
О бобщенные координаты

► К л а с с и ф и к а ц и я  м е х а н и ч е с к и х  с в я з е й . Механическими связя­
ми называются некоторы е устройства (тела), накладывающие огра­
ничения на положения и скорости точек механической системы. Э ти  
ограничения выполняются всегда независимо от  заданны х сил и за­
писываются в виде соотнош ений, называемых уравнениями связей.

Р и с . 35
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6.2. Классификация связей. Обобщенные координаты

С тационарны м и связями назы ваю тся связи, не зависящ ие о т  вре­
мени; связи, зависящ ие о т  времени, назы ваю тся нестационарными.

Связи, в уравнения которы х входят координаты  точек и время, 
назы ваю тся геом ет ри чески м и ;  связи назы ваются кинематическими  
(диф ф еренциальны м и), если в уравнения связей входят скорости, 
координаты  точек  и время.

Если кинематическую  связь мож но «заменить') эквивалентной гео ­
м етрической, т о  она назы вается кинематической интегрируемой,  в 
противном  сл у ч а е—  неинтегрируемой.

Геометрические и кинематические интегрируем ы е связи назы ва­
ются голоном ны м и , а кинем атические неинтегрируем ы с —  неголо- 
номными.  М еханическая систем а назы вается голономной, если на нее 
наложены только голономны е связи, и неголономной. если имеется  
хотя бы одна неголономная связь.

Связи назы ваю тся неосвобож даю щ им и,  если ограничения, накла­
ды ваемы е ими на положения точек , их скорости  и время, м огут  бы ть  
записаны  и ф ор м е равенств. О свобож даю щ ие связи  записы ваю тся в 
ф ор м е неравенств.

► В о з м о ж н ы м  (в и р т у а л ь н ы м )  п е р е м е щ е н и е м  точки м еханиче­
ской систем ы  назы вается лю бое допускаем ое наложенными связями 
перемещ ение 8г  из положения, зани м аем ого точкой в данный м ом ент  
времени (при построении  таких перемещ ений надо мысленно остан о­
вить время, при этом  нестационарны е связи ст а н у т  неподвиж ны ми, 
т .с .-   стационарны м и). Возможны е перемещ ения точка не соверш а­
ет , но могла бы соверш ить, не нарушая связей в данный мом ент вре­
мени.

Возможным перемещением системы  назы вается любая совокуп­
ность возможны х перемещ ений точек систем ы  8г^, допускаемы х все­
ми наложенными на нее связями,

В качестве прим ера рассм отрим  точ к у, на которую  наложена не­
стационарная связь —  плоскость, движущ аяся поступательно со ско­
ростью  v  (рис. 36). В соответств и и  с т ео р е ­
мой о сложном движ ении точки ее действи­
тельное перемещ ение dr равно геом етр и ч е­
ской сум м е отн оси тел ь н ого  6F и переносно­
го, равного v d t .  На рисунке видна разница  
м еж ду действительны м  и возможны м пере­
мещениями точки.

Д ля стационарны х связей действительны е перемещения точек  на­
ходятся среди возмож ны х,

М еханическая систем а м ож ет им еть м нож ество различны х воз­
можны х перемещ ений. Однако для систем , состоящ их из м атериаль­
ных тверды х тел и конечного количества материальны х точек , су ­

Р и с .  36 .
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щ ествует некоторое число независимых м еж ду собой  возможных пе­
ремещений, через которы е можно вы разить лю бое д р угое  возмож­
ное перемещение. Число независимых перемещений называется чис- 
.ю.ч степеней свободы  механической системы.

► О б о б щ е н н ы м и  к о о р д и н а т а м и  называются независимые меж­
д у  собой  парам етры , которы е однозначно определяю т положение ка­
ж дой  точки механической системы . В случае голономной системы чи­
сло степеней свободы  равно числу обобщ енны х координат, в случае 
неголономной системы  число степеней свободы  меньше числа о б о б ­
щенных координат.

Рассм отрим  конкретные примеры.
1. С вободная материальная точка в пространстве является систе­

мой с тремя степенями свободы .
2. С вободн ое твердое тело им еет ш есть степеней свободы . Д ей­

ствительно, положение лю бой точки тела в пространстве можно опре­
делить, зная положение тр ех  его  точек В и  В 2, В3, не лежащих на од ­
ной прямой. Положение каж дой из точек можно задат ь  трем я пара­
м етрам и, например, координатами Xj, у; , z} ( j  =  1, 2 , 3). Общ ее число 
координат равно девяти, но эти  9 чисел не м огут  задаваться произ­
вольно, так  как они связаны трем я уравнениями, согласно которым  
расстояния d l2 , d 23, d3l м еж ду точкам и должны оставаться постоян­
ными, поскольку они принадлеж ат твердом у телу. Если, например, 
известны  ш есть координат ®j, y lt  Zj, r 2l j/2 , х3 , т о  оставш иеся три  
г2 > Уз■ гэ м огут  бы ть найдены из уравнений связей.

3. Тело, вращающееся вокруг неподвижной оси, и м еет  одну сте­
пень свободы , и в качестве обобщ енной координаты  можно выбрать  
угол  поворота р.

4. Твердое тело при плоскопараллельном движении им еет три ст е ­
пени свободы , в качестве обобщ енны х координат можно, например,

выбрать угол поворота и две декарто­
вы координаты  какой-либо точки те­
ла.

5 . Твердое тело при поступатель­
ном движении им еет три  степени сво­
боды , в качестве обобщ енны х коорди­
нат  можно выбрать три декартовы  ко­
ординаты  какой-либо точки тела.

6. С истема, состоящ ая из призмы, 
положенной на плоскость, и диска, ка­
тящ егося без проскальзывания по б о ­

ковой грани призмы, им еет две степени свободы  (рис. 37).
7. С истем а, состоящ ая из двух  свободны х точек , им еет шесть  

степеней свободы .

'/////Л  v///,W//77/
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8. М еханизм швейной машины, состоящ ий из больш ого числа 
тверды х тел, им еет одну степень свободы .

9. Тонкий прямолинейный стерж ень  на плоскости, которы й дол­
жен двигаться  так , ч тобы  ск орость  его  центра была параллельна оси 
стерж ня, им еет две степени свободы .

Из приведенных примеров механических систем  лишь одна —  
последняя —  была неголономной, остальны е были голономны ми.

В ернемся снова к понятию  обобщ енны х координат, взяв для 
иллюстрации систем у из примера 6. Положение каж дой точки диска  
и призмы будет известно, как только будут  заданы  значения величин, 
входящ их в один из наборов , состоящ их из двух парам етров: ( х 1; ж2), 
или (e j ,  d2), или ( г 2 , ф2), или (а?!, ф2), или qy — q2 — ~jx i ~ x 2

П одведем  итоги: для рассм атриваем ой системы  вариантов вы бора  
обобщ енны х координат сущ ествует  бесконечно много, но каж ды й  
фиксированный набор  всегда  сод ер ж и т  две независимы е величины. 
"Ткк как данная си стем а голономна, число обобщ енны х координат  
равно двум , т .е . числу степеней свободы . К оординаты  назы ваются  
обобщ енны м и, поскольку они м огут  не им еть явно вы раж енного  
геом етри ч еск ого  смысла, как, например, в случае координат qy, q2 .

► И д е а л ь н ы е  с в я з и . Связи назы ваю тся идеальными, если сум м а  
р абот  их реакций R j  равна нулю на лю бом  возм ож ном перемещ ении  
системы:

П римером  систем ы  с идеальными связями служ ит св ободн ое твер­
дое тело. Л ю бой сложный механизм, состоящ ий из нескольких твер­
ды х тел, можно тр ак тов ать  как механическую  систем у с идеальными  
связями, если тела соединены  абсолю тно ж естко, при помощи идеаль­
ных ш арниров (без трения), невесомы ми нерастяж им ы ми идеально  
гибкими нитями. К р ом е т о го , поверхности соприкосновения должны  
бы ть либо абсолю тно гладким и, либо идеально ш ероховаты ми, когда  
одно из тел катится по д р угом у  без проскальзы вания.

6.3. Принцип возможных перемещений
Принцип возм ож ных перем ещ ений : для равновесия механической  

системы  с идеальными связями н еобходим о и достаточ н о, чтобы  
сум м а элементарны х р а б о т  активны х сил на лю бом возможном  
перемещ ении системы  бы ла равна нулю.

М атем атическая запись принципа возмож ны х перемещений:

и т .д .

2 > f  =  о.
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П р и м е р .  Н ай ти  у го л  ip о тк л о н ен и я  о т  в е р ти к а л и  оси т я ж е л о го  одн ородн ого  
ст е р ж н я  веса  G , к  н и ж н е м у  концу  к о т о р о го  В  п рилож ена го р и зо н т а л ь н а я  сила F  

(ри с . 38).
Р е ш е н и е .  В м еханическую  си стем у  вклю чи м  с тер ж ен ь , 

являю ш и й ся тв е р д ы м  тел о м . П р ен еб р егая  т р е н и е м  в ш арн и ­
ре , зак л ю ч ае м , ч т о  свя зи , налож енны е н а  си с те м у , идеальн ы е 
и к исследованию  ее равн о веси я  м ож но п р и м е н и ть  принцип 
возм ож н ы х перем ещ ений .

И з с о с то я н и я  равн о веси я , х а р а к т е р и зу е м о го  углом  ip, 
со о б щ аем  си стем е  возм ож ное перем ещ ение — п оворачиваем  
с т е р ж е н ь  н а  м алы й  у го л  Sip в о к р у г  ш ар н и р а  Н  в сто р о н у  уве­
ли чен и я  у г л а  ip, п о д сч и ты ваем  сум м у эл ем ен тарн ы х  р а б о т  а к ­
ти в н ы х  сил U  и и п р и р авн и ваем  ее нулю:

— G L  sin р  Sip +  F 2 L  cos р  Sip — О

(п р и н и м аем  д ли н у  с т е р ж н я  равн ой  2L ), или после п р е о б р а з о ­
ваний:

(—G L  sin  к> +  F 2 L  cos р)  =  0.

П оскольку  возм ож н ое п ерем ещ ение Sip п рои зво л ьн о , т о  для т о г о , ч т о б ы  п р о ­
изведение было р авн о  нулю , н еобход им о п р и р а в н я т ь  нулю  в ы р аж ен и е , зак л ю чен ­
н ое в к р у гл ы е  скобки :

— G L  sin  *р +  F 2 L  cos ip = 0.

О тсю д а  н аходим  иском ы й у го л  ip =  a rc tg (2 F /G ) .

6.4. Обицее уравнение динамики
(принцип Даламбера —  Лагранжа)

Ф орм ули ровка  о б щ е го  уравнения динамики:  м еханическая систе­
ма, на к оторую  наложены идеальны е связи, движ ется  так , ч то  в ка­
ж ды й м ом ент времени сум м а элементарны х р а б о т  всех активных  
сил и сил инерции 4^ на лю бом  возм ож ном  перемещ ении системы  
равна нулю. М атем атическая ф орм ули ровка принципа Д ал ам бера —  
Лагранжа:,1

5 > i f  +  =  о.

П р и м е р .  П о гл а д к о й  го р и зо н та л ь н о й  поверхн ости  д в и ж е т с я  прям оугольн ы й  
параллелепипед м ассы  m j , по  е г о  верхней  и д еально  ш ероховатой  поверхн ости  к а ­
т и т с я  о д н ород н ы й  ди ск  м ассы  т 2 и р а д и у с а  г2 , к  ц ен тр у  к о т о р о г о  прилож ена 
п о сто ян н ая  го р и зо н т а л ь н а я  си л а  F 2 (рис. 39, а ) . Н ай ти  ускорения параллелепипе­
д а  а 1 и ц е н т р а  д и с к а  а2 .

Реш ение. Р а с с м о т р и м  си сте м у , состо я щ у ю  из п араллелепипеда и ди ска. Н а­
лож енны е связи  яв л я ю т с я  и д еальн ы м и , и для и зучен и я  д ви ж ен и я си с те м ы  м ож но 
п р и м е н и ть  общ ее уравн ен и е  д и н ам и к и . В к а ч е с т в е  к о о р д и н ат , определяю щ их по­
лож ение си стем ы , вы б ерем  аб со лю тн у ю  к о о р д и н ату  п араллелепипеда х 1 и к о о р ­
д и н а т у  х 2 . х а р ак те р и зу ю щ у ю  полож ение д и ск а  по отн ош ению  к параллелепипеду.

В е к т о р ы  ускорен и й  п араллелепипеда а  ̂ и ц е н т р а  д и ск а  а2 го р и зо н тал ь н ы , их 
величины  a L =: £ | , a 2 = х х + х 2, угловое ускорен и е д и с к а е2 =  'х2 / г 2 • П редп олагаем ы е 
н ап равления в е к т о р о в  8 1у а 2 и со о тв е тств у ю щ ее  им  н ап равлен и е д у го во й  с т р е л ­
ки  е2 и зо б р а ж е н ы  н а  рис. 39, 6. К  а к т и в н ы м  силам  jF*2 , С? j , <32 ( ^ 1  » ^ 2  —  силы

Р и с .  38 .
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6.5. Уравнения Лагранжа второго рода

FjfiSxj +  8 х 2) — т 1а 1 8х± —

— ^ 2 ^ 2  1 “Ь  ”  ^ 2 С Е2 ^ + ^ 2

После п р е о б р а зо в а н и й  получим

Xt

х г

веса  параллелепипеда и  д и ск а) добави м  силы  и н ерции  Ф l =  Ф 2 =  —т 2а 2
и п ару  сил инерции  с  м о м ен то м  М% =  ~ ^ 2 С Е 2  (с м - Р ис- 39, б).

С ооб щ и м  си сте м е  возм ож ное перем ещ е­
ние, увели чи в  к о о р д и н аты  х г , х 2 fta величины  
8х^ г 8 х 2 . При э то м  д и ск  п овер н ется  на угол  
5tfi2 = 6х2/ г 2.

П о д сч и таем  сум м у элем ен тар н ы х  р а б о т  
ак т и в н ы х  сил и сил ин ерц и и  н а  возм ож ном  пе­
рем ещ ении и п р и р авн яем  ее нулю: с,\ 'У777777& 7777777?7777

I g,
: 0 . °)

S x l [^2 “  m \ x l ~  m j ( * l  +  =̂2 )] +  

+ i r 2 [ir2 -  m 2 (x , +  х 2) - =  0. (4) •77777. 7777777Х>7777/77>77/,

Р и с .  39 .

>

З д е сь  возм ож н ы е перем ещ ения 8 х1 и  8 х2 
м о гу т  п р и н и м а т ь  прои звольн ы е н езави си м ы е 
м еж д у  со б о й  зн ач ен и я . Ч т о б ы  р ав ен ст в о  ну­
лю вы полнялось в сегд а , необходим о, ч т о б ы
о б а  в ы р аж ен и я , сто я щ и е м н ож и телям и  п р и  8 х1 и 5 х2 и заклю ченны е в к в а д р а т н ы е  
скобки , бы ли р ав н ы  нулю . Т аки м  о б р а з о м , равен ство  (4) р а с п а д а е т с я  н а  си стем у  
двух у равн ен и й  с д ву м я н еи звестн ы м и

F2 — m i x l — т 2 ( t j  +  х 2) =  0 ,

F 2 “  ТП2( х 1 +  Х2 )  — 2"т 2^2 —  °*

Р еш ая  си стем у , найдем

а _ s  -  F* _ х + т -  F^ 2mi + т з>Я  I —  37 j —  л  ,  d o  —  X I -J-  X j  —  — 1
3 m у -f m 2 m 2(3 m l +  m 2) (5)

6.5. Уравнения Лагранжа в т о р о г о  рода
Для описания движения голоном ной механической системы  с п 

степенями свободы , на которую  наложены идеальные связи, исполь­
зую т  уравнения Л агран ж а в т о р о г о  рода

З д есь  —  обобщ ен н ы е координат ы,  количество которы х равно  
числу степеней свободы  п, j j  —  обоб щ ен н ы е  скорост и,  равные про­
изводны м по времени о т  обобщ енны х координат, Т  —  кинетическая  
энергия системы , Q j  —  о б общ ен н ы е силы.
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Величины Т  и Q  ■ долж ны  бы ть представлены  в виде функций  
обобщ енны х ск оростей , обобщ ен н ы х к оординат и времени:

г  =  т ( г „  0 .
<2; = Q j (9 i . • • • . ? „ , ? i .  «„.<)■

О бобщ енны е силы находятся из вы ражения для суммы  элем ентарны х  
р а б о т  активны х сил .F, на возм ож ном  перемещ ении систем ы , п р еобр а­
зов ан н ого  к виду

Г = 'Е ? 1 - * ъ  = ' £ , ъ *ъ -
i= i

К оличество обобщ ен н ы х сил равно числу степеней  свободы .
Ф изическая разм ерность  обобщ ен н ой  силы Q j  зависит о т  разм ер­

ности  соответств ую щ ей  обобщ ен н ой  координаты  q j , так  как разм ер ­
ность  их произведения Q  ■ Sqj дол ж н а совп адать  с разм ерностью  р а ­
боты  силы. По этой  причине Q j  м ож ет  не им еть явного ф изического  
смысла, от сю д а  и ее название —  обобщ енная сила.

После п одстановк и  в (6) ф ункций Т  и Q j  получается си стем а  
обы кновенны х диф ф еренциальн ы х уравнений в т о р о го  порядка, ко­
торую  н еобходи м о и н тегр и р овать  с уч етом  начальных условий.

П р и м е р .  Ч т о б ы  н агл я д н о  п рояви ли сь  д о с т о и н с т в а  излож енной м ето д и к и , 
со стави м  в ф о р м е  у р авн ен и й  Л а г р а н ж а  в т о р о г о  р о д а  д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы е у р а в н е ­
ния движ ения м ехан и ческой  си сте м ы , р ассм о тр ен н о й  в п р и м ер е  из р а зд . 6.4.

Р е ш е н и е .  Р а с с м о т р и м  си стем у , состо я щ у ю  из параллелепипеда и д и ск а . Н а­
лож енны е связи  яв л я ю т с я  голоном ны м и и и деальн ы м и , п о это м у  м ож но п р и м е н я ть  
уравн ен и я Л а г р а н ж а  в т о р о г о  р о д а . С и с т е м а  и м еет  две степ ен и  свобод ы ; в к а ч е ­
стве  обобщ ен н ы х  к о о р д и н а т , оп ределяю щ и х ее полож ение, вы берем  аб со лю тн ы е 
к о о р д и н аты  параллелеп и п еда gj =  х 1 и ц е н т р а  д и ск а  q2 =  (см . рис. 39, а ).

Зап и ш ем  вы р аж ен и е  к и н ети ч еск о й  эн ер ги и  си сте м ы  и приведем  его  к виду 
ф у н кц и и , зависящ ей  о т  ql t  q2 , <?2 ,

Т  = Т  + Т  =  m ' v ’ +  т ^ С 1  , 7С2^2 _  ™1<?1 , m 2(q2 -  g, ) 2
1 г 2 2 2 2 2 2

П ри п роведении  в ы к л а д о к  и сп о л ьзо ван а  ф о р м у л а  ( 1) и з гл . 5 и к и н е м а ти ч е ­
ское соо тн о ш ен и е  w2 =  (<?2 “  Яi ) / r 2*

И з-за  п р о с т о й  к и н е м а ти к и  и у д ач н о го  в ы б о р а  об об щ ен н ы х  к о о р д и н а т  о к а з а ­
лось, ч т о  в вы р аж ен и е  к и н ети ч еск о й  эн е р г и и  не в х о д я т  ни обобщ ен н ы е к о о р д и ­
н аты , ни вр ем я.

В ы числим  обобщ ен н ы е силы . Д ля э т о г о  п о д сч и таем  сум м у  элем ен тарн ы х  
р а б о т  а к т и в н ы х  сил Crj , <32 > ^2 нэ- возм ож н ом  п ерем ещ ении  си стем ы , зад ав аем о м  
вари ац и ям и  Sqlt  6q2 , н ап равлен н ы м и  в с то р о н у  увеличения к о о р д и н а т  и q2:

=  F2 Sg2 =  О <5?, +  F2 Sq2 .

К о эф ф и ц и ен ты , сто я щ и е  п ри  вар и ац и я х  об об щ ен н ы х  к о о р д и н ат , яв л я ю т ся  
и ском ы м и вы р аж ен и я м и  о б о б щ ен н ы х  сил, о т к у д а

Q  i = 0 ,  Q2 =  F2 .



69

Список литературы

О сталось  за п и с а т ь  си стем у  уравн ен и й  дви ж ен и я (6 ):

± ( э т \ _ э т _  =
dt V д«1 )
в_ (  д Т  \  _  Э Т  _  

d t  у  B q 2 J  d q 2 2

С у ч е то м  н айденны х вы раж ен и й  Т  yQ x и Q 2 после со о тве тству ю щ и х  п р ео б р а ­
зо в а н и й  уравнения дви ж ен и я п р и н и м аю т следую щ ий вид:

m l 9 l  -  T m 2(92  -  9 l )  =  ° .  ^
" * 2 9 2  +  Т т а ( 9 2  -  9 l )  =  * а -

Реш ение си сте м ы  (7) с о в п ад ает  с реш ением  (5) это й  ж е зад ач и , полученны м  
ранее ины м  сп особом .

В отличие о т  уравнений Л агран ж а втор ого  рода, общ ее уравне­
ние динамики пригодно так ж е для изучения неголономны х систем , 
поэтом у оно им еет более ш ирокие возм ож ности применения. В то  ж е  
время применение уравнений (6) для исследования голономны х си­
стем более предпочтительно, так  как оно т р еб у ет  меньш его количе­
ства п росты х действий.

Список л и тер атур ы
А й зе н б е р г  Т. Б ., В оронков  И. М., О сецкий В ,  М .  Р у к о во д ство  к  реш ению  за д а ч  

по т ео р ет и ч еск о й  м ех ан и к е .—  М.: В ы сш ая ш кола, 1968-—  419 с.
А й зер м а н  М. А .  К л ас си ч еск ая  м еханика. —  М.: Н ау к а , i98 0 . — 368 с.
Багпь М. И Д ж а н е л и д з е  Г .  Ю .,-  К ельэон  А .  С. Т ео р ети ч ес к ая  м ех ан и ка  в 

п ри м ерах  и за д а ч а х , т .  1. С т а т и к а  и к и н е м а т и к а .—  М .: Н ау к а , 1990. —  672 с.
Багпъ М. И ., Д ж а н е л и д зе  Г - Ю ., К елъ зо н  А .  С. Т ео р ети ч ес к ая  м ех ан и ка  в 

п ри м ерах  и за д а ч а х , т .  2. Д и н ам и ка . — М .: Н ау ка , 1991. —  639 с.
Б ат ь М. И ., Д ж а н ели д зе  Г. Ю .,  К ельзо н  А .  С. Т ео р ети ч ес к ая  м ех ан и ка  в 

п р и м ер ах  и за д а ч а х , т .  3. С пециальны е гл ав ы  м еханики. —  М .: Н ау ка , 1993. — 
487 с.

Б у т е н и н  Н. В . В ведение в  ан али ти ческую  м ех ан и к у .— М .: Н ау ка , 1991 —  256 с. 
Б ухго л ьц  Я . Я - О сновной курс т ео р ет и ч еск о й  м ехан и ки , ч. 1. К и н ем ати к а , 

с т а т и к а , д и н ам и к а  м атери альн ой  т о ч к и .—'М .: Н ау ка , 197 2 .—  467 с. 
Б у х го л ьц  Я . Н. О сновной к у р с  т е о р ет и ч еск о й  м еханики , ч . 2. Д и н ам и к а  си стем ы  

м атер и ал ьн ы х  т о ч е к . —  М .: Н ау к а , 1972. —  332 с.
Воронков  И. М . К у р с  т ео р ет и ч еск о й  м ех ан и к и .—  М .: Н аука, 1964. —  596 с. 
Гантмахер Ф. Р. Л екц и и  по ан али ти ческой  м еханике. —  М .: Н ау ка , 1966. —  300 с. 
Д о  бронравов В .  В .,  Н и к и т и н  Я . Я.  К у р с  т е о р ет и ч еск о й  м еханики. —  М .гВ ы сш ая 

ш кола, 1983. —  575 с.
И ш линский  А .  Ю .  К ласси ческая  м ехан и ка и силы  и н ер ц и и .—  М .: Н ау ка , 1987 .—  

320 с.



70

Список литературы

Л о й ц я н с к и й  Л . Г . ,  Л ур ье  А .  И.  К у р с  т е о р е т и ч е с к о й  м ехан и ки , т .  1 . С т а т и к а  и 
к и н е м а т и к а .— М .: Н ау к а , 1982. —  352 с.

Л о й ц я н с к и й  Л . Г.,  Л урье  А .  И . К у р с  т е о р е т и ч е с к о й  м ехан и ки , т .  2 . Д и н а м и к а .—  
М .: Н ау к а , 1983. — 640 с.

М аркеев  А .  П.  Т е о р е т и ч е с к а я  м ех ан и к а . —  М .: Н ау к а , 1990. —  414 с.

М ещ е р ски й  И. В .  С б о р н и к  з а д а ч  по т е о р е т и ч е с к о й  м ехан и ке. —  М .: Н ау ка , 1986 -— 
448 с.

С б орник  за д а н и й  для к у р с о в ы х  р а б о т  по т е о р е т и ч е с к о й  м ехан и ке. /  П од ред .
Я б лон ского  А .А . —  М .: В ы сш ая ш кола, 1985 —  368 с.

Торг  С. М .  К р а т к и й  к у р с  т е о р е т и ч е с к о й  м ех ан и ки . —  М .: В ы сш ая ш кола, 1995. —  
416 с.

Я б ло н ски й  А. А ., Н и к и ф о р о в а  В .  М .  К у р с  те о р е т и ч е с к о й  м ехан и ки , ч. 1. С т а т и к а .
К и н е м а ти к а . —  М .: В ы сш ая ш кола, 1984. —  343 с.

Я б л о н с к и й  А .  А . ,  Н и к и ф о р о в а  В. М .  К у р с  т е о р е т и ч е с к о й  м ехан и ки , ч. 2. Д и н а ­
м и к а .—  М .: В ы сш ая  ш кола, 1984. —  423 с.



71

СОПРОТИВЛЕНИЕ 
МАТЕРИАЛОВ

Основные обозначения
А — площ адь п о п ер еч н о го  сечения;
D — д и а м е т р  с те р ж н я ;
F — сила;

— к р и т и ч е с к а я  сила;
G — м о д у л ь  у п р у го с т и  в т о р о г о  рода;

ГР — п олярн ы й  м о м ен т  инерции  с те р ж н я ;

— осевы е м о м ен ты  и н ерции  с т е р ж н я ;
i — рад и у с  и н ерции  стер ж н я ;
к — к р и в и зн а  оси  с те р ж н я ;
1 — дл и н а  (с те р ж н я );

Мх, м у — изги баю щ и е м ом ен ты ;

Mz — к р у тя щ и й  м ом ент;
N — п родольн ая  сила;
п — к оэф ф иц и ен т зап а са ;

Qx> Qy — п оп ереч ны е силы ;

я — расп ред елен н ая вдоль  оси н а гр у з к а ;
sx, s y — с т а т и ч е с к и е  м о м ен ты  плоской  ф и гу р ы  о тн о си тел ьн о  осей  х  и у;

£отс с та т и ч е с к и й  м о м ен т  о тсечен н ой  ч а с т и  п оп ереч ного  сечения о тн о си ­
тел ь н о  оси  х\

% — п олярны й м о м ен т  со п роти влен и я  сечения;
W . Wх * у — осевы е м о м ен ты  со п роти влен и я  сечения;

*х, у,  Z п р ям оугольн ы е д е к а р т о в ы  ко о р д и н аты ;
'У — угловая д еф о р м ац и я ;
е — линейная д еф о р м ац и я ;
л — ги б к о сть  стер ж н я ;

— к о эф ф и ц и ен т  приведенной  длины ;
— к о эф ф и ц и ен т  П уассона ;

а — н орм ал ьн о е  нап ряж ен и е;
— к р и ти ч е с к о е  н ап ряж ен и е;

М _ доп ускаем ое н о рм альн ое нап ряж ен и е;
т — к аса т е л ьн о е  нап ряж ен и е;

М — доп ускаем ое касат ел ьн о е  н ап ряж ение;
ч> — угол .
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Основные понятия

1. О сновны е понятия
1.1. Введение.  Внешние и внутренние силы
► Д е ф о р м а ц и я ,  п р о ч н о с т ь  и  ж е с т к о с т ь .  С опротивление м ате­
риалов представляет со б о й  часть механики, в к оторой  рассм атрива­
ются вопросы  р асч ета  элем ентов конструкций на прочность , ж ест ­
кость и устойчивость .

С опротивление м атериалов опирается на знания теорети ч еск ой  
механики- Но если объ ек т ом  теор ети ч еск ой  механики является абсо­
лю тно твер дое тело, т о  в сопротивлении материалов рассм атриваю т­
ся деф орм ируем ы е тверды е тела.

На практике реальные части машин и сооруж ений  подвергаю тся  
воздействию  р азн ого  р о д а  сил. П од действием эти х  сил происходи т  
деформация  тел , т .е . изменение взаим ного расположения частиц ма­
териала. Если силы д ост аточ н о  велики, возмож но разруш ение тела.

С п особн ость  тел а  восприним ать нагрузки без разруш ения и боль­
ших деф орм аций  назы ваю т соответств ен н о  п рочн ост ью  и ж ест ко ­
стью.

Н екоторы е состояни я  равновесия тел и конструкций оказы ваю тся  
неустойчивыми,  т  е. таким и, при которы х незначительны е механиче­
ские воздействия, как правило, случайного характера, м огут  приве­
сти к сущ ественны м  отклонениям о т  эт и х  состояний. Если ж е о т ­
клонения такж е невелики, т о  такие состояния равновесия назы ваю т  
устойчивыми.

► В н е ш н и е  си л ы . К внешним силам, действую щ им на конструк­
цию, относятся  активны е силы (нагрузки) и реакции внешних связей. 
Различаю т несколько видов н агрузок .

Сосредот оченная  сила, приложенная в точке. Ее вводят вм есто  
реальных сил, действую щ их на небольш ой участок  поверхности эле­
мента конструкции, разм ерам и к о т о р о го  м ож но пренебречь.

Распределенны е силы. Н апример, силы давления ж идкости  на дно 
сосуда  отн осятся  к распределенны м по поверхности нагрузкам  и из­
меряются в единицах Н /м 2, а силы веса —  к нагрузке, распределен­
ной по объ ем у  и изм еряем ой в Н /м 3. В ряде случаев вводят нагрузку, 
распределенную  по линии, интенсивность к оторой  изм еряется в Н /м .

Одним из вариантов н агр узок  является сосредот оченны й момент  
(пара сил).

► В н у т р е н н и е  си л ы  в с т е р ж н е .  Н аиболее распространенны м  
элементом конструкций является стерж ень, поэтом у в сопротивлении  
материалов ему уделяю т главное внимание.

Продольная ось  и поперечное сечение —  основны е геом етрические  
элементы стерж ня. П риним ается, что поперечны е сечения стерж ня
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1.1. Введение. Внешние и внутренние силы

М.

Р и с . 1.

перпендикулярны продольной оси, а продольная ось проходит через  
центры тяж ести  поперечны х сечений.

Внутренними силами  стерж ня назы ваю т силы взаимодействия  
м еж ду его  отдельны м и частями, возникающие под действием  внеш­
них сил (предполагается, что в отсутстви е внешних сил внутренние 
силы равны нулю).

Р ассм отри м  стерж ень, находящийся в равновесии под действием  
некоторой системы  внешних сил (рис. 1, в). Мысленно проведем про­
извольное поперечное сечение, к оторое делит стерж ень на две части  
Л  и П. На правую  часть П  стерж ня со стороны  левой части Л  дей­
ств ует  систем а распределенны х по поверхности поперечного сечения  
сил —  внутренних сил по отнош ению  к стерж ню  в целом. Э т у  систем у  
сил можно привести к главному вектору R  и главному м ом енту М ,  
взяв центр т я ж ести  сечения — точку О  —  в качестве центра приве­
дения.

► В н у т р е н н и е  с и л о в ы е  ф а к т о р ы . Вы берем систем у координат, 
расположив оси х ,  у  в поперечном сечении, а ось z перпендикулярно  
ему, и разложим R  и М  на составляю щ ие по этим  осям: Q x , Q y , N  и 
М х) М у , М 2 (рис. 1, б).

Э ти  ш есть величин называются внут ренними силовыми ф акт ора­
ми стерж ня (или внут ренними усилиями)  в рассматриваемом сече­
нии. К аж д ое  из эти х  усилий им еет свое название, соответствую щ ее  
его  направлению или определенному виду деф орм ации стерж ня, кото­
рый вызывается этим  усилием. Силы Q x и Q y называются попереч­
ными (перерезы ваю щ им и)  силами, а N —  нормальной (продольной)  
силой. М оменты М х и М у называются изгибающими  мом ентам и, а  
М г —  крутящим  м ом ентом .

► М е т о д  с е ч е н и й . Т^к как отсеченная часть стерж ня П  находит­
ся в равновесии, мож но составить  ш есть уравнений статики для дей­
ствую щ их на эт у  часть сил, из которы х определяю тся все ш есть вну-
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тренних силовых ф акторов

Е ^  =  °> £ ^  =  0 ' 1 > *  =  о,

£ m * ( ? ) = 0 ,  £ » » * , ( ? )  =  О, £ > Д ? )  =  0.

Э т о т  способ определения внутренних усилий называют методом  
сечений.

На основании закона действия и противодействия правая часть  
стержня действует на левую с такими же, но противоположно напра­
вленными усилиями, поэтом у их можно такж е определить, исходя из 
равновесия части Л  стерж ня.

1.2. Напряжения и деформации в точке
^  Н а п р я ж е н и я . В ект ором  напряжения р  называется интенсив­
ность распределенных по сечению внутренних сил в некоторой т оч ­

ке сечения (рис. 2). Е го составляющ ие, ле­
жащие в плоскости сечения, называются ка­
сательны ми напряжениями тх , т , а соста ­
вляющая, перпендикулярная сечению, —  нор­
мальным напряжением о. Напряжения изме­
ряются в единицах Н /м 2 (Па) и зависят не 
только от  вы бора точки, но и о т  ориентации  
сечения (или площадки d A , рис. 2), проходя­
щего через эту  точку. Вся совокупность на­
пряжений в заданной точке для разны х пло­
щ адок называется напряженным состояни­
ем в этой  точке.

При известны х напряжениях в сечении стержня его  внутренние 
силовые ф акторы  м огут бы ть найдены по формулам

ЛА

Р и с . 2.

a d  А,
- J

А

• = - /
a y  d A ,

Q x =  j  rx dA,
A

' . = - / •

=  J  Ту dA,
A

=  J ( V -
( 1)

M„ =  -  I a x  dA , M z =  J  (тух  -  тх у) dA ,
A A

где интегрирование распространено на всю площадь сечения А.

► Д е ф о р м а ц и и . Рассм отрим  произвольную точку К  тела в началь­
ном недеф ормированном состоянии и проведем через нее в направле­
нии осей х и у  два бесконечно малых отрезка длиной dx  и d y  (рис. 3).

Под действием нагрузки происходит деф ормация тела, точка К  
перемещ ается в точку К ' , отрезки dx  и d y  изменяют свою длину на 
величины А х  и Л у, а угол л /2  м еж ду ними изменяется на -уту.
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1.3. Основные понятия и допущения

Отнош ения
А х  _  Д у

6х ~  1ьГ ’ _  ~фГ
назы ваю тся линейными деф ормациями  в 
точке К  в направлении осей  х и у  со­
ответственно, а  величина j l y  —  угловой  
деформацией  (углом сдвига) в точке К  
м еж ду осями х  и у.  Вся совокупность  
линейных и угловы х деф орм аций для 
различны х направлений, проходящ их че­
рез рассм атриваем ую  точку, назы вает­
ся деф орм ированным  сост оянием  в этой  
точке.

У > ■

cUc
Р и с . 3.

1.3. Основные понятия и допущения
► У п р у г о с т ь ю  назы ваю т свойство тела, вы ражаю щ ееся в одно- 
значной зависим ости  м еж ду силами, действую щ им и на тело, и его  
деф орм ациям и.В  ч астн ости , уп р у го е  тело после снятия н агр узок  воз­
вращ ается в исходное состояни е.

В некоторы х случаях после снятия н агрузок  исчезает  лишь часть  
полной деф орм ации , называемая упругой.  Оставш аяся ч а с т ь — так  
называемая ост ат очная  (пласт ическая)  деф орм ация связана со  
свойством тела, к от ор ое  назы вается пласт и чност ью .

► О с н о в н ы е  д о п у щ е н и я , п р и н я т ы е  в  с о п р о т и в л е н и и  м а т е ­
р и ал ов :

1. Тела считаю тся сплошными (без п устот) и однородны м и, т .е . 
свойства м атериала тел а  в разпы х точк ах одинаковы.

2. М атериал тел а  изот роп ен ,  т  е. его  свойства по всем направлю  
ниям одинаковы . (В  ряде случаев приходится отказы ваться  о т  эт о ­
го  допущ ения для ан и зот роп н ы х  тел, свойства м атериала которы х в 
разны х направлениях различаю тся. Например, свойства дер ева  в на­
правлении вдоль волокон и поперек различны.)

3. Д еф ор м ац и и  тел а  в каж дой  точке прямо пропорциональны  на  
пряжениям в этой  точке. Э т о  свойство назы ваю т линейной уп р уго ­
стью  или законом Гука.

4. П редполагается м алость деф орм аций  тела, а так ж е малость  
перемещ ений его  точек  по сравнению  с  геом етрическим и разм ерами  
сам ого тела.

5. Справедлив принцип н езависим ост и дейст вия сил (принцип  
суперпозиции), согласно котором у какая-либо величина а, зависящая 
о т  действия нескольких сил, равна сум м е величин а,-, найденны х о т  
каж дой силы в отдел ь н ости . Э т о т  принцип следует из допущ ений
3 и 4.
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Напряженно-деформированное состояние в точке

2. Н апряж енно-деф орм ированное  
со стоя н и е  в точк е

2.1. Виды напряженного состояния
^  Г л авны е н а п р я ж е н и я  и  г л а в н ы е  н а п р а в л ен и я . Анализ на­
пряженного состояния в некоторой точке К  тела удобно проводить, 
мысленно выделяя элементарный параллелепипед в окрестности этой  
точки и рассматривая напряжения, действующ ие на его грани. Ввиду  
малости параллелепипеда можно считать, что напряженное состояние 
во всех его точках одинаково (однородно) и совпадает с напряжен­
ным состоянием в исследуемой точке К .  Изменяя ориентацию этого  
параллелепипеда, можно добиться того , чтобы  все его  грани были 
свободны  от  касательных напряжений- Соответствую щ ие нормаль­
ные напряжения называются главными напряжениями, а их напра­
вления—  главными направлениями  в точке К .

Различаю т линейное, плоское и объем ное  (одноосное, двухосное  
и трехосное)  напряженные состояния в точке в зависимости от  
т ого , испытывает ли параллелепипед, ориентированный по главным  
направлениям, растяжение (или сж атие) соответственно в одном, 
двух или тр ех  взаимно перпендикулярных направлениях.

► П л о с к о е  н а п р я ж е н н о е  с о с т о я н и е . З а к о н  п а р н о с т и . В  
дальнейшем ввиду особой  важности ограничимся случаем плоско-

уравновешены. Касательные усилия на тех же гранях образую т две 
пары сил с моментами (ry d y  dx) d z  и (т, dz  dx) d y  противоположного  
направления, где  dx, dy, d z  —  размеры параллелепипеда. Э ти момен­
ты должны бы ть уравновешены, откуда тг =  г  .

Последнее равенство вы ражает закон парности касательных на­
пряжений: на любых взаимно перпендикулярных площадках каса­
тельные напряжения равны по величине и направлены так, что стре­

Р н с .  4 .

го напряженного состояния, при кото­
ром на двух противоположных гранях  
элементарного параллелепипеда напря­
жения отсутствую т. На остальных гра­
нях в общем случае их ориентации дей­
ствую т касательные и нормальные на­
пряжения (рис. 4). Из однородности на­
пряженного состояния параллелепипеда 
следует, что одноименные напряжения  
на противоположных гранях численно 
равны. Очевидно, что нормальные уси­
лия на гранях параллелепипеда взаимно
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2.3. Чистый сдвиг

мятся вращ ать элем ент в противополож ны е сторон ы  (рис. 4). С казан­
ное позволяет ввести  единое обозначение: г  =  тг =  т .

2.2. О д н о о с н о е  р а ст я ж ен и е  и с ж а т и е
э д а .
:ногс

4 7 ^

► М о д у л ь  у п р у г о с т и  п е р в о г о  р о д а .  Р ассм отри м  элем енгар  
ный параллелепипед в состояни и  о д н о о сн о го  растяж ения или сж ати я, 
на дв ух  противополож ны х гранях ко­
т о р о г о  дей ст в ую т  только нормальны е
напряжения (рис. 5 ). '

Правило знаков', растягиваю щ ие Р и с .  5.
напряжения считаю тся  положительны ми, а сж имаю щ ие —  отр и ц а­
тельны ми.

В соот в ет ств и и  с законом ГУка напряж ение и линейная д еф о р м а ­
ция в  направлении оси  z  прям о пропорциональны:

<r=Eez . (1)

К оэф ф ициент пропорциональности  Е  назы вается модулем уп р у ­
г о с т и  п ер во го  р о д а  и и м еет  разм ерн ость  напряж ения, так  как ez —  
безразм ерная величина. При <т >  0 (растяж ение) ez — так ж е больш е 
нуля, что со о т в ет ст в у ет  удлинению  параллелепипеда в направлении  
оси z.  При о  <  0 (сж ати е) им еем  e z <  0, ч то  со о т в ет ст в у ет  укороче­
нию параллелепипеда.

► К о э ф ф и ц и е н т  П у а с с о н а . Линейны е деф ор м ац и и  в направлении  
осей  а: и у из сообр аж ен и й  сим м етрии равны м еж ду  собой  и так ж е  
пропорциональны  напряж ению  или, с у ч ет ом  (1), деф орм ации  ег :

v c r  / о \е х =  £у =  -1У£, =  — — . (2)

П остоянны й безразм ерны й коэф ф ициент пропорциональности  1/ 
назы вается коэффициентом П уа ссо н а , а знак минус учиты вает р аз­
ные знаки продольной е2 и поперечны х е х , е у деф орм аций . В частно­
сти . при «г > 0, ez > 0  величины ех , еу меньше нуля, т .е . поперечны е  
размеры  параллелепипеда ум еньш аю тся.

П остоянны е величины Е  и и хар ак тер и зую т упругие свойст­
ва кон к р етн ого  м атериала, наприм ер для стали Е  ~  210 ГПа, 
и -  0 ,25 -г- 0,3.

2.3 . Чисты й сдвиг
► Ч и с т ы й  с д в и г .  Р ассм отр и м  частны й вид плоского напряж енно­
го  состояни я, при к отор ом  на боковы е грани элем ентарного паралле­
лепипеда дей ствую т  только касательны е напряжения г  (рис. 6, а).  По
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Z

А В

Р и с .  6 .

закону парности напряжения на соседних гранях одинаковы. Такой 
вид напряж енного состояния назы вается чистым сдвигом.

Х арактер  деф орм ации  параллелепипеда показан на рис. 6, б. 
Первоначально прямые углы м еж ду боковыми гранями изменяю тся  
на величину у ,  назы ваемую  углом сдвига, а линейные деф орм ации
е,., £„ равны нулю.

М о д у л ь  с д в и г а .  Закон Гука в данном случае им еет вид

т =  G y . (3 )

К оэф ф ициент пропорциональности G  назы ваю т модулем сдвига  
или модулем уп р угост и  в т о р о г о  рода.  Разм ерность  модуля совп ада­
ет  с разм ерностью  напряжений.

Н етрудно ви деть , что при d y  =  d z  диагональный отр езок  А В  
параллелепипеда укорачивается, а  отр езок  C D  удлиняется на одну  
и т у  же величину Д  =  у  dy  sin 45° (рис. 6, б),  поэтом у на другой  
элементарный параллелепипед, выделенный в ок р естн ости  той  же  
точки и повернуты й на угол 45° относительно первого, должны  
действовать соответствую щ ие нормальные напряжения о  (рис. 6, е ). 
Касательны х напряжений здесь  уж е не будет, поэтом у нормальные 
напряжения сг —  главные напряжения, а их направления —  главные 
направления для дан н ого  напряж енного состояния.

► С в я зь  м е ж д у  G ,  Е  и  is. Р ассм отри м  
элемент, образованны й диагональны м разре­
зом  параллелепипеда (рис. 7). Н а его  грани  
дей ствую т силы, по величине равные т  d x  dy,  
т dx  d z  и at d x  d z /c o s  45°.

И з равновесия эт о г о  элемента можно по­
лучить

а  =  т. (4)

■З1
4 S
Ц

т  deed х 
Р и с .  7. С уч етом  (3), (4) деф орм ация отр езк а  C D  

(рис. 6, б) равна е с о  — Д / C D  =  -уу  =  \ r / G  — \ f f j G .
С др угой  стороны , рассм атривая состояние на рис. 6, в как 

комбинацию двух одноосны х напряженны х состояний (растяж ения и
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3.1. Продольная сила

сж атия по перпендикулярны м направлениям), из закона ГУка (1 ); (2) 
a  v a  а  <т 1/£г Е

получим е<7Х) =  —  +  — . О тсю да  —  =  —  +  —  или G  =  2(1 +  у ) -

Т аким  об р а зо м , модуль сд в и га  G  определяется через уж е введен­
ные постоянны е Е  и и.

3. Ц ен т р а л ь н о е  р а с т я ж ен и е  и с ж а т и е
3.1.  Продольная сила

Ц ент ральны м  р аст яж ен и ем  (сж ат ием )  назы вается  такой вид де­
ф орм ации стер ж н я, при к отором  в его  поперечны х сечениях возни­
кает  только продольная сила N , а  все остальны е внутренние усилия  
равны нулю.

П равило знаков:  растягиваю щ ие продольны е силы считаю тся по­
ложительны ми, а сж им аю щ ие —  отрицательны м и.

П р и м е р .  Н а рис. 8 , а п о к а за н  с т е р ж е н ь , н агр у ж ен н ы й  д ву м я си л ам и  F j 
и F2 , леж ащ и м и  н а  е г о  оси . Д л я  определения п родольн ой  силы  используем  м е т о д  
сечен и й  (см . р а зд . 1.1). П ровед ем  п р ои звольн ое сеч ен и е I  н а  у ч а с т к е  *<х% с т е р ж н я  
и р ассм о тр и м  равн овесие сво б о д н о й  о тсеч ен н о й  ч а с т и  (рис. 8 , б). Д ей стви е  
о тброш ен н ой  ч а с т и  зам ен и м  н еи звестн о й  силой N lt  с ч и т а я  ее полож ительной . 
И з у р авн ен и я  р авн о веси я  э т о й  о тсеч ен н о й  ч а с т и  в ф о р м е  р ав е н с т в а  нулю  сум м ы  
п р о ек ц и й  всех сил н а  ось  z\  N х — Fy =  О сл ед у ет  N y  =  Fy — 20 кН . А н алоги ч н о  для 
сечен и я I I  н а  у ч а с т к е  *Ь■* с т е р ж н я  получи м  (ри с. 8 , в) N 2 + F2 — Fy = 0 ,  о т к у д а  
N 2 =  Fy — F2 =  —40 кН .

e)

z

■ ■Л',

r
40

N ,  кН

T

40
20

6) г)

Р и с. 8.

Т аки м  о б р а зо м , п р о д о л ьн ая  си ла н а  у ч а с т к а х  .а»  и »Ь. с т е р ж н я  р азл и ч н а . 
У ч асто к  .а»  с т е р ж н я  и с п ы т ы в а е т  р а с т я ж е н и е  ( N  >  0 ) , а  у ч а с т о к  *Ь* —  с ж а т и е  
(Лг <  0 ). П ри п ереходе о т  у ч а с т к а  .а»  к у ч а с т к у  »п* си ла N  и зм ен яется  скачком  
н а  величину  силы  •



Центральное растяжение и сжатие

Для иллюстрации характера изменения продольной силы вдоль 
стержня принято строить график функции iV(.z), называемый эпюрой  
продольной силы. На этом  графике указывают числовые значения 
продольной силы в характерны х сечениях, а такж е их знаки. Для 
рассмотренного примера эпю ра .V(z) показана на рис. 8, г.

3.2. Напряжения и деформации  
при растяжении или сжатии

► Г и п о т е з а  п л о с к и х  с е ч е н и й . Для определения напряжений при 
растяжении или сж атии примем ги п от езу  плоских сечений', попереч­
ные сечения стержня после деф ормации остаю тся плоскими и пер­
пендикулярными оси стерж ня. Опыт показывает, что эта  гипотеза  
нарушается только для областей так называемых местны х напряже­
ний, в непосредственной близости от точек приложения внешних сил, 
или в м естах резкого изменения площади поперечного сечения, где 
происходит так называемая концентрация напряжений. Их учет со­
ставляет особую  задачу, нами не затрагиваемую .

в)

I  ► Ф о р м у л ы  д л я  н а п р я ж е н и й
| Ft и  д е ф о р м а ц и й . Рассмотрим стер-

------------------------  жень, растягиваемый двумя силами
jr (рис. 9, а). В соответствии с гипо-
Х 6 тезой  плоских сечений и постоян-
■» z  ством продольной силы вдоль стер-
Рис жня (N  =  F),  напряженное и деф ор­

мированное состояние точек стер­
жня вне окрестности концов однородно и нормальные напряжения 
по поперечному сечению распределены равномерно (рис. 9, б).

Из формулы (1) гл. 1 следует N  — f A crdA — о А ,  отсю да

N
(1)

Ф ормула (1) позволяет вычислять нормальные напряжения в 
поперечных сечениях стержня при центральном растяжении или 
сжатии по известной продольной силе N  и площади поперечного  
сечения А.

Выделенный из стержня элементарный параллелепипед находится  
в условиях одноосного растяжения (рис. 5, а). Его деформации  
определяются из закона Гука (см. разд. 2.2). В частности, продольная 
деформация

а  N
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3.3. Расчеты на прочность при растяжении и сжатии

С ум м ируя удлинения малых элем ентов по всей длине стерж ня, 
получим его  а б со л ю т н о е  удлинение

где I — длина стерж ня.
Величина Е А  назы вается ж ест кост ью  сеиения ст ерж ня при 

раст яж ении и сжатии.

3.3. Р а сч е т ы  на пр о ч н о сть  при растяжении  
и сж а ти и

► Д о п у с к а е м о е  н а п р я ж е н и е . Для обеспечения прочн ости  ст ер ж ­
ня, испы ты ваю щ его растяж ени е или сж ати е, н еобходи м о ограничить  
максимальны е напряж ения э т о г о  стерж ня некоторы м  значением , на­
зы ваемы м допускаем ы м  напряж ением  [<т]. Е го  величина вы бирается  
на основе устанавливаем ого зар ан ее для дан н ого  м атериала опасного  
значения напряж ения с уч етом  коэф ф ициента зап аса . Для м атер и а­
лов, неодинаково сопротивляю щ ихся растяж ению  и сж ати ю , вводят  
два разны х допускаем ы х напряж ения [<хр] и [<тс].

► З а д а ч и  р а с ч е т а  н а  п р о ч н о с т ь .  Таким обр азом , условие п роч­
ности  в данном  случае и м еет  вид

П ользуясь им, м ож но реш ать следующ ие задачи:
1. П о заданны м  н агр узк ам , разм ерам  сечения и величине допус­

к аем ого  напряж ения п роверять п роч н ость  стерж ня.
2. П о заданны м  н агр узк ам  и известной  величине доп уск аем ого  

напряжения определять разм еры  п опереч ного сечения:

3. П о заданн ы м  разм ерам  сечения и известной величине допус­
каем ого напряж ения определять величину допускаем ой продольной  
силы:

П р и м е р .  Д ля ч у г у н н о го  с т е р ж н я  (рис. 8 , а) с  площ адью  сеч ен и я *А — 5 см 2 
п р о в е р и ть  условия п р о ч н о с т и  при  [<хр] =  30 М П а, [огс] =  100 М П а.

Р е ш е н и е .  Н а  у ч а с т к е  с т е р ж е н ь  и с п ы т ы в а е т  р астяги в аю щ ее усилие
N l — 20 кН  (см . ри с . 8 , г ) , п о это м у  н орм альн ое н ап ряж ен и е в сеч ен и ях  н а  э то м  
у ч а стк е  a  $ =  N x / А  =  40 М П а.

Н а  у ч а с т к е  ♦ и сп ы ты ваю щ ем  с ж а т и е , JV2 =  —40 кН . С о о т в етств у ю щ ее  
н ап р яж ен и е  <т2 =  (Л^ \ j А  =  80 М П а.

Т ак к а к  доп ускаем ы е н ап р яж ен и я  н а  р а с тя ж е н и е  и с ж а т и е  для ч у г у н а  р а зл и ч ­
ны , н еобходим о п р о в е р и т ь  д в а  условия (т1 ^  fc p] и <72 ^  [<7С]. П ервое о к а зы в а е т с я  
невы полненны м , п о это м у  условие п р о ч н о с т и  в  целом не соблю дено.

Е А  ’
N1

N  ^  [а]А.



82

Кручение

4. Кручение
4.1. Крутящий момент

Кручением  назы вается такой вид деф орм ации стерж ня, при ко­
тор ом  в его поперечны х сечениях возникает только крутящий м о­
мент М г , а все остальны е внутренние силовые ф акторы  равны нулю.

Правило зн а к о в : если при взгляде со стороны  внешней нормали к 
сечению крутящий м ом ент направлен против хода часовой стрелки, 
он считается положительным.

П р и м е р .  Р ассм о тр и м  стер ж ен ь , н а гр у ­
ж енны й двум я м ом ентам и  г п 1 и т п 2 , плоско­
сти  д ей стви я  к о то р ы х  перпендикулярны  оси 
стер ж н я  (рис. 10, а). В со о тв е тств и и  с м е т о ­
дом  сечений проведем  произвольное п опереч­
ное сечение /  н а  уч а стк е  «а» и рассм о тр и м  р ав ­
новесие свободной  отсеченной  ч асти  стер ж н я  
(рис. 10, б). Д ей стви е отброш енной ч а сти  за ­
м еним  н еи звестн ы м  кр у тящ и м  м ом ентом  М г1 , 
вы брав его  направление полож ительны м . Из 
уравнения равновесия для отсеченной  ч асти  в 
ф орм е р ав ен ст в а  нулю сум м ы  м ом ентов всех 
сил отн о си тел ьн о  оси z : M zl — тп у =  0 следует 
М z l — m j =  30 кН м . А налогично д л я  сечения I I  
будем и м еть  (рис. 10 , в) М г% 4- m 2  ~  m i — О, 
о тк у д а  М z 2  =  Ш | — т 2 =  —10 кН м.

Н а рис. 10, г д ан а  эп ю ра к р у тя щ его  м ом ен та , показы ваю щ ая х а р а к т е р  изм е­
нения величины  M z вдоль  оси стер ж н я . Н а гр ан и ц е  участков и стер ж н я  
к р у тя щ и й  м ом ент п р е т е р п е в а е т  скачок на величину, равную  м ом енту  т .2.

тув«70кНм т т2 ~40кНм.

°) аf t * - ° Г

f c :
т2 Mz2

лэо 

ХШШПШю
Рис. 10.

4.2.

" ( г -
о)

Напряжения и деформации при кручении
т

-----------------------

6) с

Ыг

Ж

D
► Н а п р я ж е н н о е  с о с т о я н и е  п р и  
к р у ч е н и и . Ограничимся рассм отре­
нием стерж ней с поперечным сечени­
ем в ф орм е круга или кольца.

Для установления закона рас-
_________ _ пределения напряжений по сечению

^  примем допущ ение, подтверж даем ое  
опы том , о том , что при кручении  
поперечные сечения стерж ня в ре­
зул ь тате деф орм ации поворачивают­
ся вокруг продольной оси как ж ест ­
кие диски (кольца). Условия приме­
нимости эт о го  допущения аналогич- 

Рис. 11. ны условиям применимости гипотезы
плоских сечений при растяж ении или сж атии (см. разд. 3.2).

Рассм отрим  стерж ень, испытывающий кручение под действием  
двух моментов, приложенных на его  концах (рис. 11, а).  Разобьем
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его  на соосн ы е тр убк и  (рис. 11, б)  и вы делим одн у с внутренним  ра­
диусом р  и бесконечно малой толщ иной dp  (рис. 11, е ) .

В силу п р и н ятого  допущ ения отн оси тел ь н о  хар ак тер а  деф ор м и ­
рования стерж ня м ож но ут в ер ж д а т ь , ч т о  бесконечно малый элемент  
A C B D ,  выделенный иэ трубк и  (рис. 11, в), испы ты вает деф орм ацию , 
со отв етств ую щ ую  чи стом у сдви гу  (см . р азд . 2 .3 ). О тсю да  следует, 
ч т о  по боковы м граням  элем ента д ей ств ую т  только касательны е на­
пряжения г  (см . рис. 6, а).

► П о л я р н ы й  м о м е н т  и н е р ц и и . Угол сдви га элем ента 7  — 
=  B B ' / d z  =  p d p / d z  (рис. 11, в ), где  d p / d z —  погонный у го л  за к руч и ­
вания  трубки  или угол  закручивания н а  единицу длины. Из ф о р м у ­
лы (3) гл. 2 (закон Гука) следует .

г  — G~f — G p
dip
dz (1)

dA  R,В еличина п огон н ого  угл а  закручивания d ip /d z  
одинакова для всех соосн ы х т р у б о к , из которы х  
составлен стерж ен ь. П оэтом у иэ ф орм улы  (1) вы­
т ек а ет , ч т о  касательны е напряж ения в попереч­
ных сечениях стерж н я  прямо пропорциональны  
расстояни ю  р  д о  ег о  оси  (рис. 12).

К рутящ ий м ом ент M z м ож ет  бы ть получен сум м ированием  мо­
м ентов всех распределенны х по сечению  напряж ений относительно  
оси  г:

Р и с .  1 2 .

I r p d A  =  G G ~ ,  гд е  / / р 2 dA . (2 )р d z  ’ п р 
Л А

И нтеграл по поверхности сечения / р назы вается полярным м ом ен­
т ом  инерции сечения  и представл яет со б о й  геом етри ч еск ую  харак­
тери сти к у э т о г о  сечения.

Для к р уга  д и ам ет р а  D  имеем  Ip =  -gyD 4 .
Для кольца / р =  -^ -(И 4 — d 4), гд е  d  и D —  внутренний и внешний 

диам етры  соотв етств ен н о .

^  К а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я . У г о л  з а к р у ч и в а н и я . Исполь­
зуя  (2), находим

d p  М ,
ф Г =  g TT (3)

П одставляя э т о  вы раж ение в (1) для г, получим основную  ф о р м у ­
лу для касательны х напряж ений в поперечны х сечениях стерж ня при 
кручении

Т = ^ .  (4)
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Угол закручивания  всего стерж н я на рис. 11, а, т .е . угол  взаим но­
го пов орота его  крайних сечений, м ож но найти, эная погонны й угол  
закручивания (3) и учиты вая постоян ств о величины М Л вдоль оси  
стерж ня {М г =  т ) :

где  I —  длина стерж ня.
Величина G I p назы вается ж ест кост ью  сечения при кручении.

4.3. Р а сч е т ы  на прочность  при кручении
Значение наибольш его к асательного напряжения при кручении  

находится из ф орм улы  (4) при р — рт а х :

Величина W p =  р̂/ р тах назы вается полярным м омент ом  со п р о ­
тивления сечения.

Для к руга  W p =  - f s D 3 .
Для кольца W p =  d4/ D 4).
Условие п р оч н ости  сводится  к неравенству rmax =  \M Z\ / W p ^  [т], 

г д е  [г] —  допускаем ое напряж ение при кручении.
К ак и при р асч ете на прочн ость  при растяж ении и сж атии , воз­

можны следующ ие три  вида зад ач , различаю щ ихся ф орм ой  использо­
вания условия прочн ости .

1. П роверочны й расчет: \M Z\ / W  ^  [г]. *
2. П одбор  сечения: W  ^  \М г \/\т\.
3. Определение допускаем ой нагрузки: \М г \ ^  [т]\Ур .

П р и м е р .  Д л я  с т а л ь н о г о  с т е р ж н я  к р у г о в о г о  с е ч е н и я  (р и с . 10, а ) п о д о б р а т ь  
д и а м е т р  и з у с л о в и я  п р о ч н о с т и  п р и  [т] = 1 0 0  М П а.

Р е ш е н и е .  Т а к  к а к  п о п е р е ч н о е  с е ч е н и е  п о с т о я н н о  в д о л ь  с т е р ж н я ,  о п а с н ы м и  
б у д у т  с е ч е н и я  н а  у ч а с т к е  г д е  в о з н и к а е т  м а к с и м а л ь н ы й  к р у т я щ и й  м о м е н т
М г  =  30  к Н м  (с м . р и с . 10 , г ) .

И з у сл о в и я  п р о ч н о с т и

т

н а х о д и м  D  ^  ^ /1 6 М ^ /(7 г ( т ] )  =  0 ,1 1 9  м .
О к р у г л я я  в  б о л ь ш у ю  с т о р о н у ,  в ы б и р а е м  о к о н ч а т е л ь н о  £1 =  12 см .
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5. П рямой и зги б
5.1 . Изгибающим м о м е н т  и поперечная сила
► О п р е д е л е н и я . И зги б о м  назы вается  такой вид деф орм ации  ст ер ­
жня, при к отор ом  в  его  поперечны х сечениях возникаю т и зги баю ­
щ ие м ом енты  М х и М у и , бы ть м ож ет , поперечны е силы Q T и Q y , а 
остальны е вн утрен н и е силовые ф ак тор ы  (:V и М г ) равны нулю.

В случае равенства нулю  поперечны х сил изгиб назы ваю т чи­
стым,  а  при наличии поперечны х сил имеем  так  назы ваемы й попе­
речный изгиб.

Б удем  р ассм атр и вать  стер ж н и , поперечны е сечения которы х име­
ю т ось  сим м етрии у.  Если на такой стер ж ен ь  д ей ст в у ет  си стем а  
внеш них сил, леж ащ их в плоскости y z  
и направленны х перпендикулярно п р о­
дольной оси стерж ня (рис. 13), т о  в его  
поперечны х сечениях возникнут только  
два вн утренн их силовых ф ак тор а  —  из­
гибающ ий м ом ен т М Т и поперечная си­
ла Q y . Такой и згиб назы ваю т прямым  
(о косом  и зги бе см отри  разд . 6 .1 ).

Правило знаков:  изгибаю щ ий м о­
м ент счи тается  положительны м, если 
он приводит к растяж ению  ниж них волокон и сж ат и ю  верхних; по­
перечная сила полож ительна, если при воздействии на сечение справа  
она направлена вниз, а  при воздействии слева —  вверх.

К ак у ж е отм еч ал ось , внутренние силовые ф ак тор ы  стерж ня зави­
сят о т  продольной координаты  рассм атриваем ого  сечения, т .е . явля­
ю тся ф ункциям и переменной г.

► Д и ф ф е р е н ц и а л ь н ы е  у р а в н е н и я  р а в н о в е с и я  с т е р ж н я .  Рас- 
м отрим  стер ж ен ь , на которы й д ей ст в у ет  распределенная вдоль ег о

зеи н агрузк а q (рис. 14, а ). В ы делим  двумя сечениями бесконечно  
малый элем ент (рис. 14, б),  действие отброш енны х частей  стерж ня  
зам еним  соответств ую щ и м и  внутренним и усилиями, направления ко­
торы х выбраны положительны ми.

Вычисляя сум м у проекций всех сил на ось  у  и сум м у м ом ентов  
сил отн оси тел ь н о  точки  О ,  состави м  соответств ую щ и е уравнения  
равновесия элем ента

q d z  +  Q y — (Q y  +  dQ y)  =  0 , 

- M x +  (M z  +  d M x) - Q y d z  =  0 .

И з них следую т соотнош ения
d Q y  d M t
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называемые дифференциальными уравнениями равновесия стерж ня  
при изгибе.  Уравнения (1), которы м должны  удовлетворять функции  
Q v (z)  и M x {z) ,  часто  использую т при построении эпю р изгибаю щ их  
моментов и поперечны х сил, а  такж е при проверке эт о г о  построения

С терж ни, работаю щ ие преимущ ественно на изгиб, принято назы ­
вать балками.

► П р и м е р ы  п о с т р о е н и я  э п ю р . Рассм отрим  примеры построения  
эпюр Q y (z)  и M x (z)  для некоторы х балок с использованием м етода  
сечений.

Н а рис. 15, а п о к а за н а  консольная, т .е . с  защ ем ленны м  концом , балка, н агр у ­
ж ен н ая сосред оточен н ой  силой. В с о о тв е тс тв и и  с м ето д о м  сечений проведем  п р о ­
извольное поперечное сеч ен и е К , о тст о ящ ее  н а  р ассто ян и е  z  о т  свобод н ого  кон ц а 
балки , и р ассм о тр и м  р авн овесие свободной  отсеч ен н ой  ч асти . Д ей стви е о т б р о ­
ш енной ча сти  зам еним  н еи звестн ы м и  усилиям и Q y и М х> сч и тая  их направления 
полож ительны м и. В ы ч и слял  сум м у  п р оекц и й  всех сил на ось у и сум м у м ом ен тов  
сил отн оси тельн о  т о ч к и  К ,  со стави м  со о тветству ю щ и е уравн ен и я равновесия

Q y ~ F  =  О, - M X ~ F Z =  О,
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Р и с. 16.

о т к у д а  получим  Q y =  F , М х =  — F z . Т аким  о б р азо м , поперечная сила п остоян на , а 
изгибаю щ ий м ом ент и зм ен яется  прям о пропорционально  р асстоян и ю  я, принимая 
значения О и — F I  со о тв е тс тв е н н о  н а  свободном  (z  =  О) и защ ем ленном  (z  =  I) 
концах балки . Н а рис. 15, о даны  со о тве тству ю щ и е эпю ры  Q y и М х .

Та ж е  п р оц едура для балки , н агруж ен н ой  равном ерно  распределенной н а гр у з­
кой (рис. 15, б), д а е т

-■?* -  Q y  =  о , j - ч *7 +  М ,  =  о,

о т к у д а  Q y = — дг, М х =  - - j q z 2 ■ В дан н ом  случае поперечная сила е с т ь  линейная 
ф у н кц и я  z , а  иэгибаю ш ий м ом ен т за в и с и т  о т  z  по закон у  к в ад р а тн о й  параболы , 
чему с о о т в е т с т в у ю т  эпю ры  Q y и М х н а  рис. 15, б.

А налогично  для консольной балки , н агруж енной  м ом ен том  (рис. 15, в), 
получим  Q y  — О, М х  =  т .

Д ля двухопорны х балок (рис. 16), у  к о то р ы х  н е т  свобод н ы х  концов, необхо­
дим о п р ед варительн о  н а й ти  опорны е р еак ц и и  из условий равновесия для балки  в 
целом. После э т о г о  м ож н о  п р и сту п и ть  к определению  в н у тр ен н и х  усилий ан ало­
ги ч н о  преды дущ ем у.

Д ля п р ои звольн ого  сечен и я  на у ч а стк е  А В  балки , нагруж ен н ой  в ц ен тр е  
( А В  — В С  =  1/2) сосред оточен н ой  силой F  (рис. 16, а ) , получим : Q y = — F / 2,
М х — R ^ z  =  F z / 2, гд е  z  —  р ассто ян и е  о т  левого к он ц а А.  Д ля сечения на 
у ч а стк е  В С  находим : Q y =  R l — F  — —F / 2, A fx = H 1 z — F ( z  — 1/2) =  F (I  — z ) /2 .  
С о ответствую щ и е эпю ры  дан ы  снизу н а  рис. 16, а.

Д ля балки  на рис. 16, б: Q y = R x — qz — q ( l /2  — z) ,  M x =  R-l z — qz2/ 2  =  q z ( l - z ) / 2. 
Для середины  б алки  им еем  М х = gl2/ 8 .

Для у ч а с т к а  А В  б алки  на рис. 16, e: Q y — =  m / i ,  М х  — R ± z  =  m z / l , а  для
у ч а с т к а  В С :  Q y — R x — m / i } M x — z  — m  = m ( z / l  — l ) .

► О с о б е н н о с т и  э п ю р  M m и  Q y . Кратко сф ормулируем  каче­
ственные особен н ости  эпю р, вытекающ ие иэ соотнош ений (1).

1. На участке балки, свободн ом  о т  нагрузки (q =  0), величина Q y 
постоянна, а М х — линейная функция z.

2. На участке равномерно распределенной нагрузки (q =  con st), 
Q y — линейная функция, а  М х — квадратичная (см. рис. 15, б, 16, б).

3. В точках приложения сосредоточенной  силы величина Q y пре­
терпевает скачок на величину эт о й  силы, а эпю ра М х им еет излом  
(рис. 16, а).
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4. В точках приложения сосредоточен н ого  момента величина М х 
претерпевает скачок на величину эт о го  м ом ента {рис. 16, е ) .

В  точк ах экстрем ум ов функции М х величина Q y =  0 (рис. 16, б).
Знание качественны х особен н остей  эпю р позволяет стр оить  эпю ­

ры, не находя функциональны х зависим остей Q y (z)  и M x (z),  а  вычи­
сляя значения Q y и М х только на границах характерны х участков. 
Экстремальны е значения М х определяю тся после нахождения точек  
экстрем ум а иэ условий Q y =  0.

5.2. Напряжения и деф орм ации при прямом 
чистом изгибе

► Г и п о т е з ы  ч и с т о г о  и з г и б а .  Р ассм отрим  стерж ень в состоянии  
чистого и згиба (рис. 17). В ег о  поперечны х сечениях возникает  
единственный, отличный о т  нуля силовой ф актор  —  постоянны й  
изгибающ ий момент М х — т.

Б удем  использовать ги п о т е зу*  плоских сечений:  плоские до  де­
ф ормации поперечные сечения стерж ня остаю тся  после деф ормации  
плоскими и перпендикулярны ми деф орм ированной продольной оси.

В соответствии  с этой  ги п отезой  два близких сечения поворачи­
ваются относительно друг д р у га  на угол dip (рис. 17, б).  В результа­
те  такой деф орм ации возникает нейтральный слой, продольны е во­
локна к отор ого  О  — О  не изменяю т своей длины. В нижней части  
сечения продольные волокна удлиняются (а  в верхней —  укорачива­
ю тся) на величину Д  =  —у  dtp. Продольная деф орм ация волокна равна

* А налогичная г и п о т е за  и сп ользовалась  в р азд . 3.2.
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е — A / d z  =  —у d<p/(pdip) — —у /p ,  где  р  —  радиус кривизны нейтраль­
ного слоя.

Дополнительно к ги п отезе  плоских сечений предположим, что  
продольны е волокна стерж ня не давят др уг на друга . О тсю да следует, 
что они находятся в состоянии одн оосн ого  растяжения или сж атия  
(см. рис. 5).

► К р и в и з н а  о с и . Ф о р м у л а  д л я  н о р ­
м а л ь н ы х  н а п р я ж е н и й . В со о т в ет ­
ствии с законом Гука имеем

О тсю да следует, ч то  нормальные напряжения <т в поперечном сече­
нии стерж ня изменяю тся прямо пропорционально расстоянию  у  от  
нейтрального слоя (рис. 18).

Из первого равенства вы текает, что нейтральная ось х  попереч­
ного сечения проходит через центр тяж ести , следовательно, величи­
на р  есть  радиус кривизны изогн утой  оси  стерж ня. Из в т о р о го  ра­
венства вы водим ф орм улу, определяю щ ую кривизну оси,

Величина 1Х назы вается моментом инерции сечения от н осит ель­
но оси х (см. часть (Т еоретическая механика», разд. 5 .1), а произве­
дение Е 1Х —  ж ест кост ью  сечения при изгибе.

Из (2), (3) получим основную  ф ор ­
мулу для нормальных напряжений

в которой знак «минус» необходим  для согласования правила знаков  
величин а  и М х . При М х >  0 (рис. 19) верхние волокна сж имаю тся  
(у  >  0 , о  <  0 ), нижние растягиваю тся (у  <  0,сг >  0); при М х <  0 
знаки напряжений в верхней и нижней частях сечения меняются на 
противоположные.

(2 )
Р Р ис. 18.

Используя ф ормулы  (1) гл. 1 и равенство нулю продольной силы, 
получим

А А

А А

(3 )
А

стерж ня при прямом изгибе

Рис. 19.
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5.3. Напряжения и деформации при прямом 
поперечном изгибе

► К а с а т е л ь н ы е  н а п р я ж е н и я . Ф о р м у л а  Ж у р а в с к о г о . При пря­
мом поперечном изгибе в сечениях стерж ня возникает не только из­
гибающий момент М х , но и поперечная сила Q y , связанная с каса­
тельными напряжениями в сечении формулой

Q, - J
Ty d A .

Несмотря на наличие касательных напряжений, формулы (3), (4), 
полученные для чи стого  изгиба, применимы и в этом  случае.

Для определения касательных напряжений рассмотрим балку на 
рис. 20, а. Вы режем из нее двумя близкими поперечными сечения­
ми и одним продольным малый элемент (рис. 20, б ). По его боковым  
граням действую т нормальные напряжения, вычисляемые по ф орм у­
ле (4). Так как изгибающий момент справа больше, чем слева, на ве­
личину d M x , т о  и нормальное напряжение справа больше на величину 
da- =  d M xy / I x .

*)

1'

*)

f *Г 
£ - 2

.

dz
У1

e +rf<s

Рис. 20.

Для т о го  чтобы  элемент оставался в равновесии, к его  ниж­
ней грани должны бы ть приложены касательные напряжения г 
(рис. 20, б).

Примем допущ ение о б  их равномерном распределении по ширине 
поперечного сечения. Т огда из условия равновесия элемента в ф орме  
равенства нулю суммы проекций всех сил на ось г:

тЬ dz - I d a  dA  - 0,



5.4. Расчет на прочность при прямом изгибе

гд е  интеграл распространен  на отсеченную  часть поперечного сече­
ния стерж ня, следует

/  d a d  А
А„т dM„

f  у  dA

Ь dz dz Ь1,

Учитывая в т о р о е  уравнение (1 ) , для касательны х напряжений  
получим ф орм улу Ж у р а в с к о г о :

QVS°TC
/ , 6

где - / У dA. ( 5 )

Величина S ° TC назы вается ст ат и ческим  м омент ом  отсеченной
части поперечного  сечения о т н оси т ельн о  оси х.

На основании закона парности  касательны х напряжений (см.
разд. 2.1) ф ор м ул а  (5) определяет так ж е касательны е напряжения в
поперечном сечении стерж ня (рис. 20, е ) .

#
► С е ч е н и е  п р я м о у г о л ь н о й  ф о р м ы . В частном  случае сечения  
прям оугольной ф орм ы  (рис. 21) имеем

Ix =  ^ b h \  S ° TC — у с  Л отс =

П одставляя эти  выражения в ф орм улу (5), находим

( 4 4
_  Q y S ° TC _  6Q W 

Т bh3

В идно, ч т о  величина г  меняется  
по вы соте сечения по закону к в адр ат­
ной параболы , достигая  максимально­
г о  значения при у  =  0 (т .е. на оси х):

3 Qy 
2 bh

У 1 4°тс т
" W\ Ш

\ у > м *»1:
O' X

ь

(6) Рис. 21.

Н а рис. 21 показана эпю ра касательны х напряжений по вы соте  
прям оугольного сечения. ~

5.4. Р а сч е т  на прочность при прямом и зги бе
Р- М а к с и м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я . Из ф орм улы  (4) следует, ч т о  наи­
больш ие по модулю  нормальные напряжения дости гаю тся  в точ к ах  
сечения, наиболее удаленны х о т  нейтральной оси х ,  при |у| =  ут а х :
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Величина W  назы вается м омент ом  сопрот ивления сечения при 
и згибе  (осевы м м ом ентом  сопротивления).

Для сечения прямоугольной формы  (рис. 21)

=  и г тах =  - ^ - .  (8)

С опоставим  величины ixmax и rmax для балки прям оугольного се­
чения. По порядку величины Q y ~  F  и М х ~  FI,  где  F  —  действующ ая  
на балку характерная сила, а I —  длина балки. Т огда  из (6), (8) полу­
чим

т hh пг*. ^  HL ^  1.
^ ш а х

Таким о бр азом , касательны е напряжения малы по сравнению с нор­
мальными. Э т о т  вывод справедлив и для стерж ней  др уги х  ф ор м  по­
перечного сечения (исклю чение составляю т тонкостенны е стерж ни, 
когда возм ож но появление больш их касательны х напряж ений).

► У сл о в и я  п р о ч н о с т и  б а л о к . К ак правило, расчет на прочность  
для балок п роводят по нормальным напряжениям с использованием  
условия прочн ости  в ф орм е

- - Щ с л 'W ,

Если же материал стерж ня (например, дерево) плохо сопротивля­
ется сдвиговы м  деф орм ациям  (ср езу), т о  н еобходим  расчет и по ка­
сательным напряжениям:

_  \ 0 л \ _  ( S ?

h \ ь ),m a x

В случаях, когда м атериал, иэ к отор ого  изготовлен стерж ень, 
им еет различные допускаемы е напряжения при растяж ении [сгр] и 
сж атии  [<тс], расчет на прочн ость  проводят отдельно по растягиваю ­
щим и сжимающ им напряжениям:

б - Р  =  \ М х \ У т а х  <  г  p i  
v  m a x  г  ^  J j

\М х \устлх ^
m a x  -  г  ^  L '7

где уР,ах и —  расстояния о т  оси х до  наиболее удаленных о т
этой  оси  точек  р астян утой  и сж атой  частей поперечного сечения  
соответственно.

К ак и при растяж ении —- сж атии или кручении, при расчете на 
прочн ость  стер ж н ей , р аботаю щ и х на изгиб, реш ается какая-либо иэ 
тр ех  задач:



93

6.1. Косой изгиб

1) проверочны й расчет,
2) подбор  сечения,
3) определение допускаем ой нагрузки.
Все необходим ы е для р асч ета  на прочн ость  геом етрические ха­

рактеристики прокатны х сечений (двутавр, швеллер и т .п .) приво­
дятся в специальны х табл и ц ах , назы ваемы х сортам ентом  прокатной  
стали.

П р и м е р .  Д ля стальн ой  д в у т ав р о в о й  балки  (>Й 55) длиной / =  3,2 м (см. 
рис. 16, 6) из условия п р о ч н о с т и  определить допускаемую  н а гр у зк у  [9] при 
[ст] =  160 М П а.

Р е ш е н и е .  О пасны м  для р ассм атр и в ае м о й  балки  б удет  сечение в  середине 
п р о л ета , г д е  во зн и к н ет  м акси м альн ы й  и згибаю щ ий м ом ент М х — ql2/ S .

В с о р т а м е н т е  п р о к атн о й  стал и  находим  для д в у т а в р а  м о м ен т соп роти влен и я 
W x =  2000 см3 .

И з у с л о в и я  п р о ч н о с т и

„ м -  ч‘2 <  Ы
~  W x ~  8 W x  ^

следует q ^  &Wx \<r]/l2 =  250 Н /м . Т ак и м  о б р азо м , [9] =  250 к Н /м .

6. С лож ное соп роти влен и е
Сложным соп рот ивлением  назы ваю тся виды деф орм аций стер ж ­

ня, при которы х в его  поперечны х сечениях одноврем енно возника­
ет  не менее двух отличны х о т  нуля внутренних силовых ф акторов. 
Исключением является прямо-й поперечный изгиб, который рассм а­
тривается как п р остой  вид деф орм ац и и , несм отря на возникающие 
при этом  два силовых ф а к т о р а —  изгибаю щ ий момент и поперечную  
силу, так  как в подавляющ ем больш инстве случаев расчеты  на проч­
ность и ж естк ость  ведутся б е з  уч ета  влияния поперечных сил, т .е . по 
одном у силовому ф ак тор у  —  изгибаю щ ем у моменту.

6.1. Косой изгиб
► О п р е д е л е н и е . При рассм отрении прям ого поперечного изгиба  
предполагалось, ч то  п опереч ное сечение симметрично относительно  
оси у. О казы вается, все резул ьтаты  главы 5 справедливы и для се­
чения произвольной ф орм ы , если оси х я у  являются главными цен­
тральными осями инерции, т .е . взаимно перпендикулярными осями, 
проходящими через центр т я ж ест и  сечения, для которы х осевы е мо­
менты инерции принимаю т экстрем альны е значения. В дальнейшем  
в качестве осей х и у  будут  вы бираться главные центральные оси.

К осы м  изгибом  назы вается  общ ий случай изгиба стерж ня (см. 
разд. 5 .1 ), при котором  в поперечном  сечении возникаю т два изгиба­
ющих м ом ента М х и М у и, бы ть м ож ет, поперечные силы Q x , Q y .
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П ользуясь принципом независим ости  действия сил, м ож но опре­
делить нормальны е напряж ения в лю бой точке поп ер еч н ого  сечения  
с координатам и х ,  у  по ф орм уле

М х у М У Х (1)
которая является следствием ф орм улы  (4) гл. 5.

► Н е й т р а л ь н а я  о с ь  п р и  к о с о м  и з г и б е .  Й ак и при прямом  
изгибе, в сечении сущ ест в ует  нейтральная ось, в точ к ах  котор ой  
напряжения равны нулю . Ее уравнение

(2 )

П еречислим некоторы е свой ства нейтральной оси  при косом  
изгибе.

1. Нейтральная ось  п роходи т  через центр т я ж ест и  сечения.
2. Н ейтральная ось  д ел и т  сечение на две части: в одной <т >  0, в 

др угой  (7 <  0.
3. Н ормальны е напряж ения в сечении изм еняю тся прям о пр опор­

ционально расстояни ю  о т  нейтральной оси, д ости гая  максимальны х  
значений (по м одулю ) в наиболее удаленны х о т  нейтральной оси  точ ­
ках сечения.

К асательны е напряж ения в поперечном  сечении (рис. 22) м огут  
бы ть определены  по ф орм уле (5) гл. 5:

< ? „ s r c'Г  --------  у    >т
Q XS%™

Iy h

К ак и при прям ом  поперечном  и зги бе, касательны е напряж ения, 
как правило, и гр аю т  в т ор ост еп ен н ую  роль, п оэтом у  условия прочн о­
сти  наклады ваю т ограничения на максимальные нормальные напря­
жения.
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6.2. Внецентральное растяжение или сжатие

.  qjbOnH/rt

Щ 1 Ш Ш П

у ч
г

Мх ,кНм Ув) pppB““ в
г  2 0х

г
F

5
Ф [ШТТШШт С

Р и с .  23. Р и с .  24.

П р и м е р .  В ы ч и сли ть  м акси м альн ы е 'н орм альн ы е нап ряж ен и я в опасном  сеч е­
нии балки  (рис. 23), и спы ты ваю щ ей  косой  и зги б . Ф о р м а  с е ч е н и я — прям оуголь­
ная, 6 =  6  см , h = 12 см.

Р е ш е н и е .  На рис. 23, б, г п о к азан ы  схем ы  н агр у ж ен и я  балки  в верти кальн ой  
и го р и зо н тал ьн о й  п лоскостях , а н а  рис. 23, в ,  д —  соо тветству ю щ и е эпю ры  
изгибаю щ их м ом ен тов  М х , М  . Судя по эпю рам , опасны м  сечением  является 
зад ел ка , гд е  М х =  —20 кН м, — 5 кН м.

Для п рям оугольн ого  сечен и я  Ix =  bh3/ 12, 1у =  НЬ*/12, и уравнение нейтральной  
оси  (2 ) для оп асн ого  сеч ен и я п р и н и м ает вид  —у  +  х  =  0 .

Иэ располож ения ней тральн ой  линии (рис. 24) видно, ч т о  сам ы м и опасны м и 
то ч к а м и  сечения являю тся  т о ч к и  В  и О , к а к  наиболее удаленны е о т  нейтральной  
оси. П о д ставляя  их ко о р д и н аты  в (1), вы числим  н ап ряж ен и я в эти х  т о ч к а х

Н а рис. 24 и зо б р а ж е н а  эп ю ра сг, х ар актер и зу ю щ ая изменение н орм альны х 
н апряж ений  в направлении , перпендикулярном  н ей тральн ой  оси.

6.2. В неи ен трен н ое  растяж ение или сж ати е
► В н е ц е н т р е н н ы м  р а с т я ж е н и е м  и л и  с ж а т и е м  назы вается т а ­
кой вид деф орм ации стерж ня, при котором  в его  поперечном сече­
нии возникаю т продольная сила N  и изгибаю щ ие моменты М х , М у 
(и, бы ть м ож ет, поперечны е силы Q x , Q y ).

Продольная сила и изгибаю щ ие моменты м огут рассматриваться  
как р езул ьтат  воздействия на стерж ень внецентренно приложенной  
силы F  =  N  (рис. 25). Именно поэтом у такой вид сложного соп роти ­
вления назы ваю т внецентренным растяж ением  или сж атием .

208 М П а,
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Сложное сопротивление

Изгибающ ие моменты  связаны с координатами точки приложе­
ния силы F  соотнош ениями М х -  —F y F . 
М у — —F x f . П оэтом у из (1), ф ормулы  (1) 
гл. 3 и принципа независимости действия  
сил для нормальных напряжений в произ­
вольной точке лю бого поперечного сече­
ния с координатами х, у  получим

Рис. 25.

N _

А
Мх у ЛУ

= г ( ± + ? + т ) . ( 3)

► Н е й т р а л ь н а я  о с ь  п р и  в н е ц е н т р е н н о м  р а с т я ж е н и и  и л и  
с ж а т и и . Уравнение нейтральной оси поперечного сечения, в точках  
которой напряжения равны нулю, им еет в данном случае вид

1 УрУ , X F X  _  п 
I  I ( 4 )

Н етрудно видеть, что нейтральная ось не Проходит через центр  
тяж ести  сечения. Остальные свойства такие же, как и при косом  
изгибе. Д ополнительно укаж ем  еще одно свойство нейтральной оси  
при внецентренном растяжении или сжатии: нейтральная ось не 
пересекает той  четверти сечения, в которой приложена сила F .

► Я д р о  с е ч е н и я . Положение нейтральной оси, как видно иэ уравне­
ния (4), зависит о т  координат точки приложения силы F .  Если точка  
приложения силы F  располагается достаточ н о близко к центру тяж е­
сти сечения, в области , которая назы вается ядром сечения,  то  ней­
тральная ось проходит за  пределами поперечного сечения, т .е . все 
точки сечения испы ты ваю т нормальные напряжения одного знака. 
На рис. 26 показаны ядра для прям оугольного и кругового сечений.

Условия прочн ости при внецентренном растяжении или сж атии  
имеют вид ограничений на максимальные нормальные напряжения.

П р и м е р .  В ы ч и с л и т ь  м а к с и м а л ь н ы е  н о р м а л ь н ы е  н а п р я ж е н и я  в п о п е р е ч н о м  
с еч ен и и  в н е ц е н т р е н н о  с ж а т о г о  с т е р ж н я  п р я м о у г о л ь н о г о  с е ч е н и я  п р и  Ь =  6 см , 
h  =  12 см  (р и с . 2 7 ). Т о ч к а  К  п р и л о ж е н и я  с и л ы  F  — 1 4 4  х Н  и м е е т  к о о р д и н а т ы  
x F  =  — 1 с м , y F  — 6 см  (р и с . 27, б) .

Р е ш е н и е .  В ы ч и с л и м  г е о м е т р и ч е с к и е  х а р а к т е р и с т и к и  сеч ен и я :

Л  =  bh  =  72 см 2 ,

I x  -  b h 3/ 12 =  864  см 4 ,

1у  =  h b 3/ 1 2  =  2 1 6 с м 4 .

У р ав н ен и е  н е й т р а л ь н о й  о си  (4 ) п р и н и м а е т  в и д  1 +  v j 2 — х / 3  =  О. И э  ее  
р а сп о л о ж ен и я  (р и с . 27 , б)  в и д н о , ч т о  В  и  С  —  н аи б о л ее  н а п р я ж е н н ы е  т о ч к и
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6.3. Изгиб с кручением

Р и с. 26.

100

Р и с. 27.

сечения. П о д ст ав л яя  в (3) их к о о р д и н аты , н аходим  н ап р яж ен и я эти х  т о ч к а х  
(силу F  следует в з я т ь  со зн ак о м  »минус*, т а к  к а к  ее н аправление п ротивополож но 
показанн ом у  на рис. 25):

~ ' ( т -

= - ( т -

Уг у в
к

Vf Vc
К

X F X B

I.. ■ ) -
■100 М П а.

X F X C =  60 М П а.

Н а рис. 27, б п о с т р о е н а  эп ю р а  гг, п оказы ваю щ ая зако н  распределения нор­
м альны х н ап р яж ен и й  в  нап равлен и и , п ерп ендикулярном  ней тральн ой  оси.

6 .3 . И згиб с кручением
И з г и б о м  с к р у ч е н и е м  назы вается такой вид деф орм ации стер­

жня, при котором  в его  поперечны х сечениях возникает крутящ ий  
м ом ент M z , изгибаю щ ие м ом енты  М х , М у и, бы ть м ож ет, попереч­
ные силы Q x , Q y .

Б удем  рассм атривать стерж ни к ругового  сечения. В виду его  
сим м етрии, любые две взаим но перпендикулярны е центральные оси  
сечения являю тся главными. П оэтом у их всегда  можно вы брать  
так , ч тобы  в рассм атриваем ом  сечении суммарны й изгибаю щ ий  
мом ент имел только одну составляю щ ую , 
например М х .

Наибольш ие по м одулю  нормальны е 
напряжения в сечении определяю тся по 
ф орм уле (7) гл. 5 для прям ого изгиба  

\ М Х \
( 5 )

'м.

Р и с. 28.

и дости гаю тся  в точк ах В  к С ,  наи­
более удаленны х о т  нейтральной оси  х 
(рис. 28).

По ф орм уле (5) гл. 4 находим  наибольш ие касательны е напряж е­
ния при кручении

т  - Ж'm ax  ц г (6)
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Они возникаю т в точк ах границы сечения, в том  числе и в точках  
В  и С.

Таким образом , точки В  к С  наиболее опасны. В их окрестности  
реализуется плоское напряж енное состояние, являющееся комбинаци­
ей одноосного  растяж ения {или сж атия) и чистого сдвига.

► У сл о в и я  п р о ч н о с т и  С е н -В е н а н а  и  М и э е с а .  В отличие от  
всех видов деф орм аций , рассм отренны х ранее, в данном случае мо­
г у т  быть сущ ественны как сг, так и г , поэтом у возникает вопрос об  
условии прочности  для такого вида напряж енного состояния. Суще­
ствую т различные теор и и  прочн ости , отвечаю щ ие на э т о т  вопрос. 
Чаще всего применяю т условия прочн ости  Сен-Венана

л/ст2 +  Ат2 ^  [сг]

или М изеса _________
у/<т2 +  3 г 2 ^  [сг].

Используя соотнош ение м еж ду м ом ентам и сопротивления W p =  2 W x , 
а такж е учиты вая, что при произвольной ориентации осей х  и у  в 
формуле (5) величину следует зам енить на суммарный изгибаю ­
щий мом ент М и =  y j М  2 +  М 2, условия прочности приводятся к сле­
дую щ ему окончательному виду:

J M 2 +  М 2 +  М 2
— —-------------- ^  [с] (С ен-Венан),

' * тг

I М 2 +  М 2 +  0,75 М 2
( М и з е с ) ,

0»5и _ , 0 ,5 м  .

где W x =  7г1>3/3 2  —  осевой мом ент сопротивления для к руга диа­
м етра D,

F* 7JkH П р и м е р .  И з условия п рочн ости  М и зеса  по-
д; /77 гж 6 k Нм |  д о б р а т ь  д и а м е тр  стал ьн о го  вала, испы ты ваю ­

щ его  и з г и б е  кручени ем  (рис. 29). Д опускаем ое 
н ап ряж ен и е [сг] =  150 М П а.

Р е ш е н и е .  С хем а н агр у ж ен и я вала  в вер- 
т и к а л ь к о й  п лоскости  и соо тветству ю щ ая эпю ра 

I F t и зги баю щ его  м о м ен та  М х даны  на рис. 29, б, в.
| *  » С х ем а  н агр у ж ен и я вал а  внеш ним м ом ентом
1 z  и эп ю р а  возникаю щ их кр у тя щ и х  м ом ен тов  M z

j I п оказаны  н а  рис. 29, г, д.
“)  IJwiJLu I ■ * И*-1-1 Д7д-»кНм Н аиболее опасно сечение в зад елке, гд е

i/ l j во зн и каю т м аксим альны й изгибаю щ ий М х —
пт] = 1 3  кН м  и к р у тя щ и й  M z =  6  кН м м ом енты .

Иэ условия п рочн ости

32 \ / Щ  + 0 ,7 5  М \
Vd ~3

находим: D  ^  0,098 м. Таким  о б разом , мож ем

/А пт|

l ) W = ^
6  u u m n ' g ^

0  И И1 ИШ 1 1

Р и с .  2 9 . п ри н ять  D  =  10 см.



7.2. Формула Эйлера

7. У ст о й ч и в о ст ь  сж а т ы х  с т е р ж н е й

7 .1 . К ритическая сила
В р азд . 1.1 у ж е отм ечалось, ч т о  некоторы е состояни я  равнове­

сия тел или систем  оказы ваю тся неустойчивы ми, т .е . таким и, при 
которы х незначительны е механические воздействия м огут  привести  
к сущ ественны м  отклонениям о т  эт и х  состоян и й . К а ж д о е  из эт и х  со­
стояний равновесия хар ак т ер и зует ся  опре­
деленным значением нагрузки , отделяю щ им  
области  устой ч и в ого  и н еустойчивого рав­
новесия.

П рим енительно к сж а т о м у  стерж ню  
(рис. 30) оказы вается , ч т о  при величине 
сж имаю щ ей силы F ,  не превыш ающ ей неко­
т о р о г о  значения, н азы ваем ого крит ической  
силой FKр , прямолинейная ф о р м а  равнове­
сия стерж ня устойчива. Если ж е F  >  FKf>, 
т о  прямолинейная ф о р м а  равновесия неустойчива, и стер ж ен ь  ст р е­
мится принять иную , устойчивую  ф ор м у равновесия с криволинейной  
осью .

С ж имаю щ ие напряжения <ткр — FKp/ A ,  соответств ую щ и е крити­
ческой силе, назы ваю тся критическ им и напряжениями.

7.2 . Ф ормула Эйлера
Таким о б р а зо м , при F  >  FKp реш ение задачи о  равновесии ст ер ж ­

ня неединственно. А нализ условий эт ой  неединственности позволяет  
получить ф ор м ул у  для величины FKp.

Р ассм отри м  ш арнирно оперты й цен­
трально сж аты й стерж ен ь  в слегка изо­
гн утом  состоян и и  (рис. 31). И згибаю щ ий  
м ом ент в поперечном  сечении стерж ня  
равен М  — —F v ,  г д е  п р оги б  v ( z )  за д а ет  
криволинейную  ось  стерж н я. К ривизна k и зогн ут ой  оси  при малых  
проги бах стерж ня ( v / l  <?С l , v '  -С 1) равна

1 v" d 2v
р ~  (1 +  г '2)3/ 2 ~  d z 2 '

При анализе деф ор м ац и и  и зги ба  была получена ф орм ула (3) гл. 5, 
связывающая кривизну и изгибаю щ ий мом ент,
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в которой согласованы  правила знаков для кривизны к — 1/р и
момента М .

О тсю да приходим к диф ф еренциальном у уравнению изогнутой  
оси стерж ня

v" =  —a 2v,  (1)

где обозначено а2 =  F / ( E I ) .
Гфаничные условия учиты ваю т закрепления концов стержня:

v (0 )  =  v ( l )  — 0. (2)

Уравнение (1) при граничны х условиях (2) и м еет очевидное три­
виальное решение v =  0, соответств ую щ ее прямолинейной ф орм е рав­
новесия. Нас ин тер есую т ненулевые решения.

Общий интеграл уравнения (1) им еет вид

v — C 1 s in (a 2 ) 4- С 2 сов (аг).

Из первого граничного условия следует, что С2 =  0, а  из в тор ого  —  
C 1 sin(aJ) =  0. Сокращая на С 1 ф  0, приходим к равенству

s i n ( a / )  =  0 ,

которое будет выполнено, если а.1 =  пп  или

(п  =  1 , 2 , . . . ) .  (3)

Таким обр азом , установлено, ч то  если величина сжимающ ей си­
лы F  принимает дискретны е значения, даваемые ф ормулой (3), то  
наряду с прямолинейным возможны искривленные состояния равно­
весия стерж ня, имеющие ф орм у синусоиды

„  =  C iS in  ( J E 1 ) .

Из (3) при п — 1 получаем ф ормулу Эйлера  для критической силы

■? _ je!£
к р  / 2F kP =  (4)

Более точная теория показы вает, что неоднозначность ф орм  
равновесия и м еет  м есто  при всех силах F,  превышающих эйлерову 
силу (4).
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7.4. Пределы прменимости формулы Эйлера

7.3 . Влияние с п о с о б о в  закрепления концов 
с т ер ж н я  на величину критической силы

М ожно р ассм отр еть  аналогичны е задач и  для д р у ги х  случаев з а ­
крепления концов стер ж н я  (рис. 32). Их реш ение показы вает, ч то  кри­
тическую  силу м ож но определять по ф орм уле, п одобн ой  (4):

_  п 2Е 1  
кр “  ( p i ) 2 ' ^

введя понятие приведенной  длины p i  и коэффициента приведенной  
длины р .

Величину p i  м ож но истолковать как часть  длины стерж н я, на  
к оторой  уклады вается  полуволна синусоиды , соответств ую щ ей  его  
искривленной оси . Значения коэф ф ициента р  для некоторы х случаев  
закрепления стерж ня даны  на рис. 32.

кр

Р и с .  32.

/ * - 0 , 5

'//? ///

П р и м е р .  Н ай ти  к р и ти ч е ск у ю  силу д л я  с т а л ь н о го  с т е р ж н я  длиной  I =  4 м 
(ри с. 32), ж естк о  за д е л а н н о го  о д н и м  конном . С ечение с т е р ж н я —  д в у т а в р  22.

Р е ш е н и е .  По с о р т а м е н т у  н аходим  для д ан н о го  д в у т а в р а  м о м ен ты  инериии  
1Х =  2550 см4 , [у — 157 см 4. Е с те с тв е н н о , ч т о  сте р ж е н ь  т е р я е т  у сто й ч и в о сть  в 
п лоскости  наи м ен ьш ей  ж е с т к о с т и , п о это м у  следует в ы б р а т ь  н аи м еньш ий  м о м ен т
инериии  Im 157 см 4 .

Д ля за д а н н о го  зак р е п л е н и я  к о эф ф и ц и ен т  ц  ~  2, м одуль у п р у го с т и  с т а л и

Е  ~  210 Г П а. По ф орм уле Э й л ер а  (5) п олучим  FKp =
Ы )

а а -  =  50,8 кН .

7.4. Пределы- прим еним ости формулы  
Эйлера

К ритические напряж ения, соответств ую щ и е критической си­
ле (5 ), равны

-  F «p _  7r2g 
кр А  ~  ( p l / i ) 2 ’

гд е  г — у / Т / А  —  радиус инерции сечения.
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Введем обозначение Л =  p l / i .  Т огда предыдущая ф орм ула прини­
мает вид

°кр д2 ' ( )

Величина А называется гибкост ью  стержня.
Из (6) следует, что с уменьшением гибкости значение (7кр неогра­

ниченно возрастает. Я сно, что формулой (6) нельзя пользоваться при 
слишком больших напряжениях, так как материал стерж ня в этих  
условиях не подчиняется закону Гука.

Величина наибольш его напряжения, при котором  справедлив за ­
кон Гука, называется пределом пропорциональности  сгпц.

Таким образом , пределы применимо­
сти формулы Эйлера устанавливаются  
неравенством <ткр <<тпц или 7Г2£ ’/А 2 <сгт .

В результате получим А >  А0 =  тт^Е/опи.
Зависим ость сгкр о т  А при А <  А0 

находят экспериментальным путем. На 
рис. 33 схематически сплошной лини- 

Рис зз  ей показан полный график зависимости
<ткр(А). При очень малых гибкостях стер­

жень при сж атии тер яет  прочность, поэтом у критические напря­
жения практически равны соответствую щ им  напряжениям потери  
прочности.

7.5. Расчеты  сж аты х стерж ней  
на устойчивость

На практике необходим о обеспечить устойчивую  р аботу сж аты х  
стерж ней, поэтом у напряжения в стерж не не должны превосходить  
критических с некоторы м запасом:

«р

Л

F  <ткс
<т= —  - Ы

А  п (7)

где п —  коэффициент запаса.
Для уд обств а  вводится коэффициент продольного изгиба  

<р — ^Кр/(н[<7]). Т огда условие (7) принимает вид

(8 )

Зависим ости <р(А) для разны х материалов приводятся-в справоч­
никах в виде таблиц.

Пользуясь условием (8), можно реш ать т е  ж е задачи, что и при 
расчете на прочность (см, разд. 3.3).
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Глава 1

РАЗЛИЧНЫЕ ВОЗМОЖНОСТИ РЕШЕНИЯ 
ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ ЗАДАЧИ

Когда хотят заняться новым материалом, познание 
и применение которого требуют основательной научной 
проработки, не всегда целесообразно сразу же начинать 
с теоретических выкладок или абстрактных соображений. 
Зачастую лучше сначала на примере составить себе 
приближенное представление о материале и о методике 
ознакомления с ним. При этом становится ясным, что 
методов проработки существует много, но логически 
обоснованные методы имеют существенные преимуще­
ства перед опирающимися лишь на интуицию.

Рассмотрим в качестве примера конструирование одной 
детали. Пусть поставлена задача: спроектировать двой­
ной рычаг и сделать его рабочий чертеж. Рычаг должен 
качаться вокруг цапфы А  (рис. 1), которая укреплена 
в стенке. Рычаг, кроме того, должен иметь отверстие В 
и плоскость С для свинчивания с другой деталью. Угол 
качания рычага приблизительно ± 3 ° . Прилагаемые к ры ­
чагу силы не столь велики, чтобы требовался расчет 
на прочность. Заштрихованное крестообразно простран­
ство должно быть свободным. Других подробностей 
не дано.

Конструктор (в зависимости от своего опыта и спе­
циальности) более или менее быстро набросает эскиз, 
который отвечает названным условиям и в котором отра­
жается возникшая у него идея решения. Эти эскизы 
могут быть чрезвычайно разнообразны (рис. 2—5).

Эскиз на рис. 2 мог бы возникнуть у специалиста 
по тяжелому машиностроению; он изображает весьма 
стабильную деталь, спрессованную из стали, кованную
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или литую. Рис. 3 мог быть сделан рукой инженера, 
который работал преимущественно в опытном производ­
стве и привык к изготовлению малого количества или

/ ^'л to

7 V

ф -  к »

Рис. 1. Эскиз задания на двойной рычаг

даже единичных деталей и стремится главным образом 
к тому, чтобы осуществить свою конструкцию наипро­
стейшим способом и из ходового материала. Рис. 4 мог бы

Е±Ь

Рис. 2. Эскиз рычага для тя­
желого машиностроения

- Г

, п + т >  4 - - 3 ----------------------------- й - ! Б
Т ’---------------------------- г з . - + 1

Рис. 3. Эскиз рычага для штуч­
ного производства

быть выполнен точным механиком, имеющим дело в ос­
новном с малыми усилиями, поэтому его эскиз произ­
водит впечатление изящной конструкции. Рис. 5 характе­
ризует разработчика легких клееных конструкций. Он
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исходил из того, что для передачи усилий достаточно 
двух тонких ребер, которые можно вырубить почти без 
отходов из полосы шириной Ь. Небольшой заштрихован­
ный треугольник изобра­
жает излишек материала.
Полоска материала, заштри­
хованная крестообразно, 
с первого взгляда представ­
ляется ненужной. Конструк­
тор однако использует ее для 
придания жесткости обоим 
ребрам.

Почти во всех этих эски­
зах предусматривается, что 
отверстия, боковые плоскости 
и плоскость для свинчивания 
отрабатываются после выпол­
нения заготовки.

Каков был ход мыслей при создании описанных эски­
зов, точно определить затруднительно. Он мог протекать 
очень разнообразно. Но все же можно установить, какие

Т
I
I

Рис. 4. Эскиз рычага для точ­
ного механизма

Рис. 5. Эскиз рычага для легкой кон­
струкции

мысли при решении этой задачи следует считать суще­
ственными, а возможно, даже решающими.

Были заданы три элемента подлежащего конструиро­
ванию рычага Л, Б и С и их взаимное расположение. 
Присоединяемые в точках В и С детали машины нас не
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интересуют: их в заи м н ы е  д в и ж е н и я  определены одно­
значно. Речь идет о том, чтобы соответствующим образом  
передать движение от Б  к  С или наоборот. Д ля этого 
необходимо три д а н н ы х  элемента А, В и С жестко со­
единить друг с другом. Качество передачи движения 
будет тем лучше, чем жестче рычаг. Таким образом, 
основы задания можно представить рис. 6, символически 
выразив в нем вышеназванные условия. Д ля соединения 
элементов А , В и С существует несколько вариантов, 
заданных расположением их в форме треугольника.

Рис. 6. Эскиз для всех возможных 
решений по рис. 1

Рис. 7, а показывает, что число возможных соединений 
ограничивается пятью. Им соответствуют пять принци­
пиально отличных друг от друга конструкций (рис. 7, б).

Видно, что все решения, данные на рис. 2— 5, соот­
ветствуют второй конструкции. И это понятно, ибо уж е  
в формулировке задания (сконструировать двойной ры­
чаг) и в условии качания вокруг оси в точке А заложена  
эта идея. Из сравнительной оценки пяти эскизов на 
рис. 7, б  ясно, что наибольшими преимуществами обла­
дает пятый вариант. Теперь надлежит исследовать разно­
образные возможности реализации этих пяти решений 
с точки зрения свойств и стоимости материала, методики 
изготовления, веса, инструментария, стоимости приспо­
соблений, зарплаты и т. д. Окончательное решение кон­
струкции рычага из прессованного синтетического ма­
териала имеет вид, изображенный на рис. 8. Д ругое  
возможное решение изображено на рис. 9. Здесь лег­
кость конструкции обеспечивается за счет ее предельно 
малой жесткости. Будет ли это исполнение отвечать 
условиям точности движения и передачи усилий, пред­
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ставляется сомнительным;  кроме того, трудно будет 
выдержать допуски и требования к отделке поверхности. 
Тем не менее это наиболее экономичное решение, позво­
ляющее применить почти безотходную штамповку. На

Рис. 7. Пять принципиально возможных 
конструкций двойного рычага: а  —  схемы,

6  — конструктивное оформление

рис. 10 показаны две склеиваемые или свариваемые 
листовые детали в развертке.

Самым поразительным является то, что сначала по­
следнее из возможных решений на рис. 7 не нашло приме­
нения, в то время как именно оно и допускает самые 
различные исполнения (рис. 8 и 9). Теперь возникает 
вопрос, какими правилами руководствовался конструктор 
при выборе окончательного варианта. Ответ на это дается 
в гл. 5— 10. Предварительно необходимо остановиться



110

Основы общей методики конструирования

-ггт < 1 ('1 1 ' '1 4  4

Рис. 8. Наилучшее решение для двой­
ного рычага из дуропласта

Рис. 9. Экономичное решение для легкой конструкции

Рис. 10. Раскрой листа для решения 
по рис. 9
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на общих вопросах: «Что такое конструирование?»,
«Основы творческой деятельности» и «Организующая 
систематизация». Это будет способствовать лучшему зна­
комству с материалом данной книги, с предпосылками, 
которые определяют научно-обоснованный процесс кон­
структорской деятельности, и сущностью творческой ра­
боты инженера.

Глава 2

ЧТО ТАКОЕ КОНСТРУИРОВАНИЕ?

При рассмотрении вопроса мы исходим из общей 
постановки задачи: сконструировать произвольно выбран­
ное техническое устройство. Понятие техническое устрой­
ство имеет очень широкий смысл. Под ним подразуме­
ваются самые разнообразные предметы от маленьких 
и простых (как, например, винт или клин) до инструмен­
тов, приспособлений, небольших узлов и сложнейших 
и огромнейших машин, приборов, аппаратов, автомоби­
лей, подъемников и транспортных средств всех видов, 
сооружений и, наконец, целых промышленных установок. 
Созданию чертежей этих сложных объектов должна 
предшествовать еще разработка проектов и эскизов. 
В некоторых случаях необходимы специальные исследо­
вания. Тогда время разработки еще больше удлиняется 
и превосходит время собственно конструирования.

2.1. Постановка задачи

В процессе конструирования мы должны наглядно 
изобразить нечто, что предметно еще не существует, 
а является'лишь продуктом нашей умственной деятель­
ности. Это и есть наша творческая задача в области тех­
ники.

На первых порах будет достаточным считать, что 
конструирование творчески определяет техническое уст­
ройство. Создаваемая при этом документация должна 
содержать все данные, необходимые для материального 
воплощения технического устройства. Необходимо, чтобы 
результат этой творческой деятельности соответствовал
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уровню развития техники. Ь определение
конструирования мы дадим и

Условия окружающего пас заставляют нас
работать рационально, т. е. придавать свободному ходу 
мыслей целесообразное, логичное направление. Техни­
ческое проектирование сегодня настолько развито, что 
всякая творческая инженерная работа является в боль­
шинстве случаев работой коллектива. Само собою разу­
меется, что организация этой коллективной работы должна 
иметь по возможности целесообразные и экономичные 
формы. Впрочем, организационных вопросов мы коснемся 
лишь слегка (см. п. 12. 1), ибо в нашей книге они яв­
ляются второстепенными.

Нас интересует не формальный ход работы при кон­
струировании; мы хотим попытаться рационально сформи­
ровать процесс творческого мышления в этом процессе. 
При этом возникает вопрос, возможна ли вообще рацио­
нальная методика конструкторской деятельности. Раз­
делим полезную умственную деятельность на формально­
умственную и творчески-умственную. Можно считать, 
что на формально-умственную деятельность, если она 
будет следовать определенной методике, способен любой 
работник умственного труда. Возможно ли создание 
подобной методики для творчески-умственной деятель­
ности? На этот вопрос мы пока не ответим. Оставим 
также открытым вопрос, возможно ли на творчески- 
умственную деятельность повлиять таким образом, чтобы 
она не выродилась в беспочвенное фантазирование, а 
была бы направлена по благоприятному пути.

Заголовок «постановка задачи» подразумевает в узком 
смысле конструирование. Предваряя дальнейшее рас­
смотрение этого вопроса в п. 4.2, следует сказать, что 
эта постановка касается значительно более широкого 
вопроса вплоть до общей трактовки и решения техни­
ческих проблем.

2.2. Данные, которые следует принимать
во внимание

Для достижения поставленной цели необходимо про­
анализировать творческую деятельность по ее отдельным 
этапам и разработать для них подходящую методику.

Мы должны при этом рационально использовать 
имеющиеся познания из всех областей техники и смежных
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с ними обл ) i , г: т и к  же* учитывать объективные
факторы. Отмеч н м  важнейшие из них.

1. Д анны е , накладывающие ряд ограничений. Эти огра­
ничения задаются определенными условиями задачи, 
но существуют и независимо от нее. Так, нам никогда 
не предоставляется неограниченное время. Всегда лимити­
руется стоимость как конструкторских работ, так и кон­
струируемого изделия. Численность коллектива, помо­
гающего нам при разработке, будет, как и общий уровень 
его основных и специальных познаний, всегда ограничена. 
Мастерские, которые в ходе проектирования должны 
проводить опыты, а затем осуществить изготовление, 
могут быть не укомплектованы приспособлениями и вспо­
могательными средствами.

2. Природные взаимосвязи. Они действуют частью как 
благоприятные, частью как тормозящие факторы. Из них 
мы можем и должны использовать три, имеющие осо­
бое значение для творчески-умственной деятельности кон­
структора.

а) С т р у к т у р н ы е  у с л о в и я .  Каждый предмет, 
каждое понятие, каждая идея по форме, содержанию 
и действию проявляются через свои элементы. Функция 
предмета является результатом его структурных и энер­
гетических свойств. Последние обусловливаются элемен­
тами, составляющими предмет, и характером их взаимного 
соединения.

б) С у щ е с т в о в а н и е  о ш и б о к .  Между всяким 
замыслом и его материальным воплощением стоит ошибка 
в философском смысле слова. Действительно происшед­
шее свободно от ошибок, т. е. причинно и объективно 
реально. Мысль же обременена погрешностью, т. е. 
отклоняется от существующей или будущей действитель­
ности даже при самом тонком проникновении в проблему. 
С этим более или менее значительным отклонением по­
стоянно приходится иметь дело (подробнее см. гл. 8).

в) С т р е м л е н и е  к п р е о д о л е н и ю .  В процессе 
развития каждый предмет и каждое явление вытесняется 
чем-нибудь новым и обречено на отмирание. Новые идеи 
заменяют уже отжившие.

3. Свойства нашего организма, наши познавательные 
и мыслительные способности.

Мы должны принимать во внимание цели, ради кото­
рых совершается процесс человеческого мышления. При
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проектной умственной деятельности мы должны суметь 
составить представление о действительности в будущем — 
в отличие от исследовательской умственной деятельности, 
при которой прежде всего необходимо создание пред­
ставления о действительности в прошлом и настоящем.

Не вдаваясь в подробности, которые будут обсуждаться 
в гл. 3, сделаем предварительно следующие выводы:

1) из множества отдельных наблюдений и отдельных 
сведений можно лишь тогда извлечь применимые с пользой 
общие знания, если абстрагироваться от многообразия 
явлений и сконцентрировать мысли лишь на самом суще­
ственном в некоторой определенной группе явлений;

2) в области этого существенного следует, принимая 
во внимание вышеназванные объективные данные, вы­
брать из имеющихся специальных сведений подходящие 
«строительные камни» и их рационально комбинировать.

Перефразируя слова В. И. Ленина, можно сформули­
ровать: «каждый конструктор должен — точно так же, 
как и все остальные творческие умственные работники — 
проходить путь от живых наблюдений к абстрактному 
мышлению, а от него к практическому исполнению».

2.3. Проведение работы
Для творческой деятельности (в том числе и для 

конструирования) недостаточно лишь одних знаний и зна­
комства с где-то однажды начерченным решением («может 
быть это можно сделать так же?»). Конструирование 
не является преимущественно искусством, как это часто 
утверждают; оно в первую очередь — логический мысли­
тельный процесс. Кому способность к конструированию 
как к «искусству» не свойственна, тот будет добиваться 
результатов посредством логического, целенаправленного 
мыслительного процесса. Ему нужно хорошо знать, 
как последовательно и уверенно находить лучшее или 
хотя бы удовлетворительное решение. Многие высоко­
одаренные и опытные конструкторы найдут здесь то, 
чему они, сами того не сознавая, уже давно следовали. 
Но лучше все же ввести этот процесс в рамки сознатель­
ных действий, которым можно обучить начинающих 
и малоопытных.

Хорошая технико-конструкторская творческая работа 
немыслима без овладения технической механикой. В этой 
области как выдающийся исследователь и педагог изве-
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степ Людвиг Фёппль. Он сказал однажды: «В качестве 
первого умственного акта ученый должен создать мыслен­
ную модель, в которой по возможности следует учесть 
все важнейшие свойства главной проблемы и опустить 
все побочные и не важные. Этот умственный процесс 
абстракции является, очевидно, решающим для всего 
дальнейшего» [6]. Из этой мысленной модели он, с одной 
стороны, развивает теорию, на основе которой находит 
решение, с другой — ставит опыт для оценки этого реше­
ния, внося при этом необходимые коррективы в теорию.

Этот путь в точности соответствует пути исследова­
теля. Но он может быть легко принят и для конструктора. 
Трудность лежит в самом начале этого набросанного 
Л. Фёпплем пути — при переходе от рассматриваемой 
задачи к мысленной модели и необходимого при этом 
абстрагирования. Однако для преодоления этой труд­
ности он никаких практических указаний не дает.

Границы достижимого при обучении творческой ра­
боте пока еще необозримы. На первых порах выработаны 
указания по возможному упорядочению отдельных этапов 
обдумывания и расположению их в логической последо­
вательности. В этой области рационализации творческой 
деятельности еще много возможностей для открытий.

2.4. Интуиция или логика?
В области творчества, где идеям и фантазии должно 

быть предоставлено достаточно простора и где гениальные 
мысли В. Сименса, Т. А. Эдисона и других исследовате­
лей производили перевороты, требуется систематизация. 
Поэтому возникает вопрос, возможна ли творческая работа 
без интуиции, имеет ли последняя преимущество перед 
логикой или ее роль носит лишь второстепенный характер.

Работать интуитивно означает примерно то же, что 
и работать, следуя идее, которая случайно пришла чело­
веку в голову. Но «зажигательная идея» или «гениальный 
случай» в большинстве случаев опираются на простой 
и очень ясный ход мыслей. Таким образом, в действитель­
ности речь идет не о случае, а о результате сопоставле­
ния ранее сделанных и удержанных в мозгу наблюдений.

От интуиции можно и не отказываться, но ее следует 
контролировать. Хороший конструктор, у  которого также 
проявляется и дух изобретательства, будет постоянно 
проверять свои результаты до тех пор, пока не установит,
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что пришел к лучшему решению. В сложных задачах 
систематизация неизбежна, если возможностей работ­
ника или коллектива недостаточно, чтобы одновременно 
обозревать все взаимосвязи (функции) будущей конст­
рукции.

Возникновение идей не обязательно может обуслов­
ливаться какими-то причинами. Поле решений (по X. JIo- 
манну [9]) может быть обследовано систематически 
и затем обработано. Этим также подготовляется возник­
новение идей и нахождение элементов решений может 
стать причинно-логическим процессом. Хотя комбини­
рование элементов решений не всегда производится 
чисто причинно, применение методики конструирования, 
вынуждающей искать комбинации этих элементов, не 
только делает мышление более плодотворным, но и стиму­
лирует более скорое возникновение лучших идей.

X . Ломанн по этому поводу говорит: «Идея опреде­
ленным образом связывает опыты или элементы решений». 
При возникновении идеи новым именно и является специ­
фическая связь известных элементов; тогда и говорят, 
что идея нова. Процесс поиска новых связей элементов 
решений может оказаться более экономичным, чем ожи­
дание возникновения идеи. С другой стороны, своевре­
менно возникшая идея дает больший экономический 
эффект, чем длительный логический процесс. Таким 
образом, нельзя предсказать, какой путь экономичнее, 
но ожидание идеи безусловно менее надежно.

Итак, бессмысленно продолжать дальше спор о пре­
имуществах логики и интуиции. Обе имеют свои достоин­
ства, и оптимум может быть достигнут при их взаимодей­
ствии.

Интересно познакомиться с новейшим высказыванием 
англичан по поводу возможностей подготовки конструк­
торов [11].  Возникающие в их практике проблемы схожи  
с нашими. Но у них отсутствует стремление к основатель­
ному размышлению о сущности творческой работы. По­
этому они приходят к спокойному, но определенно неудов­
летворительному заключению: если не говорить об акаде­
мическом уровне, то конструированию нигде нельзя 
научиться, а можно лишь натренировать врожденные 
способности. На такой основе вряд ли можно ожидать 
существенного прогресса в пробуждении способностей, 
скрытых в людях.
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ОСНОВЫ ТВОРЧЕСКОЙ ДЕЯТЕЛЬНОСТИ

В последующем рассмотрении вопроса мы исходим 
из диалектической формы взаимосвязи, признавая прежде 
всего причинность — связь причины и последующего 
действия.

Возможными являются все действия. Но лишь те 
возможности будут реализованы, для которых созданы  
условия и имеются объективные закономерности.

От явлений Е

через действующ ие факторы F 

к абстрактной зависимости А

Схема 1. Признанный путь ис­
следований

Целесообразно исходить из общности и различий 
исследования и проектирования. Исследование, которое 
ставит целью преимущественно научное познание, служит 
открытию объективных закономерностей. Научно-техни­
ческое проектирование имеет целью создание новых 
функций, следовательно, создание новых связей. Д ля  
этого требуется мышление, направленное на еще не сущ е­
ствующее, вновь придумываемое техническое устройство.

Исследование (схема 1) исходит из явлений Е  — как 
результата действия существующей, более или менее 
разветвленной функциональной цепи. При исследовании 
предпринимается анализ явлений для того, чтобы полу­
чить представление об отдельных действующих факто­
рах F, вызвавших явление. Наконец, в процессе исследо­
вания хотят обнаружить зависимости, установить, почему 
и на основании каких закономерностей действующие 
факторы приводят именно к наблюдаемому явлению. 
Ответ должен быть выражен по возможности в обобщен­
ной абстрактной форме А , чтобы его можно было распро­
странить на все по сути схож ие, но по форме различные 
события.
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Мри техническом проектиров ан ии  в рамках некоторой 
огран иче нной  зад ач и  ищут функционирующие элементы 
FE1 д ля  соз дан ия функциональной цепи (схема 2), при 
помощи которой могут быть вызваны определенные явле­
ния Е. При этом одни и те ж е желаемые явления могут 
быть получены применением различных функционирую­
щих элементов, действующих в составе различных функ­
циональных цепей. Эта общность всех подобных функ­
циональных цепей может быть выражена лишь в форме

От абстрактно сформулированного задания (основного прин- А 
ципа)

1
через функционирующие элементы (элементы решения) FE

I
к вызывающей желаемое явление функциональной цепи (pa- Е 
бочему принципу)

Схема 2 . Творческий путь технической разработки

абстракции А . И поэтому лишь она может служить ис­
ходным пунктом всех мыслимых решений некоторой 
задачи проектирования.

Естественно, что не всегда исследование и проектиро­
вание разграничены так строго. Одна область часто 
вторгается в другую  и дополняет ее. Основной же факт 
остается в силе: исследование направлено от явления 
к познанию его сущности; проектирование направлено 
от сущности задачи к явлению, которое желают вызвать.

Анализ, синтез и абстракция являются важнейшими 
компонентами мышления независимо от того, направлено 
оно на настоящее или на будущее. Анализ отделяет 
существенные свойства от несущественных, и когда явле­
ния, скрывающие за собой существенное, выделяются 
и исключаются из рассмотрения, то анализ переходит 
в абстракцию. Этот процесс всегда является исходным 
при решении всякого рода проблем.

Если далее предположить, что все операции и возмож­
ности, которые могут быть использованы при решении 
задачи, известны, то на первых порах еще неясно, какая

1 Под этим термином подразумеваются узлы, детали или части 
деталей, которые непосредственно участвуют в выполнении функции 
технического устройства. (Прим. перев.)
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из'этих возможностей открыта и наиболее благопри ят на  
для данной специальной задачи. Процесс выбора здесь 
идет параллельно с синтезом системы из выбранных 
элементов и анализом условий задачи. Следовательно, 
необходимо найти методы для анализа задачи, абстраги­
рования и мобилизации научных сведений, полезных 
для решения.

«Внутренние условия» — «индивидуальные точки зре­
ния» должны приниматься во внимание, но на них не 
распространяются общие закономерности и они вряд ли 
могут быть включены в методику (во всяком случае 
занять в ней место, соответствующее их влиянию). Разли­
чия в формулировках условий задачи на всех стадиях'- 
процесса мышления, в которых существенные и несуще­
ственные условия выражены с разной силой, делают ее 
более легкой или трудной для разных людей. В зависи­
мости от уровня и объема знаний задачи будут разрешены 
лучше или хуже.

Физико-технические знания являются главным фак­
тором, влияющим на нахождение решения. Имеет также 
большое значение и хорошее знание исходных данных 
задачи. Поэтому необходимо выяснить, в чем знания 
(в связи с задачей и ее решением) еще несовершенны 
или недостаточны.

В процессе мышления мы исходим из некоторых 
восприятий или ощущений, непосредственно связанных 
с постановкой вопроса или ею возбужденных. Путем 
сравнения или комбинирования ощущений, т. е. при 
помощи мышления, мы можем составить суждение а 
(схема 3) об ощущениях, из которых мы исходили. Про­
цесс познания, относящийся к данному предмету, завер­
шен; он может быть отнесен к прошедшему или настоя­
щему.

Если мы теперь добавим другие восприятия и пред­
ставления, то путем их сравнения получим второе суж де­
ние Ь. Из обоих суждений мы можем сделать вывод, 
который содержит как реальную, так и представляемую  
части. Этот вывод несет в себе, таким образом, и будущее. 
Он лишь тогда дает реальное отображение процессов 
или предметов, когда исходные элементы для суждения Ь 
уже осуществлены. В действительности процессы, конечно, 
существенно сложнее, чем показано на схеме 3, так как 
ощущения имеют сложный характер.
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С ужден ия  появляются как реву. • ;..н?;шня
связей между какими-либо предметами и процессами. 
Например ,  камень есть ощутимый предмет, ра зж им ание  
ру ки  и падение камня являются ощутимыми процессами. 
Обдумывание связи между этими ощущениями дает суж ­
дение а: когда я разжимаю руку, камень падает. Возни­
кает проблемный вопрос: почему камень падает? Для 
его разрешения требуется гипотеза, т. е. представление,

Прошедшее и настоящее Будущее

Вывод

Ощущения

Связь

Представления

Связь

Суждение Ь

Ощущения

Суждение а

Схема 3. Упрощенная схема творческого мыслительного процесса

например, о некоторой мыслимой силе притяжения между 
массами. Возникающее отсюда суждение b дает совместно 
с суждением а вывод, т. е. решение проблемы.

Здесь речь идет о чистом исследовании. Исследование 
в поисках познания нуждается также и в представлениях, 
которые не так-то просто почерпнуть при чтении. Но они 
остаются представлениями о прошедшем, хотя творчески 
действуют в целях будущего применения. Из них можно 
сделать вывод, но это уже будет отделенная от задачи 
познания деятельность, сознательно направленная на 
творческое будущее.

Между обеими задачами имеется ясное различие, 
создаваемое определенным критерием. Если гипотеза 
как представление (справа на схеме 3) неправильна,
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то неправилен и выш,. >: i ппотеза не ведет к цели. Крите­
рием для приемлемой гипотезы в поисках познания 
будет постановка вопроса: неправильно или правильно? 
Или: отвечает ли гипотеза реальности? Если при поста­
новке творческого вопроса, т. е. в конструкторской 
задаче представление неверно, то вывод не окончательно 
неправилен, но он непригоден. Критерием творчества 
нового является вопрос: пригодно или непригодно?
При этом имеется в виду лишь физико-техническая при­
годность, а экономической пригодности это пока не ка­
сается. О ней мы будем судить после критического рас­
смотрения экономической стороны вопроса.

Если все мыслительные процессы: связи, суждения, 
выводы правильны, то мы имеем отображение действи­
тельности в будущем. А это как раз то, чего мы доби­
ваемся.

Вывод этот, конечно, имеет смысл лишь в том случае, 
если ведущие к суждению b восприятия и представления 
находятся в связи с поставленной задачей и если они 
не порождают нереальных фантазий. Будь это так, нужно 
было бы, вернувшись к представлению, оценить его 
реальность. Если этим фантазия будет обуздана, т. е. 
направлена на путь реального, тогда возможна и созна­
тельная направленность работы к осуществимому решению.

Глава 4

ОРГАНИЗУЮ Щ АЯ СИСТЕМАТИЗАЦИЯ 1

Для того чтобы указать правильный путь к лучшему 
решению задачи, нужно сделать краткий обзор всего вы­
сказанного в предыдущих параграфах. Но этого недоста­
точно. Было бы желательным иметь по возможности ясное 
и простое указание к действиям. Оно, конечно, не должно 
стеснять и тормозить работника, а носить характер руко­
водства, оставляющего ему большой простор. Все со­
держащиеся в нем и подробно обсуждаемые ниже рабочие

1 Под этим термином подразумевается «система, организующая 
труд конструктора». (Прим. перед.)
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методы должны быть сведены в легко обозримую систему, 
в которой принято во внимание изложенное в гл. 2 и 3.

Для практически применимой системы важен в ка­
честве исходного принцип подразделения. Наиболее бла­
гоприятным представляется последовательность во вре­
мени самых существенных рабочих этапов (ибо для твор- 
чески-умственной деятельности можно создать процесс 
и из ясно различимых, но лишь причинно последователь­
ных рабочих этапов).

Было сделано много предложений по поводу хода твор­
ческой работы, которые, пожалуй, выдают тайну дея­
тельности преуспевающих конструкторов. Так, Г. Уоллэс 
[12] различает четыре этапа творческого акта: подго­
товка, вынашивание, озарение, рассудительная прора­
ботка. И. К. Л. Фиш [4] требует, во-первых, ясной и до­
статочной формулировки вопроса, во-вторых, проработки 
вопроса, в-третьих, корректировки сделанных при этом 
ошибок и, в-четвертых, проработку задачи до мельчайших 
подробностей. Ф. Кессельринг [14] предлагает следу­
ющий путь: идея, 1-й проект, первая оценка, устранение 
слабых мест, 2-й проект, вторая оценка, решение, конст­
руктивная проработка. Р. Матусек [13] переходит от за­
дания непосредственно к конструктивному принципу, 
который он разрабатывает на основе рассмотрения ма­
териалов, производства, оформления и стоимости. X. Ло- 
манн [10] различает четыре фазы: проникновение в со­
держание предмета путем анализа, идея и план решения, 
исполнение правильного решения, испытание и после­
дующая проверка.

Видно, что существует ясная тенденция к все более 
реальному пониманию творческого процесса конструиро­
вания.

Большинство авторов современных книг по конструи­
рованию полагает, что основное в учении о конструиро­
вании — перечисление требований, которые должны осу­
ществляться в хорошей конструкции. Крайне важно по­
стоянно иметь в виду эти требования, но помогают они 
лишь при оценке и улучшении уже найденного решения, 
а не при его нахождении. О подобных требованиях, ко­
торые, впрочем, для каждой задачи различны, будет ска­
зано в гл. 5; они относятся ко времени, когда путь реше­
ния уже описан или установлен.
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4.1 . Основная система

Из изложенного в предыдущих главах вытекают не­
которые положения, относящиеся к связи между заданием 
и наилучшим его решением, которые не носят, однако, 
характера непреложных законов:

1) в ядре задания содержатся все возможные решения;
2) каждое отдельное решение является комбинацией 

элементов, характеризуемых определенным действием;
3) каждое решение имеет недостатки, число которых 

возможно свести к минимуму;
4) решение с минимальным числом недостатков яв­

ляется оптимальным.
Эти положения диктуют важнейшие законы действий 

при творческом решении задания, причем их последова­
тельность не может быть изменена. Повторения, конечно, 
допустимы и практически в большинстве случаев необ­
ходимы. Таким образом выявляются пять основных пра­
вил предварительного обдумывания технического устрой­
ства:

1) определите ядро задания, ибо в нем заключена со­
вокупность всех возможных решений (основной прин­
цип);

2) целесообразно комбинируйте возможные конструк­
тивные элементы, ибо все решения состоят из таких ком­
бинаций (рабочий принцип);

3) найдите содержащиеся в каждом решении недо­
статки и старайтесь уменьшить их или их действие (улуч­
шенный рабочий принцип);

4) отыщите решение с наименьшим числом недостатков 
(оптимальный рабочий принцип);

5) создайте документацию для практической реали­
зации.

Таким образом, можно различить четыре этапа проек­
тирования, которые изображены на схеме 4.

После определения в ходе предварительного обдумы­
вания* ядра задания надо сформулировать его письменно. 
Эту формулировку мы и называем основным принципом. 
Его отыскание и соответствует первому этапу системы 
проектирования.

Основной принцип не говорит в открытой форме о ре­
шениях задачи и тем более сам не представляет собой ни­
какого решения. Но он должен содержать в себе все
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необходимые и достаточные данные для возможных реше­
ний. В задании на двойной рычаг (см. гл. 1) содержался бы 
следующий основной принцип: для передачи движения 
от В к С три заданных функционирующих элемента дол­
жны быть по возможности более жестко соединены между 
собой.

На втором этапе системы проектирования впервые на­
ходят свое выражение действительные конструктивные

4. Оптимальный рабочий принцип 

Сравнительная оценка

3. Улучшенные рабочие принципы 

Анализ ошибок

2. Рабочие принципы

Комбинация элементов решений

1. Основной принцип

Продумывание 

Задание I

Схема 4. Основная система с четырьмя этапами 
проектирования

решения; они называются рабочими принципами, так как 
указывают, на каком принципе должно основываться дей­
ствие будущего технического устройства. Если речь идет 
о домах, сооружениях, некоторых отдельных деталях, 
то можно говорить также о строительном принципе.

При переходе от основного принципа к рабочему ком­
бинируются конструктивные элементы. При этом задаются 
функции, подлежащие выполнению. В большинстве слу­
чаев нетрудно также определить конкретные детали, ко­
торые в какой-то форме должны содержаться в решении. 
Такие функции и функционирующие элементы в итоге 
дают элементы решения. По методике, о которой речь 
пойдет дальше (п. 9.1 .), последние комбинируются в ре­
шения.
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Вследствие неизбежности существования ошибок в каж­
дом рабочем принципе обнаруживается некоторое число 
ошибок. Они могут относиться к выполнению функций, 
прочности, производству, внешнему виду, стоимости и 
т. д. Поэтому необходим основательный анализ ошибок.

Анализ ошибок

Основной принцип

Задание

Сравнительная оценка

Оптимальный рабочий принцип

Рабочий
принцип

Рабочий
принцип

Рабочий
принцип

Рабочий
принцип

Улучшенный
рабочий
принцип

Улучшенный
рабочий
принцип

Улучшенный
рабочий
принцип

Улучшенный
рабочий
принцип

Схема 5. Путь к оптимальному решению, требующий многих пробных
решений

(Ошибками при этом считаются любые недостатки.) Ана­
лиз ошибок должен вести к улучшению любого решения 
путем уменьшения их действия.

Коль скоро для каждого задания существует много 
решений и, следовательно, много рабочих принципов 
(схема 5), а каждый рабочий принцип может быть тем или 
иным путем улучшен, то число улучшенных рабочих 
принципов еще больше. Достигнут третий этап системы 
проектирования.
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Путем сравнительной оценки определяют, какой из 
улучшенных рабочих принципов имеет наименьшее число 
ошибок. Это приводит к четвертому этапу системы про­
ектирования —  оптимальному рабочему принципу.

Описанный здесь процесс подобен поиску наилучшего 
решения конструкции двойного рычага (см. гл. 1). Из 
рис. 6, символично изображающего основной принцип, 
возникают принципиальные решения — рабочие прин­
ципы (рис. 7, а). Они развиваются в улучшенные рабочие 
принципы, которых строго говоря, существует еще больше, 
чем изображено на рис. 7, б. Сравнительная оценка при­
водит к выбору последнего варианта в качестве оптималь­
ного рабочего принципа, который дальше разрабаты­
вается в соответствии с рис. 8. Из него впоследствии и дол­
жен возникнуть рабочий чертеж.

4 .2 . Этапы проектирования 
и вспомогательны е работы

В предварительной формулировке в п. 2.1 конструи­
рование было определено как творческое предопределе­
ние технического устройства. Необходимый комплекс 
действий лучше всего определяется выражением «тех­
ническое проектирование» (в дальнейшем это добавление 
«техническое» может быть опущено).

В отличие от исследования, при котором речь идет 
преимущественно о новых знаниях, целью проектирования 
является предопределение, причем не только технического 
устройства, но и технологического метода. Поэтому ре­
зультаты проектирования не исчерпываются только раз­
работкой документации для изготовления. Н ужна также 
и разработка документации, позволяющей реализовать 
технологический метод. Таким образом, любое проекти­
рование должно заканчиваться созданием документации 
для материального осуществления оптимального решения 
некоторой задачи.

Проектирование, как правило, осуществляется сна­
чала «концептивно» х, преимущественно мысленно и экс­
периментально, а затем проходит «конструктивную» ста­
дию, предопределяющую оформление. Эти стадии могут 
и объединяться [15].  Для первой стадии работы нет ка-

1 От K onzept (нем.) — черновой набросок. (Прим. перев.)
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кого-нибудь единодушно принятого названия. Приме­
няются также термины: проектирование, разработка,
предварительные исследования. Вследствие неопределен­
ности этих терминов в дальнейшем используется слово 
«концептирование». Конструирование по распространен­
ной терминологии разделяется на черновое проектирова­
ние (разработку) и оформление К На схеме 6 изображена 
взаимосвязь действий и соответствующих понятий, опре­
деление которых приводится ниже.

ОформлениеЭскизное
проектирование

Проектирование

Концептирование Конструирование

Схема 6. Принятая терминология проектирования

Проектирование (разработка) — творческое предопре­
деление технического устройства или технологического 
метода. Цель: дать обоснования для практической реали­
зации изделия.

Концептирование —  этап проектирования, при кото­
ром мысленно, эскизами и экспериментально (или только 
экспериментально) делается предварительная проработка. 
Цель: обоснования для конструирования технического 
устройства или применения технологического метода.

Конструирование — этап проектирования, в котором 
посредством изображения замысла определяется техни­
ческое изделие. Цель: чертежи.

Черновое (эскизное) проектирование — этап конструи­
рования до этапа определения окончательно выбранного 
принципа действия и общего оформления. Цель: полное

1 У нас ближ е всего этим терминам соответствуют эскизное и тех­
ническое проектирование. (Прим. перев.)
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представление о принципе действия и последующего 
оформления.

Оформление —  этап конструирования от установления 
принципа действия и общего оформления до разработки 
окончательной и подробной характеристики режима ра­
боты Цель: полная документация для изготовления.

Следует сказать еще о множестве неупомянутых эта­
пов, которые могут играть очень важную и даж е решаю­
щую роль при проектировании. Это —  расчеты, проведе­
ние опытов, испытание образцов, которые требуют уча­
стия специалистов — математиков, расчетчиков оптики, 
электриков, расчетчиков на прочность, химиков, инжене­
ров лабораторий, инженеров-испытателей, патентных ин­
женеров и мн. др. Проведение этих работ может быть 
целесообразно на любом этапе проектирования. При дли­
тельном процессе проектирования нужно решать, что пред­
почтительнее на различных его этапах: опыты или рас­
четы. Это зависит от того, необходим систематический 
обзор или лишь некоторый одноразовый результат, при 
каком методе затраты времени и стоимость будут больше 
и т. д.

4 .3 . Система проектирования в целом

Схема 7 (система проектирования в целом) объединяет 
выраженное частными схемами 4 и 5. Речь идет при этом 
о некотором идеализированном процессе проектирования. 
Об отклонениях от набросанной здесь системы, основной 
характер которой, впрочем, сохраняется для любых за­
дач, будет сказано в гл. 7, п. 9 .3  и 10.2.

Имеется последовательность трех этапов: концепти- 
рования, эскизного проектирования и оформления (см. 
схему 7); каждый из них должен пройти четыре промежу­
точных этапа развития. Взаимная их зависимость такова, 
что результат одного этапа является постановкой задачи 
для следующего. Штриховые линии указывают, что ко­
нечная цель (создание технической документации для 
реализации изделия) достигается и при пропуске неко­
торых этапов.

1 Очевидно, в «оформление» должны войти все этапы рабочего 
проектирования, т. е . разработка рабочих чертежей, проверочный 
расчет на точность и др. (Прим. ред.)
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Д ля определения результата концептирования в схе­
ме 6 применен термин черновой набросок, но нужно иметь 
в виду, что в практике применяются также и другие тер-

Задание

Техническая документация для реализации изделия

Оформление
Основной принцип 
Принцип оформления 
Улучшенный принцип оформления  
Оптимальный принцип оформления

Эскизный проект

Основной принцип 
Рабочий принцип  
Улучшенный рабочий принцип 
Эскизный проект
Оптимальный рабочий принцип (предлож ение по оформлению)

Концепт ирование
Основной принцип
Принцип действия
Улучшенный принцип действия
Черновой набросок (конструкторское задание)
Оптимальный принцип действия

Схема 7. Система проектирования в целом

мины, как, например, «журнал предписаний» 1 или учеб­
ный проект. 

Мы, однако, придерживаемся наших терминов, ко­
торые можно применить в любой области.

1 P flich ten h eft — «тетрадь обязанностей». { Прим.  перев.)
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Поэтому понятно, что при концептировании ищут 
принципы действия, при конструировании — рабочие 
принципы, при оформлении —  принципы оформления. 
В строительном деле при концептировании находят не 
принцип действия, а рациональный строительный прин­
цип. Иногда нельзя избежать затруднений в толковании 
примененных терминов, так как почти нигде еще не пыта­
лись достигнуть единообразия в терминологии для всех 
областей техники. Номенклатура рабочих этапов и мощ­
ностей плана по исследованиям и технике 1 в смысле орга­
низации работ и отчетных сведений является удовлетво­
рительной, но, к сожалению, меньше соответствует цели 
создания методики.
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П Р О Ц Е С С  П Р О Е К Т И Р О В А Н И Я

П ри п роекти рован ии  устройства, системы и ли  процес­
са необходимо обеспечить вы полнение ряда условий, свя­
занны х с таким и  ф акторам и , как  затраты , врем я, критерии  
отбора, техн и ческая  осущ ествимость, рабочие хар актер и с­
тики, производство, техн и ческая  эстетика. Д л я  этого про­
ектирование долж но осущ ествляться по методике, гаран ­
тирую щ ей получение действительно полезного изделия, 
имеющего ш ансы  на успеш ны й сбыт. М етодика проекти­
рования — это не ф орм ула и даж е не и нструкция, а после­
довательность собы тий, составляю щ их процесс проектиро­
вания, в р ам ках  которого возмож но логическое разви тие 
конструкции. П роцесс п роекти рован ия состоит из отдель­
ных этапов (фиг. 3 .2 ) , позволяю щ их определить ф актиче­
ское состояние разработки  и последую щ ий этап. Этапы  мо­
гут повторяться, так  к ак  в процессе работы  над  изделием 
требуется п ри н и м ать  р яд  реш ений. Ч ащ е всего происходит 
чередование этапов, пока, наконец , не будет достигнуто та­
кое состояние разработки , при котором возм ож ен переход 
на следую щ ий этап . Н аиболее часто повторяю тся такие 
этапы, как  вы работка концепции  и анализ, на которы х об­
щ ее представление о конструкции  проверяется с использо­
ванием ф и зи чески х  законов, многократно обдум ы вается и 
вновь п р о вер яется  возм ож ность создания изделия. Ф орми­
рование новы х пдей м ож ет происходить па этапе, изобра­
ж енном на схеме, либо в зависим ости от х ар актер а  р азр а­
ботки ещ е раньш е.

Н иж е кратко  описан каж д ы й  этап  процесса проектиро­
вания.

О п р е д е л е н и е  п о т р е б н о с т и . К онструктор, сталкиваясь  с 
определенной си туац и ей , которая  его р азд р аж ает  и ли  вол­
нует, стрем ится что-то сделать д ля  ее изм енения, и его 
творческое воображ ение под действием  этого стим ула оп­
ределяет сущ ествую щ ую  потребность.
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-П овторение-

Ц епь
п о в то р е н и я

Ф о р м у л и р о в ка  идей

Н ауч ны е  и ссл е д о в а н и я

В ы ра б отка  ко н ц е п ц и и А н а л и з

Ф о р м у л и р о в к а  з а д а н и я Реш ение

Э ксп е р и м е н т

Р а спред ел ениеО пределение цели

О пределение потребности П отре бл е ние

Фиг. 3.2. Процесс проектирования.

Определение цели. Формулировка в общих выражени­
ях характеристик системы, устройства или процесса, кото­
рые удовлетворяют эту потребность.

Научные исследования. Сбор всей доступной информа­
ции, связанной с решением поставленной цели.

Формулировка задания. Перечень данных и параметров, 
обеспечивающих достижение поставленной цели.

Формирование идеи. Процесс рождения новых идей.

Выработка концепции. Оригинальная, новаторская, твор­
ческая, изобретательская деятельность в форме выработки 
вариантов возможных решений поставленной цели. На этом 
этапе обычно выполняются эскизы от руки.
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Анализ. Проверка выбранных концепции на соответ­
ствие физическим законам.

Эксперимент. Создание опытного образца и лаборатор­
ные испытания (определение рабочих характеристик, ра­
ботоспособности, надежности и долговечности).

Реш ение. Описание системы, процесса или устройства в 
виде отчета, содержащ его описание изделия, рабочие чер­
тежи, технические условия, перечень деталей и калькуля­
цию затрат.

Производство. Определение объема производства и по­
требности в производственном оборудовании; методы изго­
товления продукции, приобретение сырья и полуфабрика­
тов, автоматизация, календарное планирование, контроль 
качества и приемочный контроль.

Распределение продукции. Установление конкуренто­
способных цен, реклама, нахождение рынков сбыта, обес­
печение прибыли.

Потребление. Контакты с потребителями, ремонт, обслу­
живание.

ЭТАПЫ И МЕТОДЫ

Известно, что для создания одного удачного изделия 
требуется 55—60 идей (гл. 1 ), и поскольку по мере разра- 

) ботки изделия расходы возрастают, очевидно, что для за- 
• вершения цикла проектирования недостаточно только 
' творческого мышления. По-видимому, наиболее важным в 

процессе проектирования является разрешение противоре­
чия меж ду творческим мышлением и логическим анализом. 
Творческое мышление более продуктивно в том случае, 
когда воображение может свободно охватить сразу все сто­
роны рассматриваемой проблемы.

Анализ ж е дает наилучшие результаты при последова­
тельном, упорядоченном рассмотрении проблемы. В про­
цессе проектирования соблюдается разумный баланс меж­
ду творческим мышлением и логическим анализом, что 
крайне важно для успешного проектирования. Действи­
тельно, поскольку процесс проектирования представляет 
собой последовательность этапов, определяющих состояние 
разработки, то в данном случае можно легко проводить ло­
гический анализ. Кроме того, поскольку этапы определены  
довольно широко и могут повторяться, то творческое мыш­
ление также не ограничивается. Логический анализ и твор­
ческое мышление в рамках дапной схемы могут протекать
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одновременно. Н иж е рассмотрены этапы процесса проек­
тирования и некоторые известные методы, используемые 
для достиж ения определенного этапа и обеспечивающие 
о п т и м а л ь н ы й  переход с одного этапа на другой.

О п р е д е л е н и е  п о т р еб н о ст и

П роцесс проектирования начинается с идеи. Нередко  
идея порож дается настойчивым ж еланием  фирмы выпус­
тить новую продукцию или стремлением решить ту или 
иную социальную проблему. О пределение потребности, в 
некотором отнош ении полезной общ еству, требует в выс­
шей степени творческого мышления. Д ля этого необходи­
мо заставлять работать воображ ение и, непрерывно следя  
за обстановкой, искать новые идеи. Если конструктор «на­
строен» на определение потребности в ситуации, которая 
не является идеальной, и он принимает реш ение изменить 
полож ение, то генерирование идей происходит более или 
менее автоматически. В таком состоянии следует прово­
дить предварительный отбор идей (выбрать наилучш ую ), 
преж де чем переходить к следую щ ем у этапу. На этом эта­
пе необходимо ответить на следую щ ие вопросы: соответ­
ствует ли идея критериям фирмы, имеет ли она шансы на 
успех и можно ли ее реализовать при сущ ествую щ ем раз­
витии техники за приемлемый пром еж уток времени. Если 
ответы утвердительны, то потребность (и дея) сущ ествует, 
и можно приступить к следую щ ем у логическому этапу.

О п р е д е л е н и е  цели

О пределение потребности — это в основпом умствен­
ная деятельность, приводящ ая к появлению идеи, которую  
необходимо перенести на бумагу, сформулировав ее как 
некоторую цель. Такая формулировка в общ их выражени­
ях определяет, что долж ен сделать конструктор для удов­
летворения потребности, и представляет собой довольно 
общ ее описание требуемого конечного продукта. Многие ! 
трудности, встречаю щ иеся при проектировании, часто обус­
ловлены тем, что цели формулирую тся неудовлетворитель­
но либо поспеш но.

В качестве примера процесса проектирования на дан­
ном этапе рассмотрим случай, когда частнопрактикующ его  
инж енера (консультанта) беспокоит то, что уборка опав­
ш их листьев с луж айки требует больш их хлопот и отнима­
ет много времени, которое он с большим удовольствием по­
тратил бы на игру в гольф. П осле прочитанной в газете
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статьи, озаглавленной «Сжигание листьев осенью увели­
чивает загрязнение воздуха», он приходит к выводу, что 
сущ ествует настоятельная потребность в устройстве, уби­
рающем опавшие листья. После тщательного обдумывания 
и разговоров с соседями он сформулировал цель в следу­
ющем виде: «Разработать устройство (или систему) для 
уборки опавших листьев с пригородных лужаек и газонов; 
устройство должно быть безопасным, простым в эксплуа­
тации и не увеличивать загрязнение воздуха».

Научные исследования

Чтобы изделие новой конструкции имело шансы на ус­
пех (т. е. пользовалось спросом), необходим сбор всей до­
ступной информации, связанной с достижением поставлен­
ной цели. Для этого можно использовать следующие ис­
точники информации: технические и профессиональные 
журналы, реферативные журналы, отчеты о научных ис­
следованиях (в правительственных и частных организаци­
я х ), технические библиотеки, каталоги поставщиков ком­
плектующих элементов, материалы патентного бюро США. 
Эта информация может отражать уж е полученные резуль­
таты, современное состояние вопроса и наличие оборудова­
ния, необходимого для достижения поставленной цели. Не­
редко результатом сбора информации является изменение 
или отказ от цели, так как оказывается, что подобное из­
делие уж е существует. Безусловно, такая информация 
избавит конструктора и фирму от многих затруднений и 
позволит сэкономить время и деньги.

Ф о р м у л и р о в к а  задания

На этом этапе конструктор должен перечислить все ос­
новные данные, определяющие разработку изделия и обес­
печивающие достижение поставленной цели. Важно иметь 
в виду, что формулировка задания должна представлять 
собой не свод правил для конструктора, а скорее памятку, 
помогающую направить усилия на достижение поставлен­
ной цели. Поскольку на этом этапе конструктор должен 
уметь творчески мыслить, охватывая все этапы работы над 
изделием, то он может подвергнуть сомнению поставлен­
ную цель, может пересмотреть ее или даж е отказаться от 
проекта.

Возвращаясь к приведенному выше примеру, следую­
щий неполный перечень можно рассматривать как некото­
рую часть формулировки задания:
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1. Устройство д о л ж н о  б ы т ь  безопасны м в работе (осо­
бенно, когда поблизости находятся дети ).

2. У правление устройством долж но быть простым, до­
ступны м для дом аш ней хозяйки.

3. Устройство долж н о убирать листья одним из сл еду­
ющ их способов:

а) измельчать и уклады вать в мешок;
б) измельчать и разбрасывать;
в) прессовать в брикеты для  сж игания их зимой в 

печке;
г) измельчать и прессовать в виде торфяных брикетов 

для удобрения посевов и использования в качестве покры­
вающего слоя;

д  ) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
е  ) ...........................................................
4. Устройство м ож ет работать от следую щ их источни­

ков энергии:
а) аккумулятора;
б) электросети (н апряж ени е 110 в);
в) двигателя внутреннего сгорания (двухтактного или 

четы рехтактного);
г) ручного привода через зубчатую  передачу.
5. Устройство мож но хранить в гараж е или подваль­

ном помещ ении.
6. Устройство мож ет:
а) убирать листья и косить траву на луж айке;
б) убирать листья и разбрасывать удобрения;
в) убирать листья и известковать почву;
г) убирать листья, косить траву на луж айке и извест­

ковать почву;
Д ) .....................................................
е ) .....................................................
7. В устройстве долж ны  использоваться сущ ествую щ ие 

узлы  и агрегаты; при его производстве требуется механиче­
ская обработка только листового металла и труб или' воз­
мож на обработка и формование пластмасс.

8. П р и  вы боре м атер и ал о в  необходим о у ч и ты в ать  их 
об раб аты ваем ость , п рочн ость , стоим ость, вн еш н и й  вид и 
способность п р о ти в о сто ять  и зм ен я ю щ и м ся ' м етеорологиче­
ски м  усл о ви ям .

9. Устройство долж н о быть надеж ны м , не нуж даться  
(или почти не н уж даться) в обслуж ивании и оно долж но  
быть деш евле моторной газонокосилки.

10........................................................
11.......................................................
12.......................................................



Фиг. 3.3. Эскизы возможных вариантов (концепции).
A. П ресс-подборщ ик.
1 — и зм ельченны е ли стья  зав орачи ваю тся  в д ж у то в у ю  ткан ь , а  затем  
полученное «бревно» и сп о л ьзу ется  д л я  о топ лен и я; 2 — у п равлен и е пресс- 
подборщ иком ; 3  — заднее колесо.
Б . В акуум ны й подборщ ик.
1 — холщ евы й м еш ок п оворачивается и о сво б о ж д ается  от листьев;
2  — энергия созд ается  при  вращ ении  колеса; з  — щ етка; 4  — электродви­
га тел ь  н а  3500 об/мин и  вен ти лятор ; 5  — п р и во д и тся  в действие челове­
ком; 6  — ш нур к генератору  н ап р яж ен и ем  110 В.
B. И зм ельчи тель  листьев  в сочетании  с разб р асы вателем  и звести .
1 —  регулирование подачи  и звести ; 2 — р езе р в у ар  д л я  и звести ; 3  — ручка 
п ерем ещ ается в обоих н ап р авл ен и ях ; 4  — м у льч а , см еш ан н ая  с известью ; 
5  — гусеничны й ход облегчает дви ж ен и е  по неровной поверхности .
Г. У стройство, обеспечиваю щ ее хим ическое р азл о ж ен и е  ли стьев.
1 — п ластм ассо вая  буты ль с хим ическим  раствором ; 2 — разб ры зги ватель ;
3  — к водопроводному крану .
Д . П одборщ ик ли стьев-газон окоси лка-разбрасы ватель  и звести .
Е. П ереносная печь д л я  сж и ган и я  листьев .
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Ф о р м и р о в а н и е  и д е й

Хотя на фиг. 3.2 формирование новых идей представле­
но одним квадратиком, в действительности оно «залезает»  
на другие этапы и нередко протекает с наруш ением после­
довательности этапов. Этот исключительно важный этап  
предш ествует этапу выработки концепции, на котором  
идеи превращ аются в реальность. Ряд методов, эффектив­
но используемы х на этапе формирования идей, рассмотрен  
в гл. 2.

В ы работка к онц еп ц и и

П роцесс выработки альтернативных реш ений и концеп­
ций, необходимых для достиж ения поставленной цели, тре­
бует выдающ ихся творческих способностей. Здесь кон­
структор долж ен учитывать результаты научных исследо­
ваний и непрерывно уточнять формулировку задания. Его 
творческая, новаторская и изобретательская деятельность  
направлена на создание конечного продукта. Результата­
ми этой работы обычно являются выполненные от руки  
эскизы, отраж аю щ ие ряд альтернативных реш ений. Таким  
путем' конструктор начинает представлять свои мысли на , 
бумаге. Варианты не прорабатываются детально, а лишь \ 
регистрируются как возможные реш ения, нуж даю щ иеся в 
проверке с помощью выбранных критериев. П роцесс выра­
ботки концепции имеет один и тот ж е характер как при 
разработке наглядного учебного пособия или слухового 
аппарата в виде капсулы, так и при разработке системы  
пуска ракеты. На фиг. 3 .3  показаны эскизы возможных ус­
тройств для уборки опавш их листьев.

М атрицы  р еш ен и й

П осле того как концепции проработаны детально, не­
обходимо решить, какую (или какие) из них можно рас­
сматривать на следую щ их более капиталоемких этапах  
проектирования. Д ля принятия наилучш их реш ений при 
выборе рассматриваемых вариантов составляется матрица 
Коэффициентов, требую щ ая более глубокого исследования  
каждого варианта. Проиллюстрируем применение этой  
матрицы на примере (фиг. 3 .4 ) . Рассмотрим шесть различ­
ных концепций, выработанных для устройства уборки опав­
ш их листьев и проверенных на соответствие конструктив­
ным критериям.

К аж дом у критерию в зависимости от его относительной  
важ н ости  в обеспечении заданной конструкции соответ-
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1 твуст весовой  коэффициент, принимающий зн ач ен и е от 
(| до 1- С ум м а всех весовых коэффициентов равна 1. Если 
критерии хорош о известны, то можно сразу  написать со­
ответствующ ие коэффициенты. В противном случае еди­
ницу делят на число критериев (например, 1/С'„ =  1/9 =  
=  0 ,11 ) и полученное число изменяю т в соответствии с  от­
носительной важностью критерия и его влиянием на и зде­
лие, сохраняя сум м у коэффициентов равиой 1. Эта величи­
на дает представление о коммерческой пригодности и з­
делия.

Кажды й вариант в зависимости от его соответствия 
конструктивным критериям получает соответствующ ее 
число б а л л о в  (от  0  до 10 ). Отметим, что при рассмотрении  
критерия стоимости варианты, требую щ ие больш их за ­
трат, получаю т наименьш ее число баллов. Это число, за ­
писанное в верхней  половине клетки матрицы, ум нож ает­
ся на весовые коэффициенты (произведение записывается  
в ниж ней половин е), затем вычисляется сумма, которая 
показывает, какой из вариантов наилучш им образом соот­
ветствует поставленной цели. На фиг. 3 .4  варианты Б  и Г  
имеют самы е больш ие значения суммы произведений (оч­
ков), поэтому эти концепции заслуж иваю т перехода на 
следую щ ий этап. Д ля варианта Г  шансы на усп ех  соответ­
ствуют от 8 ,18 д о  10, а для варианта Б  — от 8 ,14 до 10 оч­
ков. (Н аибольш ее число очков равно 10.) Если ж е  сумма 
очков меньш е 5, то концепция вряд ли заслуж ивает даль­
нейш его рассмотрения. Поскольку создапие прототипов 
двух устройств для проведения испытаний и эксперимен­
тов требует больш их затрат, целесообразно составить под­
матрицу реш ений для этих двух вариантов. П осле анали­
за подматрицы выбирают один из вариантов, который б у ­
дет  допущ ен на последующ ие этапы проектирования. 
Видно, что исключительно важ ное значение для точности  
данны х, на основе которых принимается окончательное 
реш ение, им еет правильный выбор значений весовых коэф­
фициентов и числа баллов. Следовательно, выбор коэффи­
циентов и числа баллов долж ен проводиться на основе мак­
симально возм ож ного объема информации при полном по­
нимании реш аем ой задачи и полном проявлении здравого 
смысла.

А н али з

П осле того как выбрана концепция, определяю щ ая воз­
мож ное реш ение поставленной задачи, ее  проверяют на со­
ответствие физическим законам. Эта проверка называется  
анализом. В м есте с  выработкой концепции анализ образу­
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ет и терати вны й  процесс. Часто в результате анализа тр е­
буется и зм ен и ть  концепцию  или сформулировать новую  
идею. П осле этого новая концепция снова подвергается  
анализу. Таким образом, осущ ествляется непрерывный 
переход от анализа к выработке концепции, и обратно, 
пока разработка не начнет приобретать реальное содер­
жание.

Анализ протекает в двух основных формах: оценка и 
следую щ ее за ней определение порядка величины. Оценка 
представляет собой суж дение, основанное на опыте, однако 
это не догадка. И нж енер мож ет легко оценить внутренние 
размеры гараж а для одного или двух современных легко­
вых автомобилей, но когда он попытается предсказать, ка­
кие размеры будет иметь легковой автомобиль через десять  
лет, то это будет чистой догадкой. Если ж е он имеет опыт 
в области перспективны х разработок автомобилей, то его 
суж дение будет не догадкой, а оценкой. Оценка, если она 
возможна, дает конструктору общ ее представление о кон­
цепции и помогает конкретизировать некоторые детали. 
После оценки определяется порядок величины. Как извест­
но, изменение величины на порядок означает ее изменение 
примерно в 10 раз; например, в интервале от 10-4 до 105 
величина изм еняется на порядок девять раз. Поскольку 
анализ требует больших затрат, является утомительным  
занятием и поглощ ает много времени, конструктор дол­
ж ен установить, когда для получения необходимой инфор­
мации следует проводить анализ первого порядка (т. е. 
грубый подсчет) и когда проводить анализ более высокого 
порядка. Бы стродействую щ ие вычислительные машины 
при наличии соответствующ ей программы в настоящ ее вре­
мя позволяют проводить анализ более высокого порядка 
при приемлемых затратах.

Э к сп ер и м ен т

В классическом смысле эксперимент представляет со­
бой совокупность наблю дений, выполняемых в контроли­
руемых условиях. Классическая статистика требует, что­
бы условия, в которых проводится эксперимент, постоянно 
находились под контролем. При проектировании введение 
контроля с целью обеспечения постоянства окружающ их  
условий часто превращ ает реальную ситуацию в непред­
ставительную систему. В  результате получают неполные 
или неточные данны е, если их рассматривать с точки зре­
ния реальной ситуации. (Н астоящ ие испытания автомоби­
ля должны проводиться на испытательном полигоне, а не 
в лаборатории.)
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П ри  и н ж ен ер н о м  п роекти рован ии  на стади и  эксп ери ­
мента создаваем ое изделие (и ли  процесс) и сп ы ты вается  
для  п роверки  п рави льн ости  вы бранной  кон ц еп ци и  и про­
веденного а н а л и за  с точки  зр ен и я  работоспособности  и зде­
лия прочности  и соответствия рабочим  х ар актер и сти кам . 
На д ан ной  стади и  идеи, вы р аж ен н ы е на бум аге, п р ев р ащ а­
ю тся в р еальн ы е вещ и: макет , м о д е л ь  или  прототип  и зде­
лия .

М акет и зд е л и я  обычно со зд ается  в м асш табе  и и зго тав ­
л и вается  из п ластм ассы , дерева или  картона . Он и сп ользу ­
ется д л я  п роверки  вели чи ны  зазоров , методов сборки, спо­
с о б о в  и зго то вл ен и я  и д л я  дем он страци и  впеш пего  вида. 
М акет сл у ж и т  т а к ж е  д л я  уб еж д ен и я  руководителей  ф и р ­
мы или  зак азч и к а  в п равильн ости  вы бран н ой  идеи. Х отя 
м акет не д ает  больш ого коли чества и нф орм ац ии , его изго­
товление ср авн и тел ьн о  н еслож но и не требует много вре­
мени. В хи м и ческой  п ром ы ш ленности  и зго тавл и ваю тся  
м асш табн ы е н едей ствую щ и е л аб о р ато р н ы е м акеты  д ля  
и ллю страц ии  процессов очистки , позволяю щ и е получить 
нагл яд н о е  п ред ставлен и е о р еальн о й  систем е.

Б о л ее  д орогостоящ им  методом  н ак о п л ен и я  эксп ер и м ен ­
тал ьн ы х  д ан н ы х  я в л яе тся  создан и е м одели , отр аж аю щ ей  
реальн ую  си стем у  по п р и н ц и п у  подобия элем ентов. Д л я  
п рогн о зи р о ван и я  п оведени я р еальн о й  си стем ы  и сп ользу ­
ю тся следую щ и е четы ре типа м оделей : п о л н а я , ф и з и ч е с ­
к а я , ч а ст и ч н а я  и м ат ем ат ическая. П о л н ая  модель, к а к  сле­
дует из ее н а зв а н и я , я в л я е т ся  геом етри чески  точны м ото­
б р аж ен и ем  р еальн о й  системы , она построена в м асш табе 
и у д о вл етво р яет  всем  огр ан и чен и ям , н ал агаем ы м  ко н стр у к ­
ти вн ы м и  п ар ам етр ам и . Ф и зи ч еск ая  м одель со зд ается  для  
п роверки  о п ред елен н ы х  х ар ак тер и сти к  к о н стр у к ц и и  и не 
п р ед н азн ач ается  д ля  п о лу ч ен и я  и н ф о р м ац и и  о всей кон ­
струкц и и . В части чн ой  модели сп ец и ал ьн о  вводи тся откло­
нение от одного и ли  больш его числа к о н стр у к ти вн ы х  п а р а ­
метров. Т ак и е  модели и сп ользую тся  в том случае, когда 
вы п олн ен ие о п ред елен н ы х  услови й  вследстви е н ех ватки  
врем ени , о тсу тстви я  м атери алов  и  т. д. н евозм ож н о  и ког­
да о ж и д ается , что и скаж ен и е  п ар ам етр о в  обеспечит п о лу ­
чен ие н ад еж н о й  и нф орм ации . М атем ати чески е  м одели не 
имею т очевидного  сходства с р еальн о й  систем ой , но благо­
д а р я  соответствую щ им  ан ал о ги ям  даю т точную  и н ф о р м а­
цию о п оведен и и  системы . П ри м ером  м оделей  такого  типа 
яв л яю тся  ан ал о го вы е вы чи сли тельн ы е устрой ства.

Н аиболее дорогостоящ им  и обесп ечи ваю щ и м  н аи боль­
ш ее коли чество  п олезн ой  и нф орм ац ии  эксп ер и м ен тал ьн ы м  
методом  я в л я е т с я  создание прототипа. П рототип  — это. по­
стр о ен н ая  в н ату р ал ьн у ю  вел и чи н у  д ей ству ю щ ая р еал ьн ая
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с и с т е м а . Н а  п рототип е ко н стр у к то р  м ож ет о тр аб о тан , с п о ­
собы и зго то вл ен и я , м етоды  сборки , работоспособность, 
п рочность  п рабочие х ар а к тер и сти к и  и здел и я  в реальн ы х  
у слови ях . Н аи б о л ьш и е зат р у д н ен и я  при  создан и и  прототи­
па обусловлены  н ех в атко й  врем ени , затр атам и  и н е ж е л а ­
нием  и зм ен ять  п ли  со вер ш ен ство вать  кон струкци ю , когда 
кон ечн ы й  п р о ду к т  у ж е  н али цо .

K aii п р ави л о , д л я  о б есп еч ен и я  м ногократного  перехода 
от вы работки  ко н ц еп ц и и  к  а н а л и зу  и обратно на стади и  
эксп ер и м ен та  в н а ч а л е  необходим о изготовить  м акет, затем  
модель и, н ако н ец , после того к а к  н а м акете  и модели будет 
п о казан а  р е а л ь н а я  ц ен н о сть  и зд ел и я , созд авать  прототип .

Р еш е н и е
Н а этом  этап е  тр еб у ется  к о н к р е тн а я  и н ф о р м ац и я  об 

устрой стве , си стем е или  процессе. К о н стр у кто р  долж ен  и з­
л о ж и ть  на б у м аге  свои м ы сли  о п роекте так , чтобы он мог 
убедить р у ко во д и тел ей  ф и рм ы  и ли  зак азч и к а  в п р ав и л ь ­
ности идеи. К р о м е того, он д ает  п р ед ло ж ен и я  по и зготов­
лен и ю  и зд ел и я  и о р ган и зац и и  об сл у ж и ван и я  его на 
н ач ал ьн ы х  э тап ах  м ассового производства. Р еш ен и е п ред­
с тавл я ется  в ф орм е отч ета , сод ерж ащ его  детальн ое оп и са­
ние устр о й ства  (а  т а к ж е  его соответствия потребности  и 
ф у н к ц и о н и р о в а н и я ), ч ер теж и  д етал ей  и сборочны е чер те­
ж и , тех н и ческо е  зад ан и е  н а  и зготовлени е, п еречень стан ­
д ар тн ы х  д етал ен , к а л ь к у л я ц и ю  зат р а т  и н екоторы е допол­
н и тел ьн ы е свед ен и я .

И з г о т о в л е н и е  и з д е л и я
Н а этап е  и зго то в л ен и я  ко п стр у к то р  р аб отает  совместно 

с другим и  сп ец и ал и стам и , так  к а к  необходимо у ч и ты вать  
н ал и чи е  п роизводствен н ого  о б орудован и я и зап асов, подго­
то вку  п ер со н ал а , объем  п р о и зво д ства , сроки вы п уска  гото­
вой п родукц и и , ко н тр о л ь  качества  и т. д. О пы тны й  ко н ст­
р уктор  д о лж ен  зн ат ь  п р ои звод ствен н ы е возм ож н ости  своей 
ф и рм ы  и ли  ф и р м ы  за к а зч и к а  и в процессе п ро екти р о ва­
н и я  п о д д ер ж и в ать  тесн ы й  к о н т ак т  с ннж ен ером -техн о- 
логом.

Р а с п р е д е л е н и е  п р о д у к ц и и
Р асп р ед ел ен и е  п р о ду к ц и и  св язан о  с о рган и зац и ей  м ассо­

вого п р о и зво д ства  (см. гл . 1 ) . К  сож ален ию , в н асто ящ ее 
вр ем я  к о н стр у к то р  п р ак ти ч еск и  не у ч аств у ет  в р асп р ед е­
лен и и , т а к  к а к  обы чно эти м  вопросом  зан и м аю тся  другие
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с п е ц и а л и с т ы .  Н а  этом этап е  р еш аю тся  так и е  зад ач и , к а к  
о тп р ав к а  п р о ду к ц и и  на ры н ок , у стан о вл ен и е  ко н к у р ен то ­
способны х ц ен , о п ределен и е н аи л у ч ш его  врем ени  сбы та 
п родукци и , о р ган и зац и я  р ек лам ы , в ы п у ск  р ек л а м н ы х  про­
сп ектов , п р о в е р к а  ры н ков  сбы та, и зу ч ен и е  п риб ы лей  и 
т . д. П оэтом у ц елесообразно , чтобы  ру ко во д и тел и  ф и рм ы  
ко н су л ьти р о в ал и сь  с кон структором , п о ско л ьку  он зн ает  
и здел п е л у ч ш е , чем  кто-либо другой , и  .может и м еть  идеи, 
способны е обесп ечи ть  хорош ий  сбы т п родукци и .

П о т р е б л е н и е

Т очны е зап и си  и  и ссл ед о ван и я , вы п о л н ен н ы е н а этап е  
п отреблен ия , м огут зн ач и тельн о  облегчи ть  и зм ен ен и е мо­
д елей  су щ еств у ю щ и х  и зд ел и й  и о к а зать  больш ую  пом ощ ь 
в усп еш ной  р азр аб о тк е  новы х и зделий . Н а  этом  этап е  оп­
р ед ел яю тся  к р у г  п о к у п ател ей  и об ласти  и сп о л ьзо ван и я  
и здел и я , у ч и ты в аю тся  п р етен зи и  и за м е ч а н и я  п о ку п ател ей , 
р еа к ц и я  к о н ку р ен то в , п роводи тся  р ем он т и о б сл у ж и ван и е . 
И н ф о р м ац и я  такого  род а со б и р ается  в основном  п родав­
цами.

Х о тя  этап  п о тр еб л ен и я  всего л и ш ь  зав ер ш аю щ и й  этап  
п роцесса п р о ек ти р о в ан и я , им енно н а  п о тр еб л ен и е н ац ел ен  
весь процесс п р о ек ти р о в ан и я  и им енно н а  этом  этап е  и з­
д ел и е  п роходи т н асто ящ у ю  п р о вер ку  к а к  с то ч ки  зр ен и я  
р еп у тац и и  ф и р м ы , т а к  и с точки  зр е н и я  об есп еч ен и я п р и ­
были.

М О Р Ф О Л О Г И Ч Е С К И Й  П О Д Х О Д

М орф ологически й  подход (m o rp h o lo g ica l ap p ro ach ) — 
это подход, « св язан н ы й  с теори ей , стр у к ту р о й  и ф орм ой  , 
о р ган и зац и и  и ли  систем ы ». С п ец и али сты  по п роекти рова- ! 
нию  эти м  терм и н ом  н азы ваю т м етод  ло ги ч еско й  о р ган и за ­
ц и и  и дей  п р и  п р о екти р о в ан и и , которы й  о т л и ч ае тся  от т р а ­
д и ц и о н н ы х  м етодов, о сн о ван н ы х  н а  и н ту и ц и и  и опы те.

М орф ологи ч ески й  подход в п р о ек ти р о в ан и и  п р ед став ­
л я е т  собой д овольн о  строги й  м атем ат и ч еск и й  м етод вы бо­
ра и  к о м б и н и р о в ан и я  р азл и ч н ы х  этап ов  д л я  д о сти ж ен и я  
п о став л ен н о й  ц ели . Н ео п ы тн о м у  ко н стр у к то р у  он пом ога­
ет с сам ого н а ч а л а  акти вн о  в к л ю ч и ться  в р еш ен и е  пробле­
м ы  и с л у ж и т  средством  о р ган и зац и и  и в ед ен и я  работы  в 
н аи бо л ее  п лодотворн ом  н ап р авл ен и и . Н а  ф и г. 3.5 п о казан о  
п р и м ен ен и е  м орф ологического  подхода н а  р азн ы х  э тап ах  
п р о ц есса  п р о ек ти р о в ан и я . В идно, что д ан н ы й  подход о х в а­
ты в а ет  в основном  этап ы  от н ау ч н о -и ссл ед о вател ьско й  р а -
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П о с т а н о в ка  з а д а ч и }
Э тапы  м о р ф о л о ги ч е с к о го  п о д х о д а :

О п р е д е л е н и е  о б л асти  
и с с л е д о в а н и я

У с та н о в л е н и е  о сн о в ы  д л я  
с р а в н е н и я  

' ' Т \  К о л и ч е ств е н н о е  в ы р а ж е н и е  
о сн о в ы  с р а вн е н и я

4  )  С уж е н и е  об л асти  и с сл е д о в а н и я  

5 )  В ы бор о ко н ч а т е л ь н о го  реш ения

П р о в е р ка

П р е д ста в л е н и е

р е зул ь та то в

О р га н и за ц и я

м а ссо в о го

производства

О п р е д е л е н и е  п о т р е б н о с т и

О пре де ле ни е цели

Н а уч н ы е  и ссл е д о в а н и я

Ф о р м у л и р о в к а  з а д а н и я

Ф о р м у л и р о в ка  идей

В ы р а б о т ка  ко н ц е п ц и и

Э кспе р и м е н т

Реш ение

И зго то в л е н и е  и зд е л и я

Р а с п р е д е л е н и е  п р о д у к ц и и

П отре бл е ние

Ф * г .  3.5. Процесс проектирования при морфологическом подходе.

боты до выработки концепции. Ниже показано, что, хотя 
морфологический подход и включает этап научно-исследо­
вательской работы, научные исследования должны прово­
диться отдельно, и их результаты затем сравниваются с ре­
зультатами этапов 1—5.

Рассмотрим этапы морфологического подхода.

Этап 1. Определение области исследования

На данном этапе осуществляется постановка задачи, 
формулировка идей и выработка концепции в форме па­
раметров и возможных вариантов, перечисленных на мор­
фологической карте (фиг. 3.6). Параметры в общем виде 
описывают характерные особенности и функции изделия 
(каким должно быть изделие или что оно должно иметь). 
Возможные варианты обычно представляют собой описа­
ние способов или средств, обеспечивающих достижение 
требуемых параметров.
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Этап 1. Рассмотрение возможных вариантов

1
П а р а м е т р ы —

Варианты
(средства и способы обеспечения требуемых параметров)

О
S
?■=

я
е-
о  х *  

2  5
1
*

1

А в с D

О Д
§ 1  о  s  
О Си

2  к  вЧ J) Щ

1 Форма Квадрат­
ная

Круглая Эллипти
ческая

П рямо- 
угольная

4

X

2

X

2 Вид энер­
гии

Двигатель 
внутренне­
го сгорания

Электри­
ческая

Солнечная 3 1

X X

3 Материал Латунь Сталь Алюминий Бронза 4 1

X

44 Цвет Серый Синий Корияне
вый

Зеленый 1

5 Скорость Малая Средняя Большая 3

X

2  или 
1

X

6 И т. д. ? ? ? ? ?

7 И т. д. ? ? ? ? ?

5 7 6 2

Этап 2. Выбор основы для сравнения.
1) По возможности наименьшая стоимость.
2) Ограниченный объе t производства.
3) Надежность изделия в домашних условиях.

Этап 3. Количественное выражение основы сравнения.
1) Стоимость изделия: 18—24 долл.
2) Объем производства: 1500—2000 единиц в месяц.
3) Надежность изделия в домашних условиях.

Этап 4. Сужение о б л а е т  исследования.
Неподчеркнутые варианты исключаются из рассмотрения.

Этап 5. Выбор окончательного решения.
Изделие должно иметь круглую или эллиптическую форму, приводить­

ся в действие электродвигателем, изготавливаться из алюминия, окраши­
ваться в серый цвет и работать на малой или средней скорости.

Ф иг. 3.6. Морфологическая карта.
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М орф ологическая карта д а с т  в с е  возможны© реш ен ия 
проблемы в рассм атриваем ы х пределах  и содерж ит наи ­
лучш ее реш ение. И сследование основны х м атериалов кр ай ­
не важ но д л я  п олучен и я п еречн я парам етров  и возмож ны х 
вариантов. Е сли  в р езультате  и сследования найдены  ком­
м ерчески вы годны е реш ен ия поставленной задачи , они дол­
ж ны  бы ть перечислены  на этой карте. М орф ологический 
подход п озволяет при подготовке и пересм отре карты  про­
водить ан ал и з и синтез одноврем енно. А н али з вы полняет­
ся д ля  о п ред елен и я парам етров и возм ож ны х вариантов, 
а синтез д ля  оты скани я окончательного р еш ен ия (этап  5 ).

Этап 2. В ы бор  основы  ( и л и  о с н о в ) д л я  сравн ен и я

Н а этап е 1 определяю тся все возм ож ны е вари ан ты  и з­
д елия при зад ан н ы х  ограничениях, н а  этапе 2 конструктор 
долж ен  вы брать основу (или  основы ) ср авн ен и я  вари ан ­
тов и отобрать наи лучш и й  вариант. З а  основу сравн ен и я 
мож но п р и н ять  такие показатели , как  стоимость, просто­
та, прочность или вес. Если за основу ср авн ен и я  прин и м а­
ется несколько критериев , то конструктор  долж ен  располо­
ж ить их в порядке важ ности .

Этап 3. К оличественное в ы р а ж ен и е  основы
(или основ) сравнения

Н а этапе 3 д л я  основы ср авн ен и я  устан авл и ваю тся  оп­
ределенны е пределы . Основа ср авн ен и я  о п ред еляется  как  
мож но точнее путем  вы полнения н ауч н ы х  исследований, 
и зучени я производственны х возм ож ностей, возмож ностей 
сбыта и прин и м аем ы х допущ ений  или проведения кон ­
сультаций  с заказчиком .

Этап 4. С у ж ен и е  области  и сслед ован и я

И спользуя  основу (или  основы) ср авн ен и я  и метод ис­
клю чения, область исследования м ож но сузи ть  и свести к 
нескольким  оптим альны м  реш ениям . С уж ение м ож но вы ­
полнять  путем  ан ал и за  строк или столбцов. П оскольку  чис­
ло строк равно  числу парам етров, каж дую  стр о ку  можно 
ан али зи ровать  отдельно. М енее подходящ ие вари ан ты  в 
строке м ож но исклю чить (на ф иг. 3.6 они не подчеркнуты ) 
и, таким  образом , получить оптим альное реш ение. После 
исклю чения в строках  приступаю т к  ан ал и зу  столбцов, ко­
торы й проводится более детально, требует тщ ательного 
и сследования и долж ен  вы яви ть реш ение, усп ех  которого 
наиболее вероятен .
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Эта п 5. В ы б о р  о к о н ч а т е л ь н о г о  р е ш е н и я

С о п о ставл яя  о ставш и еся  в к аж д о м  столбце вари ан ты  с 
п ар ам етр ам и , п олуч аем  р яд  р еш ен ий . З атем  эти  р еш ен и я  
ср авн и ваю тся  м еж д у  собой и н аи л у ч ш ее  из них вы би ра­
ется д л я  а н ал и за  и эксп ери м ен та. Оно я в л я е т с я  о кон ча­
тельны м  реш ен ием , уд овлетворяю щ и м  поставлен н ой  цели .

ОПТИ М ИЗА ЦИ Я

, О беспечение о п ти м ал ьн ы х  р езу л ьтато в  п ри  п роекти ро­
ван ии  и зд е л и я  (систем ы ) — зал о г  успеш ного п ро екти р о ва­
ния. П р о екти р о ван и е  будет оп тим альн ы м , если  получены , 
н ап рим ер , н аи л у ч ш и й  внеш н ий  вид при м и н им альн ы х  з а ­
тратах , н аи б о л ь ш ая  м ощ ность п р и  м и н им альн ом  весе или  
н аи л у ч ш ее  качество  при  н аи м ен ьш ем  расходе м атери алов. 
К о н стр у кто р ы  и щ у т  оп ти м альн ы е р еш ен и я  с м ом ента вы ­
дачи п ервого  п атен та  и, по-видим ом у, с м ом ента изобрете­
н и я  ко л еса , которое я в л я е т с я  хорош и м  прим ером  о п ти м аль­
ной к о н стр у к ц и и . «В последние годы  процесс п олучен и я 
н аи л у ч ш ей  ко н стр у к ц и и  или  м акси м и зац и и  х ар ак тер и сти к  
при м и н и м ал ьн ы х  зат р а т ах  п о лу ч и л  н азв ан и е  оп ти м и за­
ции и л и  оп тим альн ого  п р о екти р о в ан и я .,

.М ногие в аж н ы е  техн и чески е д о сти ж ен и я  п оявили сь  
б л аго д ар я  о п ти м и зац и и .. П р ед вар и тел ьн о  н ап р яж е н н ы й  
бетон я в и л с я  р езу л ь тато м  поисков более л егк и х  п окры тий , 
способны х в ы д ер ж и в ать  больш ие н агр у зк и  н а  взлетн о-п о­
садочн ы х  полосах . П роцесс д ек ати р о в ан и я  бы л разработан  
д л я  св ед ен и я  к  м и н и м ум у  у сад к и  ткан ей . Д ю ралю м иний 
(сп л ав  ал ю м и н и я  и  стал и ) о бесп ечи вает  м акси м альн ую  
п рочн ость  п ри  м и н им альн ом  весе. Ш ар и к о в ая  руч ка  и л ­
л ю стр и р у ет  м акси м и зац и ю  п о дачи  п иш ущ его  состава, 
удобства и к а ч е ств а  п ри  м и н и м и зац и и  стоим ости. Л ю бой 
пз н ас  п р и н и м ает  оп ти м ал ьн ы е р еш ен и я  каж д ы й  день, 
со в ер ш ая  торговы е сд елки  п р и  п о ку п ке  товаров, вы б и р ая  
к р а тч а й ш и й  п у ть  н а р аботу  и т. д.

/О д н а к о  н едостаточн о  о п ти м и зи р о вать  л и ш ь процесс 
п р о екти р о в ан и я . В есь процесс — от творческого вдохнове­
н и я  до п о л у ч ен и я  конечного  п р о д у к та  — д о лж ен  бы ть оп ­
ти м и зи р о ван , чтобы  п олучи ть  н аи л у ч ш и й  и з возм ож н ы х 
р езу л ьтато в .,Н ео б х о д и м о  о п ти м и зи ровать  вр ем я  р азр аб о т­
ки , этап  н ау ч н ы х  исследован и й , руководство  созданием  но­
вы х и зд ел и й  и ан ал и з  возм ож н остей  сбы та, однако не сл е­
д ует  в о зл агать  больш и х н ад еж д , если  п р оекти рован и е у ж е  
н ах о д и тся  н а одном  из зав ер ш аю щ и х  этапов. О птим альное 
п р о екти р о ван и е  к а к  метод и гр ает  наиболее важ н у ю  роль в
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процессе ан ал и за , эксперим ента и па этапе производства. 
Н екоторую  помощ ь в обеспечении оптим ального проекти­
рован ия и н ж ен ер у  могут оказать  следую щ ие процедуры .

П ринятие субъективны х реш ений

( О п ти м и зац и я долж на быть своего рода психологиче­
ской установкой  и долж на осущ ествляться  и нж енером  пу­
тем  непреры вного  пересмотра конструкции  на основе его 
опы та. ,Он д о лж ен  учиты вать  при этом стоимость, расход 
м атериалов, м етоды  производства, сим п ати и  и ан ти патии  
клиентов, долж ен  бы ть осведомлен о новы х разработках , о 
кон куренц и и  и т. д. П ересмотр приводит к принятию  ин­
туитивного реш ен и я , близкого к оптим альном у, относитель­
но каж д ой  м елкой  детали  конструкции .

О б щ и е  принципы

,В  процессе учебы  и дальнейш его п риобретени я опы та 
и нж ен ер  зн ако м и тся  с определенны ми ф актам и  и так  на­
зы ваем ы м и «эм пирическим и правилам и», которы е он п р и ­
м еняет в процессе проектирования автом атически . И  хотя 
эти  общ ие принципы  иногда прим еняю тся неосознанно, они 
яв л яю тся  общ еп ри няты м  методом оп ти м и зац и и ., Н априм ер, 
чем больш е порш ней  в двигателе, тем  легче достигается 
динам ическое равновесие; элементы  ф ерм ы  или кон струк­
ции геом етрически  располагаю тся таким  образом, чтобы 
н агр у зка  р асп р еделял ась  равномерно; следует устранять  
остры е углы , вы ем ки  и закруглен и я м алого радиуса на н а­
п р яж ен н ы х  д етал я х , поскольку они п риводят к кон ц ен тра­
ции н ап р яж ен и я ; н ел ьзя  зап ускать  электродви гатель при 
полной н агрузке ; изгибаю щ ие н ап р яж е н и я  мож но ум ень­
ш ить, увели чи в  момент инерции сечени я, и т. д.

Г р аф и ч ески е  и аналитические м е т о д ы

Д л я  оп тим изаци и  п роектирования п рим ен яю тся граф и ­
ческие и ан ал и ти чески е  методы. П ри граф ическом  методе 
д ля  проверки  кон струкци и  на соответствие определенны м  
кри тер и ям  вы п олн яю т в масш табе ч ер теж  и здели я (деш ев­
ле изготовить ч ер теж , чем само и зд ел и е ). Ч ер теж  мож но 
и зм ен ять  м ногократно (пока конструктор не достигнет це­
ли) , а и зм ен ять  реальную  систему обычно очень дорого. 
П рим еры  граф и ческой  оптим изации: выбор разм еров вет­
рового стекл а  автом обиля для обеспечения водителю  м ак­
сим ального обзора; проектирование автом обильны х стекло­
очистителей, очищ аю щ их м аксим ально возмож ную  пло-
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шадь стекла; расчет н аи м ен ьш и х  разм ер о в  зеркала  
заднего вида, охватывающ его область  обзора заднего
стекла.

А н ал и ти ч ески е  м етоды  о п ти м и зац и и  основаны  на сос­
тавл ен и и  у р ав н ен и я , уд о вл етво р яю щ его  н екоторы м  усло­
виям  и со д ер ж ащ его  о п ти м и зи р у ем ы е п о к азател и  (стои­
мость, вес, гео м етр и чески е  р азм ер ы , объем  и ск о р о сть). 
П осле того как  у р ав н ен и е  составлен о , беглы й  ан ал и з  его 
членов часто  п о зво л яет  о п р ед ел и ть  п оведени е н екоторы х 
п ерем ен н ы х  п ри  и зм ен ен и и  (у в ел и ч ен и и  или  у м ен ьш ен и и ) 
ф и зи чески х  х ар а к тер и сти к  и зд ел и я . Е сли  у р ав н ен и е  сос­
тавлено  верно, его м ож но д и ф ф ер ен ц и р о в ать  и  строи ть по 
нем у гр аф и к и  и ном ограм м ы .

П оиск к о м п р о м и с с н ы х  р е ш е н и й

К сож алению , реальный мир не содействует конструк­
тору в его поисках оптимальных реш ений. Известно, что 
нельзя получить самую  прочную и в то ж е время самую  
легкую конструкцию; нельзя, чтобы на мелкие детали  
ложилась основная нагрузка; поверхности, имеющ ие наи­
меньш ую площ адь, не могут охватывать наибольш ий объ­
ем. И нж енер  долж ен постоянно искать, чем мож но посту­
питься, чтобы обеспечить оптимальность одной или не­
скольких характеристик. Так, чтобы получить наибольшую  
прочность, необходим о пойти на увеличение веса и стои­
мости; чтобы с вероятностью 95%  обеспечить размещ ение  
муж чины -оператора, следует отказаться от плавных ли­
ний и перейти к прямоугольным кабинам; чтобы обеспе­
чить максимальный прием радио- и телевизионны х пере­
дач, встроенные антенны необходим о заменить выносными.

Н А Д ЕЖ Н О СТЬ

К онечная цель инж енера-конструктора — создать уст­
ройство и л и  систему, оптимально удовлетворяю щ ую  по­
ставленным требованиям, соответствую щ ую  техническому  
заданию  и удовлетворительно ф ункционирую щ ую  в тече­
ние заданного промеж утка времени при прогнозируемы х  
окруж аю щ их условиях. П оследняя характеристика изде­
лия рассматривается как конструктивный параметр с мо­
мента появления в начале 1950-х гг. метода расчетов, 
основаниого на теории надеж ности. Н адеж ность изделия  
представляет собой вероятность того, что изделие будет  
функционировать нормально в течение заданного проме­
жутка времени при известны х рабочих условиях, (услови­
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ях окружающей с р е д ы ) Л егко представить трудности ав­
томобильной фирмы, которая долж на создать стандартный 
легковой автомобиль, способный удовлетворительно рабо­
тать как в штате Мэн, так и в штатах Флорида и Калифор­
нии: окраска автомобиля должна выдерживать солнце 
пустыни, соль, разбрасываемую на дорогах против обледе­
нения, смог индустриальных центров и соленые брызги 
океана; владельцем автомобиля могут оказаться мужчи­
на и женщина средних лет, отчаянный лихач и скромная 
старушка. К счастью, надежность имеет точный смысл. 
Можно не только дать определение надежности, можно вы­
числить, оценить, измерить, проверить, предсказать и обес­
печить необходимую надежность комплекса оборудования. 
Когда жизнь человека зависит от правильного функциони­
рования некоторых элементов системы, например, таких, 
как устройство герметизации в реактивном самолете, ру­
левое управление в автомобиле, искусственное сердце в 
операционный палате, надежность играет исключительно 
важную роль.

Как изготовитель, так и потребитель хотели бы иметь 
удовлетворительный уровень надежности всех выпускае­
мых изделий. При современном развитии техники дости­
жение этой цели вполне возможно: конструктор должен  
увеличить коэффициент надежности, рассчитывая каждый 
элемент системы с запасом. При этом система будет спро­
ектирована с запасом прочности. В прошлом, когда мате­
риалы были в избытке и хватало квалифицированной ра­
бочей силы, конкуренция отсутствовала и темпы техниче­
ского прогресса были медленными, такая практика была 
обычной. Однако в настоящее время при проектировании 
устройства или системы необходимо стремиться к мини­
мальным затратам, минимальным весу и размерам, опти­
мальному расходу материалов и надежности, находящейся  
в допустимых пределах.

Определение количественного показателя надежности 
основано на теории вероятностей. Пример вычисления по­
казан на фиг. 3.7. В таблице на фиг. 3.7, а  приведены экс­
периментальные данные для элемента, рассчитанного 
па работу в течение 50 ч. При испытании 500 элемен­
тов оказалось, что 85 из них вышли из строя в течение 
первого часа, 43 — в течение второго, 24 — в течение тре­
тьего часа и т. д. Число отказов начинает выравниваться 
примерно через 8 ч работы. Эти данные подчиняются нор­
мальному закону распределения, при этом около 250 эле­
ментов (половина) при расчетном рабочем времени 50 ч 
продолжала работать после этого периода, а последний 
элемент вышел пз строя после 99 ч работы. Рассматри-



Надежность

н е н то в  s

Общая стоим ость

стоим ость

\
R = i ( t )  (зм п и р и чески е  д ан н ы е)

Время 
до о т к а з а  t,w.

О 0 ,2  0 ,4  0 ,6  0 ,8  1,0

Н адеж ность

 : /

Ч и сл о 

о т к а з о в  f

Рабочий период

П ериод испытаний 
(п ри  работ очны е о тк азы )

Период 
гизносовых отказов

(с л у ч ай н ы е
о т к а з ы )

(в с л е д с т в и е  / 
ст а р е н и я ) /

/
/

/
/

В рем я работы  ч .

V_______ в

Ч и сл о  и с п р а в ­
ны х  к о м п с -

Врем я работы 1, ч.

Стоимость 
эк с п л у а т а -4 ^  

л ции '  ьо

Н а ч ал ьн а я

Ф и г .  3 . 7 .  Надежность и  вероятность.
о — данны е об отказах ; б — стан дартн ая  кривая н адеж ности ; в — интен­
сивность отказов элем ентов; г  — стоимость обеспечения надеж ности.

пая надежность элементов как долю времени, в течение 
которого работает каждый из них, ее можно выразить ко­
личественно следующим образом:
„  тт Число исправных элементовR  =  Надежность =  ------------------------------------------ ,

Общее яисло элементов
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По значениям надеж н ости , вычисленным на основе экс­
периментальных д а н н ы х  для каждого часа, построен 
график зависимости надеж ности от времени работы 
(фиг. 3.7, б ),  который называется стандартной к р и в о й  на­
деж ности. Кривая /? =  / (£)  имеет экспоненциальную форму 
и проходит очень близко от теоретической кривой, описы­
ваемой уравнением R  =  e ~ FC =  e ~ ‘/ M , где F  — интенсивность 
отказов, a M — i / F  — средняя наработка на отказ. Это урав­
нение выражает э к с п о н е н ц и а л ь н ы й  за к о н  надеж ности. 
Две кривые не совпадают друг с другом, так как закон  
R  =  e ~ Ft основан на постоянной интенсивности отказов F.  
Обычно это справедливо для готовой продукции, направ­
ляемой покупателю, поскольку при испытаниях первых 
промышленных образцов изготовитель производит отОра- 
ковку продукции.

По данным таблицы (фиг. 3.7, а) вычислим интенсив­
ность отказов F ,  т. е. долю элементов, вышедших из i
строя за единицу времени, и N  — среднюю численность со- 1 
вокупности в рассматриваемом промежутке времени:

N  (5 ч) =  —  -±- —  =  334,
2

N (  12 ч) =  +  295 =  297,

7V (97 ч) =  - ^ ± А  =  4,

F  (5 ч) =  —  =  0 ,0 2 4 ,
334

7? (12 ч) =  —  =  0 ,0 1 3 ,
V '  297

F (  97 ч) =  =  0 ,50 .

По этим данным построена кривая инт енсивност и от­
к а зо в  элем ент ов  (фиг. 3.7, в )  как функция времени ра­
боты. И з графика видно, что в результате прнработочных 
отказов интенсивность отказов в период испытаний, прово­
димых изготовителем, убывает. Во время работы интенсив­
ность отказов невелика и постоянна, элементы выходят 
из строя случайным образом до конца расчетного срока 
службы (50  ч ) . М ожно ожидать, что почти половина эле­
ментов будет функционировать после расчетного срока 
службы при непрерывном увеличении интенсивности от­
казов. Итак, из экспериментальных данных следует, что
для изготовителя важно проводить начальные испытания
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и з д е л и й  ДЛЯ отбраковки продук ци и . П ри соответствую щ ем  
о н т р о л е  качества число вы ш едш их и з стр о я  и здели й  м ож ­

но свести  к м иним ум у. Е сли  п отребитель и м еет дело с 
электри чески м и  л ам п ам и , то он м ож ет их  и сп о л ьзо ­
вать и после расчетного  срока сл у ж б ы  (до вы хода из 
ст р о я ). Е сли  ж е  реч ь  идет о тел еви зо р е , то его элем енты  
необходимо зам ен я ть  перед  концом  расчетного  срока сл у ж ­бы- В этом сл у ч ае  о тказ элем ен та (м ехан и ческого , хи м и ­
ческого или электри ческого) будет редким  яв л ен и ем  и 
теоретически  при  п лановом  техн и ческом  о б служ и ван и и  и 
зам ене элем ен тов  систем а д о лж н а работать  бесконечно 
долго.

На ф иг. 3. 7, г приведены  зави си м ости  н ад еж н о сти  от 
затрат. К а к  и следовало ож и дать , н ач ал ьн ы е  затр аты  воз­
растаю т при увел и чен и и  н ад еж н о сти  и дости гаю т н екото­
рой неп рием лем ой  вели чи ны  п ри  п оп ы тке  обеспечить н а­
деж ность, равную  1. В то ж е вр ем я  п ри  у вел и чен и и  н а ­
деж ности  отдельн ы х  элем ентов стоим ость эксп л у атац и и  
оборудования у м ен ьш ается  за  сч ет  эконом ии  н а  рем онте, 
сокращ ен и я врем ени  простоя и вр ем ен и  п у ска . Общ ую  
стоимость п олучаю т, сум м и руя о р д и н аты  эти х  двух  кри ­
вых. М и н и м ал ьн ая  о б щ ая  стоим ость Сы  н ах о д и тся  путем  
проведения касател ьн о й  к  кри вой , п ар ал л ел ьн о й  оси абс­
цисс, в точке, соответствую щ ей  н ад еж н о сти  7?лг. О п ти м ал ь­
ное отнош ение н ад еж н о сти  7?о к общ ей стоим ости  С о оп ре­
д ел яется  путем  п р о веден и я  касательн о й  к кри вой  через 
начало коорд и н ат 0. Д ан ны е, подобны е и зо б р аж ен н ы м  на 
фиг. 3.7, п олучен н ы е д л я  отд ельн ы х  и здели й , оказы ваю т 
больш ую  пом ощ ь и н ж ен ер ам -ко н стр у кто р ам  в оп ред еле­
нии н ад еж н о сти  ан ал о ги чн ы х  и зделий .

Д л я  и нж ен ер о в-ко н стр у кто р о в  и  п отреб и телей  п ред­
ставл яет  и н тер ес  так ж е  ср ед н яя  н ар аб о тка  н а о тказ  М,  ко ­
торую  м ож но вы чи слить  по ф орм уле M = \ / F .

И з ф иг. 3.7, г (/ '’ — 0,015) н аходим , что ср е д н я я  н а р а ­
ботка н а о тк аз  со ставл яет  М  =  1 /0 ,015  =  66,7 ч.

Н а р яд у  с соверш ен ствовани ем  ко н тр о л я  к ач еств а  и по­
вы ш ением  п рочн ости  и н ж ен ер -к о н стр у кто р  м ож ет у вел и ­
чить н ад еж н о сть  систем ы  путем  р е з е р в и р о в а н и я .  Р езер в и ­
рование п р ед став л яет  собой ду бл и р о ван и е элем ентов 
(вклю чен ие в си стем у  д о п олн и тельн ы х  элем ен тов) т а ­
ким  образом , что в н о р м ал ьн ы х  у сл о ви ях  дубли рую щ и й  
элем ент не работает , но в м ом ент о тк а за  систем ы  он н ач и ­
нает н орм ально  ф ун кц и он и ровать . П росты м  п рим ером  ре­
зер ви р о ван и я  я в л я е т с я  зап асн ое (п ято е ) колесо автом о­
биля, которое и сп о л ьзу ется  только  в том сл у ч ае , когда 
спустит ш и н а. Это колесо сч и тается  р езер вн ы м  элем ен том  
для д ан н ой  системы .
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Д ругой  прим ер р езер ви р о ван и я  приведен  на фиг. 3.8. 
Д опустим , что в схеме а п ереклю чатель  1S 1 им еет н ад еж ­
ность /? =  0 , 8  (н адеж ность  отн оси тся  к способности п ере­
кл ю ч ател я  зам ы к ать  ц еп ь ) . Н а схем е б п оказаны  элем ен­
ты  системы , в которой два один аковы х переклю чателя  
( S i = S 2 ) соединены  последовательно. Н адеж ность  этой

-cr'"si о ^<r^s2 о-

 cr s, о  —

- -  <r S ,  C l-

Фиг. 3.8. Системы с резервированием.
а  —  н а д е ж н о с т ь  с и с т е м ы  р а в н а  б  —  н а д е ж н о с т ь  с и с т е м ы  р а в н а
(S i)  ( S 2) = R 2; в  — н а д е ж н о с т ь  с и с т е м ы  р а в н а  [S, ( S ^ ) ] ,  г д е  в е р о я т н о с т ь  
и с п р а в н о й  р а б о т ы  п е р е к л ю ч а т е л е й  ( S 2S 3) р а в н а  Sa-l-Sa— S2S3, о т к у д а  
S i (S 2+ S 3— S 2S 3) =  R  ( R  +  R  — В  +  В  ) =  В  ( 2 B — В 2) -  В 2 ( 2 — В  ) .

систем ы  со ставл яет  Я 2=  (0 ,8 ) 2  =  0,64, т. е. значительно 
м еньш е, чем в систем е с одним п ереклю чателем , вследствие 
того, что и сп р ав н ая  работа одного из н их  зави си т от ис­
п р авн о й  работы  другого. П оскольку  по техническом у за ­
д ан ию  два п ер еклю ч ателя  д олж н ы  бы ть соединены  после­
довательно, кон структор  м о ж ет  ввести  резервирование, 
подклю чив трети й  п ер еклю ч атель  S з п араллельно  пере­
клю чателю  S 2  (схем а в ) .  Н адеж н ость  этой системы  состав­
л я е т  R 2(2 —R )  =  (0 ,8 ) 2 (2 —0,8) =  (0 ,64) • (1 ,2 ) = 0 ,7 6 8 , т. е. 
больш е, чем  н ад еж н ость  схемы  б, и п р и б л и ж ается  к н а­
д еж н о сти  систем ы  с одним п ереклю чателем .

Р езер ви р о ван и е элем ентов связан о  с увели чен и ем  стои­
мости, веса и разм еров систем ы  и долж но тщ ательно 
и зу ч аться  заблаговрем енно. Р езер ви р о ван и е полностью  
зави си т от х ар а к тер а  и зделия . Т ак , оно не требуется, когда 
норм альное техническое обслуж и вани е (зам ен а  о тказав ­
ш и х деталей) не приводит к  серьезны м  н ар у ш ен и ям  рабо­
ты  систем ы , но необходимо, когда д аж е  сам ая  непродолж и­
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тельная остановка или выключение системы ставит пол 
угрозу ее функционирование. Более полную информацию  
о теории надежности читатель может получить из анноти­
рованного перечня литературы  в конце книги.
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Введение
И н ж ен ер н ая  программа сн и ж ен и я стоимости изделий 

п редставляет собой систем атизированную  програм м у твор­
ческой деятельности  с использованием  проверенны х мето­
дов, нап равлен ную  на получение стандартн ы х  или д аж е  
лучш их х ар актер и сти к  и зделия при значительно  меньш их 
затратах . В отличие от известны х програм м  сн и ж ен и я за ­
трат, ориентированны х на отдельны е элем енты  изделия, 
эта програм м а ориентируется на ф ункционирование изде­
л и я  в целом. И н ж ен ер н ая  програм м а сн и ж ен и я  стоимос­
ти  — это орган и зован н ая деятельность, н ап р ав л ен н ая  на 
достиж ение оптим альной стоимости и зделия , системы  или 
услуг путем  обеспечения необходимой ф у н кц и и  при  м ини­
м альны х затр атах  и без ухудш ен и я качества изделия.

И н ж ен ер н ая  програм м а сн и ж ен и я стоимости — это 
один из наи лучш и х  доступны х методов у вели чен и я при­
бы ли и обеспечения конкурентоспособности. И м ею тся све­
дения, что на каж д ы й  доллар, влож енны й  в эту  программу, 
отдача составляет  до десяти  и более долларов. (Это намного 
вы ш е дохода от капиталовлож ений  в  пром ы ш ленности, 
составляю щ его в среднем  10— 15% .) Т акую  отдачу обеспе­
чить  нелегко, поскольку  и н ж ен ер н ая  програм м а сн и ж ен и я 
стоимости требует привлечения персонала вы сокой квал и ­
ф и кации  и н ал и чи я  творческого подхода. О на требует 
эн тузи азм а и уверенности  в п равильности  принципов про­
граммы. У спех  програм м ы  зависит от п он и м ан и я и одобре­
н и я  ее методов в самой организации . Необходимо, что­
бы эта програм м а осущ ествлялась единообразно в  рам ках 
одной ф ирмы  и пользовалась поддерж кой  руководителей . 
Н ельзя , однако, рассм атривать  ее к а к  ун иверсальное сред­
ство, зам ен яю щ ее обычные программы  сн и ж ен и я  затрат . 
И н ж ен ер н ая  програм м а сн и ж ен и я стоимости м ож ет слу­
ж и ть  д ля  руководства фирмы  дополнительны м  средством 
определения экономической эф ф ективности  всех  работни­
ков, вклю чая инж ен ерн ы й  персонал, на которы й падает
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значительная доля общих расходов. Кроме того, инженер­
ная программа снижения стоимости изделия может дать 
довольно наглядное представление о процессе проектиро­
вания.

Мы не будем рассматривать здесь методы снижения 
стоимости изделия. Однако порядок выполнения инженер­
н о й  программы снижения стоимости изделия рассмотрим 
довольно подробно, чтобы инженер-конструктор мог полу­
чить наглядное представление о некоторых важных рацио­
нальных методах.

ЭТАПЫ ИНЖЕНЕРНОЙ ПРОГРАММЫ
СНИЖЕНИЯ СТОИМОСТИ ИЗДЕЛИЯ

Хотя инженеры и руководствуются принципами инже­
нерной программы снижения стоимости изделия в процессе 
проектирования, инженерная программа в целом подходит 
к изделию с более общих позиций. При проектировании

Э т ап  о б д у м ы ван и я

П овторная п о ст ан о в к а  
з а д а ч и

Время

Э тап
р е а л и з а ц и и

Этап оценки

Этап накопления 
дан н ы х

Фиг. 7.1. Инженерная программа снижения стоимости.
— — — поиск идей; — оценка идей; — • уяснение задачи.

инженер может только надеяться, что ему удастся прибли­
зиться к оптимальному решению, поскольку его интере­
сует главным образом получение приемлемого решения. 
Исполнитель инженерной программы снижения стоимости, 
ориентируясь на стоимость и функцию изделия, может
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в згл ян у ть  на кон струкци ю  и зд ел и я  к а к  бы со стороны  и тем 
сам ы м  помочь и н ж ен ер у  в создании  оптим ального конеч­
ного п родукта.

Н а  фиг. 7.1 п о к аза н  процесс до сти ж ен и я  оптимального 
реш ен и я  с пом ощ ью  инж ен ерн ой  програм м ы  сниж ения 
стоимости и зд ел и я . П роцесс и зо бр аж ен  в виде кривой, по^ 
строенной вдоль оси врем ени  и достигаю щ ей оптимального 
зн ач ен и я  в точке 4. Х о тя  к р и в ая  п ер есекает  ось времени! 
и в других  то ч ках , в  эти  м ом енты  оп тим альн ое реш ений 
ещ е не дости гается . П р и  переходе от одного этап а  к  дру! 
гом у о су щ еств л яется  п оиск идей  и  их  оценка. Это помоЗ 
гает  и н ж ен ер у  и ли  исполнителю  и н ж ен ерн ой  программы 
сн и ж ен и я  стоим ости  достаточно глубоко р азо б р аться  в про­
блеме и н ай ти  оптим альное реш ение. К р и вая , изобра­
ж ен н ая  н а ф иг. 7 .1, часто  им еет дополн и тельн ы е пика 
(н ап ри м ер , в точ ке  А ) .  Это у к азы в ает  н а  то, что необхо-* 
димо повтори ть  н екоторы е или  все п реды дущ и е этапы  в 
случае п о яв л ен и я  дополнительной  и ли  противоречивой  ин­
ф орм ации . •!

Этап н ак о п л ен и я  данны х j

Н а этом  этап е  четко  ф орм у л и р у ется  зад ач а  и  собираю т­
ся  все д ан ны е, о тн осящ и еся  к ней. З атем  ф акти чески е дан­
ны е сообщ аю тся вы сш ем у  руководству  ф ирм ы . Е сли  испол­
нитель и н ж ен ер н о й  програм м ы  сн и ж ен и я  стоимости из* 
д ел и я  не получи т больш е ф акти ч ески х  дан ны х, чем было 
известно ем у р ан ее , он рискует не и сп ользовать  все воз­
м ож ности.

Р азб и в  и зделие или  конструкцию  на ф ункционально 
сам остоятельн ы е части , и нж ен ер  м ож ет у в я зат ь  стоимость 
каж д ой  части  с вы п олн яем ой  ею ф ун кц и ей , д авая , напри­
мер, ответ н а следую щ ие вопросы:

Ч т о  п р ед став л яет  собой рассм атриваем ы й  элемент?
К аку ю  ф у н кц и ю  он вы полняет?
К ако ва  его стоимость?
К ак и е  ещ е элем ен ты  могут вы п о л н ять  эту функцию ?
К акова будет их  стоимость? ч
И зо л и р у я  отдельн ы е элем енты  и п р и м ен яя  системати­

ческий  подход к поиску  и  оценке каж дого  из них, находят 
соответствую щ ие стоимости. С ледовательно, инженерная^ 
програм м а сн и ж ен и я  стоимости п ред ставл яет  собой после­
довательное и зу ч ен и е  сп ец и ф ики  каж дого  элем ен та из­
делия.
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Этап о б д у м ы в а н и я

Ь- Этот этап  п редполагает  творческую  работу  м ы сли , ко- 
Ё па тр еб у ется  м нож ество  и дей . П осле того к а к  ф у н к ц и я  
И здели я четко  оп ределен а и  сф о р м у ли р о ван а  в  п ростей ­
шей х в ы р аж ен и ях , идеи  п р и н и м аю т ф о р м у  ал ьтер н ати в н ы х  
{Изделий, м атер и ал о в  или  методов и  п ер еч и сл яю тся  без вы ­
с к а з ы в а н и я  су ж д ен и й  об их и сти нн ой  ц ен ности . Н е л ь зя  
С о здавать  н и к ак и х  п р еп ятстви й , способны х оборвать  твор­
ч е с к у ю  м ы сль.

|i  Этап оценки

I  Н а этом  этап е  оц ен и ваю тся  и  у то ч н я ю тся  все идеи, по- 
Г л у ч е н н ы е  н а  этап е  обдум ы ван и я. У то чн ен и е и дей  осу- 
!щ еств л яется  с эконом ической  точки  зр ен и я : тр еб у ется  со- 
г з д а т ь  н екоторую  ф у н кц и о н ал ьн у ю  м одель, достаточно 
точно о тр аж аю щ у ю  р еальн ы е экон ом и чески е  ф ак то р ы , 

h оп ределяю щ и е стоим ость п ро екти р у ем о го  и зд ел и я . О ц ен и ­
вается  стоим ость р еа л и за ц и и  основной  идеи  и  у ст а н а в л и ­
ваю тся допустим ы е пределы  зат р а т . Н еобходим о расходо­
вать  ден ьги  ф и рм ы  эконом но и всю ду, где возм ож н о, ис- 

. п ользовать  стан д ар тн ы е д етал и .

Этап реализации идеи
Р еко м ен д ац и и  по сн и ж ен и ю  стоим ости  и зд е л и я  п о л у ч а­

ют д о ку м ен тальн о е в ы р аж ен и е  и о б есп еч и вается  их  в ы ­
полнение. Ф и кси р у ю тся  затр а ты , у к а зы в а е т с я  р азм ер  
эконом ии и н азн ач аю тся  и сп о л н и тел и , ответствен н ы е за 
вы полнение реком ен д ац ий  в п ри ем лем ое врем я.

ПРИМЕР ИНЖЕНЕРНОЙ ПРОГРАММЫ
СНИЖЕНИЯ СТОИМОСТИ ИЗДЕЛИЯ

Д л я  более полного п о н и м ан и я  этих  четы рех  этап ов  
и н ж ен ер н о й  програм м ы  с н и ж ен и я  стоим ости  и зд е л и я  р ас­
см отрим  их п ри м ен ен и е н а  п ри м ере  р еальн о й  зад ач и : сн и ­
ж ени е стоим ости  корп уса и  к р ы ш к и  п ер ек л ю ч ател я , и зго­
тавли ваем ого  ф ирм ой  «М икровейв ассош иэйтс» . Э та ко н ст­
ру кц и я  и сп о л ьзу ется  д л я  со еди н ен и я  С В Ч -волноводов  и 

L  кр еп л ен и я  элем ентов. В  н асто я щ ее  в р ем я  и зго тав л и ­
вается  п ер ек лю ч атель  из тр ех  ч астей  (ф иг. 7 .2) с тем , ч то ­
бы м ож но бы ло м ех ан и ч ески  о б р аб аты вать  п р ям о у го л ьн ы й  
паз. Р асх о д ы  на и зготовлен и е этой  ко н стр у к ц и и  очен ь  в е ­
лики. И зготовлен и е ко р п у са  п ер ек л ю ч ател я , состоящ его  из 
Двух ч астей , о су щ ествл яется  в н есколько  этапов:
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Ф и г. 7 .2 . П ервоначальная конструкция корп уса  и  крыш ки пере­
клю чателя (до вы полнения и н ж ен ер н ой  программы сни­
ж ен и я  ст ои м ости ).

1 — к р ы ш к а ; 2  —  в е р х н я я  ч а с т ь  к о р п у с а ; 3  *=» н и ж н я я  ч а с т ь  к о р п у с а ;  
4 —  о т в е р с т и я  д л я  с т о п о р н ы х  ви н то в .

Ф и г. 7 .3 . О кончательная конструкция корпуса и  крышки п ере­
клю чателя (после вы полнения инж ен ерной  программы  
сн и ж ен и я  стои м ости ).

1 — о т в е р с т и я  д л я  с то п о р н ы х  в и н то в ; г  — к р ы ш к а ; 3 — к о р п у с .

1. П о ставщ и к  части чн о  об раб аты вает  эти  две д етал и , 
у п ако вы вает  и  о тп р авл яет  их  ф ирм е.

2. Ф и р м а п о лу ч ает  детали , п р о вер яет  их, проводит 
твердую  п ай к у  п о гр у ж ен и ем  в р ас п л ав л ен н ы й  алю м и н ий  
и  о су щ ествл яет  п р и ем ку  корпуса. З а т е м  она о тп р ав л яет  
корп ус в  собранном  виде поставщ и ку .

3. П о став щ и к  проводит чистовую  об раб отку  ко р п у са  и 
о тп р ав л яет  его ф ирм е.

4. Ф и р м а п о лу ч ает  корп ус и о су щ ествл яет  его п ри ­
ем ку.

Н а ф иг. 7.3 п о к аза н а  ко н стр у к ц и я  ко р п у са  и  кры ш ки  
п ер ек лю ч ателя , - и зго то вл ен н ая  в соответствии  с р ек о м ен ­
д ац и ям и  по п рограм м е сн и ж ен и я  стоим ости. П ер во н ач ал ь ­
н ая  к о н стр у к ц и я  корп уса , со сто ящ ая  из в ер х н ей  и  н и ж н ей  
ч астей , зам ен ен а  единой  деталью , и зготовленн ой  методом
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точного литья по выплавляемым моделям  и имею щ ей зна­
чительно меньш ий вес. П ри этом не только сущ ественно 
сниж ена стоимость корпуса, но и получено изделие, имею ­
щее более привлекательны й  вид. К р ы ш ка представляет 
собой отдельную  плоскую  ш там пованную  д еталь (н а ней 
можно легко собрать электронную  схем у и  затем  вставить 
ее внутрь корп уса). И зм енение места располож ения вин­
товых отверстий облегчает сборку новой конструкции, что 
позволяет снизить трудозатраты . С равнение затрат  на 
изготовление первоначального и  нового и зделия показы ­
вает, что и нж ен ерн ая  программа сн и ж ен и я стоимости из­
делия позволила снизить  затраты  н а 70% .

П ервон ач альн ая
кон струкц и я

К онструкция , 
полученная после 
ваверш ения и н ж е­
нерной программы 

сниж ения 
стоимости

Стоимость крыш ки, долл. 10 ,50 1,16
Стоимость корпуса, долл. 79 ,50 23,30
Приведенные затраты на ин ­
ж енерную  программу сн и ж е­
ния стоимости

2 ,00

Сумма 90 ,00 26,46

Снижение стоимости изделия при изготовлении партии из 
800 единиц составило 70%

НАЗНАЧЕНИЕ ЦЕНЫ 
И ГРАНИЦА РЕНТАБЕЛЬНОСТИ

П ерейдем к рассмотрению  стратегии, связанной  с н а­
значением  цены  и зделия. По этом у вопросу им еется об­
ш и рн ая литература, и сущ ествую т сам ы е противоречивы е 
м нения о теории или  искусстве н азн ач ен и я  цены  изделия. 
Н азначение цены мож но определить к а к  метод установле­
н и я  продаж ной цены  и здели я (или  у сл у ги ), которая бы 
удовлетворяла п окуп ателя  и в то ж е  врем я обеспечивала 
м аксимальную  прибы ль. М етоды н азн ач ен и я  цены  связаны  
с изучением следую щ их вопросов:

Б удет ли  н азн ач ен н ая  ц ен а конкурентоспособной? 
Сколько изделий п редполагается продать?
Н е произойдет ли в течение периода ж изни  изделия
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увеличения расхода материалов, трудовых затрат и на­
кладных расходов?

Если это новое изделие, то для какой части населения 
или отрасли промышленности оно представляет интерес? 

Кто будет покупать это изделие?

с  О б щ и е з а т р а т ы

с т а н ко в  4 0 0 0 д о /1  л .

8 0 0 0  долл .

1000 1 200  1400 1600  Ю00 2 0 0 040 0 80 0

О ж и д а е м ы й  о б ъ е м  сб ы та

Фиг. 7.4. График рентабельности.

Одно из основных правил при назначении цепы изде­
лия состоит в  том, что устанавливают нижний предел стои­
мости изделия (с учетом доставки) и верхний предел кон­
курентоспособной цепы. Однако сделать это не совсем 
просто, поскольку специалисты по сбыту должны дать до­
статочно точный прогноз, позволяющий количественно 
(в виде цены изделия) выразить ценность продукта для 
покупателя в некоторый момент времени.

Существуют методы, помогающие руководителям фирм 
определить оптимальную цену изделия (оптимальную в 
том смысле, что такая цена должна обеспечить получение 
требуемой прибыли, продажу определенного числа изде­
лий предполагаемой группе населения и поднять репута­
цию фирмы). Один из таких методов основан па примене­
нии графика рентабельности, позволяющего графически
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представить  п рибы ль и  потери , исходя из п р еж н ей  цены  и 
стоимости и зго то вл ен и я  и здели я .

Р ассм отри м  г р а ф и к  рентабельности , и зо бр аж ен н ы й  на 
фиг. 7.4. П о гор и зо н тал ьн о й  оси о ткл ад ы в ается  число и зде­
лий, а по в ер ти кал ьн о й  — стоимость в до лл ар ах . П у сть  сто­
имость р азр аб о тк и  и зд е л и я  составляет  8000 долл. (п р я м а я , 
п ар ал л ел ь н ая  оси аб сц и сс). О на вклю чает затр а ты  н а про­
ектирование, и зго то вл ен и е чертеж ей , со зд ан и е м оделей  п 
опы тны х образцов, п р ед вар и тел ьн ы е и сп ы тан и я  и  другие 
расходы  до н ач ал а  п роизводства, кром е ад м и н и стр ати вн ы х  
затр ат  и н ак л ад н ы х  расходов п р ед п р и яти я . С тоим ость 
станков  (затр аты  н а  приобретени е новы х станков  и п ер е ­
оборудование и м ею щ и х ся  д л я  и зго то вл ен и я  и зд ел и я ) н а ­
носится т ак ж е  н а  гр аф и к  (в н аш ем  п ри м ере  4000 д о л л .) . 
Е сли  ож и даем ы й  об ъем  сбы та составляет  16 0 0 — 240.0 и зд е ­
лий , а  стоим ость и зго то вл ен и я  одного и зд ел и я  17,95 долл., 
то м ож но построи ть  п рям ую  общ ей стоим ости. Д опустим , 
что п р о д а ж н ая  ц ен а  и зд ел и я  п р и н ята  равн ой  29,95 долл. 
П остроим  п рям ую  общ его дохода, ко то р ая  пересечет п р я ­
мую зат р а т  в точке рен табельн ости . Г р ан и ц а  рен таб ел ьн о ­
сти о тд ел яет  область  прибы ли  (сп р ава ) от области  у б ы т­
ков (с л е в а ) .

Е сли  по н екоторы м  п ричи нам  стоим ость и зготовлен и я 
одного и зд ел и я  в о зр астет  до 24,95 долл. (п р я м а я  общ ей 
стоимости в этом  сл у ч ае  н а гр аф и ке п о к аза н а  п у н к ти р ­
ной л и н и ей ), то д л я  п о лу ч ен и я  почти тако й  ж е  п р и б ы ­
ли  изделие необходим о п родавать  по ц ен е 37,50 долл. И з 
гр аф и ка видно, ч то  п ри  ф и ксированной  стоим ости изго­
то вл ен и я  и зд ел и я  и  п ерем ещ ен и и  гран и ц ы  рен табельн ости  
влево и ли  вправо  п роизой дет сн и ж ен и е или  увели чен и е 
прибы ли, и тем  сам ы м  н азн ач ен и е  п родаж н ой  цены  будет 
п роизводиться  н а основе ож идаем ой  прибы ли. В озм ож но 
так ж е  реш ен и е обратн ой  зад ач и  — оп редели ть  на основе 
гр аф и ка вл и ян и е  стоим ости  и зготовлени я и зд ел и я  на п р и ­
бы ль. Д л я  этого у стан авл и в ается  ф и к си р о в ан н ая  п р о д аж ­
н ая  цена и  п ер ем ещ а ется  гр ан и ц а рен табельн ости , чтобы  
оп редели ть и зм ен ен и е  стоим ости  и числа и зделий , которое 
долж но бы ть п родано  д ля  п о лу ч ен и я  требуем ой  прибы ли.

ПОЛИТИКА НАЗНАЧЕНИЯ ЦЕН 
НА НОВЫЕ ИЗДЕЛИЯ

Ц ен а н а новы е и зд ел и я  д о лж н а н азн ач ат ь ся  с учетом  
динам ического  х а р а к т е р а  их конкурентоспособности . Н о ­
вы е и зд ел и я  н еобы чны  д л я  поли ти ки  цен  в  том  см ы сле, что
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после их изобретепия и вы дачи п атен та они медленно по­
ступаю т на ры нок, ибо в о з м о ж н ы е  ры нки их сбыта ещ е не 
изучены . П осле того к а к  изделие станет пользоваться 
спросом, его производство быстро увеличивается. Новый 
цикл н ачин ается  тогда, когда вследствие п оявлен ия нового 
конкурентоспособного изделия рассм атриваем ое изделие 
постоянно тер яет  свои преим ущ ества по сравнению  с изде­
лиям и , которы м оно приш ло на см ену. Н акон ец  новое изде­
лие п р евр ащ ается  в обычный товар, мало чем отличаю ­
щ ийся от других изделий, д ля  которы х самостоятельность 
ф ирмы  при назн ачен ии  цены  ограничена. j

И зм ен ен ия политики  содействия в  п родаж е товара, из- : 
м енения стоимости производства и  величины  сбы та това­
ра, а так ж е колебан и я цен в течение ц и к ла  ж и зн и  изде­
л и я  требую т внесен и я поправок в п олитику  цен. Н азначение 
конкурентоспособны х цен  в течение ц и кла  зависит от трех 
ф акторов, обычно не связанны х д руг с другом:

1. Т ехн и ческ о е  совершенство, которое вы раж ается  в 
сниж ении  стоимости разработки  и зделия, разви тии  стан ­
дартизации  и повы ш ении стабильности  производственны х 
процессов.

2. Устойчивый сбыт. П ризнаком  его яв л яется  наличие 
спроса на товар и уверенность в том, что изделие имеет хо- ' 
рош ие характери сти ки .

3. Конкурентоспособность, оп ред еляем ая увеличиваю ­
щ ейся стабильностью  ры нков сбы та и структуры  цен.

Затрудн ен и я в н азн ачен ии  цены  возникаю т тогда, когда 
фирма разрабаты вает  изделие, которое коренны м  образом 
отличается от сущ ествую щ их изделий  и временно защ и ­
щ ается от конкуренции  с помощью патентов, сохранения в 
секрете способов производства и т. п. П рим ерам и  изделий  i 
такого рода явл яю тся  ш ариковы е ручки , ф отоаппараты  и 
пленка «П оляроид», м нож ительны е ап п ар аты  «Ксерокс», 
алю миниевы е приставны е веранды  для домов, зам орож ен­
ные полуф абрикаты  и воздуш ны е турбины  д ля  бормаш ин. 
П роблему н азн ач ен и я цеп  на новые и зд ел и я  ф ирм а реш ает 
в несколько этапов.

I

Этап 1. О ценка спроса
I

П ри оценке спроса на новое изделие учиты ваю тся сле­
дую щ ие ф акторы : 1 ) будет ли  изделие вообщ е пользовать- | 
ся  спросом (при  н азн ачен ии  конкурентоспособной ц ен ы ); ! 
2 ) в  каком  интервале цен  изделие будет п ривлекать  поку­
пателей; 3) какой  объем сбыта мож но ож идать в различ- | 
ны х интервалах  цен; 4) какую  реакцию  вы зовет появление 
нового изделия у  изготовителей  и продавцов. i
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Э тап  2. П р и н я т и е  р еш ен и я  о б  о б ъ е м е  сбы та

Д л я  п р и н яти я  р еш ен и я  об объем е сбы та необходимо 
п олучить ответ на несколько  вопросов:

К ако й  объем  сбы та в конечном  счете тр еб у ется  для 
нового и зделия?

В како й  м ере новое и зделие согл асу ется  с сущ ествую ­
щ им ассортим ентом  товаров?

К а к и е  методы  производства следует использовать?
К аковы  возм ож н ы е кан алы  расп ределен и я продукции? 

О сновны м кри тери ем , учиты ваем ы м  при  ответе  на эти  во­
просы , яв л яется  х ар а к тер  и зм ен ен и я стоимости производ­
ства и  стоимости  распределени я .

Этап 3. П л ан и р о ван и е  м е р о п р и ят и й
п о  с о д ей ст в и ю  п р о д а ж е  н о в о го  и зд е л и я

П ер во н ач ал ьн ы е затр аты  на создание благопри ятны х  
условий  д л я  сбы та входят в расходы  на создан и е нового 
и зд ел и я  и  не м огут бы ть ком пенсированы , п ока  не н ач н ет­
ся  его п р о д аж а. О дной из основны х стратеги чески х  проб­
л ем  я в л яе тся  определение правильного  соотнош ения м еж ­
ду  ценой  и здел и я  и затр а там и  на создан и е б лагоп ри ятн ы х  
услови й  д ля  его сбы та с целью  м акси м и зи ровать  долгосроч­
ную  прибы ль. Д л я  этого устан авли ваю т относительно 
вы сокую  цену  и здел и я  на н ачальн ой  стадии , увели чи ваю т 
одноврем енно ск и д ку  на р ек лам у  и оптовую  п родаж у и 
покры ваю т н ач ал ьн ы е затр аты  на создание б лагопри ятны х 
услови й  д л я  сбы та нового и зделия. М ож но т а к ж е  с самого 
н ач ал а  установи ть  н и зки е цены  и им еть небольш ую  р а з ­
н и ц у  м еж ду  п родаж н ой  ценой и себестоимостью , чтобы  
о б еск у р аж и ть  возм ож н ы х кон курентов , особенно когда 
так и е  защ и тн ы е меры , к а к  п атен ты , кан ал ы  расп р еделе­
н и я  и ли  методы  производства, перестаю т бы ть эф ф екти в ­
ны м и.

Этап 4. В ы б о р  к а н а л о в  р а с п р е д е л е н и я

О п ределение затр ат  на п ерем ещ ени е и зд ел и я  от п ред­
п р и я т и я  по к ан ал ам  расп ределен и я к  потребителю  входит 
в п роцедуру  н азн ач ен и я  цены . Эти затр аты  долж ны  вкл ю ­
ч ать  стоим ость х р ан ен и я  товаров на складе , стоим ость 
тран сп ортн ой  обработки  грузов, стоимость обработки з а к а ­
зов, обеспечение прибы ли и т. д.

П осле рассм отрен и я этих ф акторов окончательны м  р е ­
ш ени ем  при н азн ач ен и и  цены  нового и здели я будет выбор 
м еж ду  политикой  А и политикой  Б . П оли тика А состоит
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в у стан о вл ен и и  вы сокой  п ер во н ач альн о й  цены , п о зв о л я ю ­
щ ей  «сн ять  сливки»  п ри  п р о д а ж е  и зд ел и я , п ользую щ егося  
спросом . П о л и ти к а  Б  состоит в у стан о вл ен и и  с  самого 
н ач ал а  н изкой  ц ен ы  к а к  ак ти в н о го  средства зав о ев ан и я  
р ы н к а  сбы та.

Политика А

У стан о в л ен и е  относи тельно  вы сокой  ц ен ы , в ы зван н о е  
больш им и р асходам и  н а со зд ан и е б лаго п р и ятн ы х  условий  
д л я  сбы та на первом  этап е , и  у стан о вл ен и е  на последую ­
щ и х этап ах  более н и зк и х  цен  о к азал о сь  усп еш н ы м  д ля  
новы х и зделий , которы е су щ ествен н о  о тли чаю тся от им ею ­
щ и х ся  товаров . П р и м ер ам и  т а к и х  товаров  я в л я ю т с я  о д ея ­
ло  с электр и ч ески м  подогревом , м усоросборщ и к ( «электри ­
ч е с к а я  св и н ья» ) и  м аш и н а д л я  м ой ки  посуды . Н а  п ервы х  
п орах  п о тр еб и тел ь  не зн ает  и сти н н о й  ц ен ности  этих  то в а­
ров. т а к  к а к  он н е м ож ет и х  ср а в н и в а ть  с обы чны м и то­
в ар ам и .

С уть  этой  п о л и ти к и  состоит в том , что у стан о вл ен и е  
вы сокой  н ач ал ьн о й  цен ы  основано  н а «сн яти и  сливок» при 
п р о д а ж е  и зд е л и я , п о льзу ю щ его ся  спросом , когда объем  
сбы та м ало  зав и си т  от ц ен ы  и  и зд ел и е  п остеп ен н о  п р и ­
об р етает  п о п у л яр н о сть . П р и  последую щ ем  сн и ж ен и и  цены  
п о след овательн о  п о дклю ч аю тся  м енее б лаго п р и ятн ы е 
у ч астк и  р ы н ка. П ри м ером  так о й  стр атеги и  я в л я е т с я  си сте­
м ати ч еское  сн и ж ен и е  ц ен ы  ф о то ап п ар ат а  «П оляроид» , ко ­
торы й  в н ач ал е  сто и л  около 2 0 0  долл ., а теп ер ь  его м ож но 
к у п и т ь  за  16,50 долл.

Политика Б

М етодом, п роти во п о л о ж н ы м  оп и сан н о м у  вы ш е, я в л я е т ­
ся  у стан о в л ен и е  н и зкой  ц ен ы  на и здел и е , что обесп ечи вает 
с сам ого  н ач ал а  м ассовое п р о н и кн о вен и е на ры нок . Д л я  
этого  необходим о и м еть  достаточн о  больш ой объем  сбы та. 
К а к  только  так о й  объем  д о сти гается , ц ен а  п остепенно  по­
в ы ш ается . В д ан ном  сл у ч ае  необходим о бы стро п родать  
то вар  больш ом у ч и сл у  п о к у п ател ей , не п о л у ч ая  п р и  этом 
больш и х  доходов или  п р еи м у щ еств . Т ак о й  ак ти в н ы й  м етод 
п р о вер ки  во зм о ж н о стей  р ас ш и р ен и я  сбы та путем  н а зн а ­
ч ен и я  с сам ого н а ч а л а  н и зкой  ц ен ы  тр еб у ет  п роведен и я 
и сслед ован и й , п р о гн о зи р о в ан и я  и  оп ределен н ой  см елости . 
П рим ером  этой  п о л и ти ки  м о ж ет  сл у ж и т ь  п р о д аж а ж у р н а ­
л а  «П лейбой», которы й  в н ач ал е  стои л  50  центов. П осле того 
к а к  ч и тател и  п о зн ако м и л и сь  с этим  и здани ем  и ж у р н ал  
п риобрел  больш ую  п о п у л яр н о сть , его т и р аж  зн ач и тельн о
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вы рос, стои т он теп ер ь  1  долл ., а его о сн о вател и  п олучаю т 
м н огом и лли он н ы е п рибы ли .

К а к  только  д о сти гается  у сто й ч и вы й  сбы т и зд е л и я  и 
д ал ьн ей ш его  у в ел и ч ен и я  сбы та н е л ь з я  доби ться  п у тем  и з­
м ен ен и я  м одели , ф асон а , о тд ел ки  и  т. д ., то это  сч и т ает с я  
п р и зн ак о м  м оральн ого  с т а р ен и я  и зд ел и я , и ф и р м а д о л ж н а  
н ем едлен н о  сн и зи ть  его п р о д аж н у ю  ц ен у . Т ак о е  сн и ж ен и е  
цены  н е о зн ач ает  у стан о вл ен и е  бросовы х ц ен  или  о б ъ я в ­
л ен и е  войны  ц ен , что бы ло бы р азо р и тел ь н о  д л я  лю бой 
ф и р м ы . О но п рои звод и тся  д л я  п о л у ч ен и я  п рибы ли  и о ж и в ­
л е н и я  сбы та и зд ел и я . П одобная т а к т и к а  п о зво л я ет  и зу ч и ть  
во зм о ж н о сти  со вер ш ен ство ван и я  и зд ел и я . П р о д а ж н а я  це­
на и зд е л и я , н ен ам н ого  п р ев ы ш аю щ ая  себестои м ость , обы ч­
но у с т а н а в л и в а е т с я  д л я  товаров , им ею щ и х н евы сокое 
к ач еств о  и ли  р еп утац и ю . П о к у п ател и  обы чно р ассу ж д аю т 
т а к : «что зап л ат и ш ь , то  и  п олучи ш ь».

ЛИНЕЙНОЕ ПРОГРАММИРОВАНИЕ

Л и н е й н о е  п р о гр ам м и р о ван и е  — ср авн и тел ьн о  новы й 
м етод  и ссл ед о ван и я  о п ер ац и й . О н основан  на п остроении  
м а тем ати ч еск о й  модели д л я  зад ач и , в которой  тр еб у ется  
п ай ти  некоторое оп ти м ал ьн о е  р еш ен и е  (н ап р и м ер , м акси ­
м альн у ю  п ри б ы ль, м и н и м ал ьн ы е за т р а т ы  и ли  м и н и м ал ь ­
н ы й  р асход  м а т е р и а л о в ) .

С м атем ати ч еско й  то ч ки  зр ен и я  это о зн ач ает  н ах о ж д е ­
н ие о п ти м ал ьн о го  р еш ен и я  си стем ы  л и н ей н ы х  у р ав н ен и й  
и н ер ав ен ств , которое н азы в а ет ся  п лан ом  (п р о гр ам м о й ). 
Р ассм о тр и м  п ри м ер  м атем ати ч еско й  ф о р м у л и р о вки  ти п и ч ­
ной  зад ач и  лин ейн ого  п р о гр ам м и р о ван и я .

М ак си м и зи р о в ать
X  =  Ю А  +  8 В  +  12 С, 

г д е  А ,  В ,  С  > -  О, 

п р и  о гр ан и ч ен и ях  

6 А  +  9 Я  +  1C  >  6000,

2 А  +  С В  +  ЗС  >  3 000 ,

A  +  5 В  - f  2С  < 4 0 0 0 ,

А  +  В  +  С  =  1500.

П о я вл ен и е  л и н ей н ого  п р о гр ам м и р о в ан и я  о тн о си тся  й 
1758 г., когда эконом исты  н ачали  о п и сы вать  эко н о м и ч ес­
к и е  систем ы  с пом ощ ью  м атем ати ч еск и х  в ы р аж ен и й . Д ей ­
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стви тельно , грубы й прим ер  модели линейного п рограм м и ­
ро ван и я  м ож но найти в книге К есн е  «T ableau  E c o n o m i q u e » ,  
где сделан а попы тка п о казать  эконом ические взаи м оотн о­
ш ен и я  м еж д у  зем левладельц ам и , кр естьян ам и  и р ем есл ен ­
н икам и .

В озм ож н ость  п ри м ен ен и я лин ейн ого  програм м и рова­
н и я  д ля  р еш ен и я  повседневны х зад ач  бы ла н еи звестн а  до 
1947 г. М етод линейного  програм м и рован ия был р азрабо­
тан  впервы е Д ж . Д анцигом  '. И н тер ес  к  этому новом у р аз­
д ел у  и сслед ован и я оп ерац и й  зн ачи тельн о  возрос после п ер­
вого си м п ози ум а по лин ейн ом у  програм м ированию  (1 9 5 1 г ., 
В аш и н гто н ). С им позиум  способствовал ш ироком у п рим е­
нению  л и н ей н о го  п рограм м и рован и я на частны х п р ед п р и я­
ти ях .

П остроен ие модели линейного  програм м и рован ия и 
оты скан и е оптим ального  реш ен и я  в линейной  ф орм е п о яс­
ним на следую щ ем  прим ере. Х отя это довольно простой 
прим ер  и его мож но р еш и ть  методом проб и ош ибок или 
путем  и зм ен ен и я  зн ачен и й  одной перем енной , п риобретен ­
ны е зд есь  н авы ки  и зн ан и я  помогут в реш ении более общ их 
и слож ны х зад ач .

Ф и рм а, и зго тавл и ваю щ ая настольн ы е сш и ватели  и  д р у ­
гое кан ц ел я р ск о е  оборудование, вы п ускает  сш и вател и  двух 
м оделей  (р у ч н ы е и автом атически е сш и в ател и ). Р учн ой  
сш и в ател ь  п родается  по цене 12,5 долл. и п рин оси т п ри ­
бы ль 2 долл. А втом атический  сш и вател ь  (с соленоидом , 
приводим ы м в действие от ак ку м у л ято р а) стоит 31,25 долл. 
и д ает  прибы ль  5 долл. Ф и рм у  и нтересует, каким  способом 
и сп ользовать  производственны е мощ ности, чтобы обеспе­
чить  м акси м альн ую  прибы ль. П ервое ограничение, н а л а ­
гаем ое на м акси м альн ую  прибы ль, м ож но зап и сать  в сле­
дую щ ем  виде:
Р — 2 Q M +  5 Qa ,
где Р  — ф у н к ц и я  прибы ли, Q M  — количество ручны х сш и ­
вателей , Q a  — количество  автом атически х  сш ивателей .

П редп олож и м , что производственны й  процесс доп ускает  
полную  взаи м озам ен яем ость  рабочей силы и п роизводст­
венного оборудования, и поэтому за один и тот ж е  ден ь 
м ож ет бы ть изготовлено разли чн ое количество ручны х и 
авто м ати ч ески х  сш ивателей . Д опустим  так ж е , что спрос

1 Автор неточен. Общ ая постановка задачи линейного програм­
мирования впервы е дана в 1939 г. советским математиком  
JI. В. Канторовичем в роботе «М атематические методы в орган и за­
ции и планировании производства» (Иад-во ЛГУ. 1939). Им ж е  
был дан метод реш ения задачи линейного программировании
(«м етод разреш аю щ их м нож ител ей»), — Прим.  перев.
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Q  + 5 4 0 = 2 1 6 0 0

Облает
з о а м э ж н ы *

4 0 0  6 0 0  6 0 0  1000

К о л и ч е с т в о  р у ч н ы х  с ш и в а т е л е й , О м

Фиг. 7,5. Задача линейного программирования с ограничениями 
на запас соленоидов и сборку.

на сшиватели таков, что фирма может продать столько 
сшивателей, сколько сумеет их изготовить. Существуют 
некоторые ограничения производственного характера: 
большинство основных узлов собирается на отдельных сбо­
рочных линиях, откуда они поступают на участок оконча­
тельной сборки; имеется запас узлов для сшивателей обоих 
типов, достаточный для удовлетворения дневной потреб­
ности производства, за исключением соленоидов для авто­
матической модели. Поэтому дневное производство автома­
тических сшивателей не может превышать 200 штук. Это 
ограничение можно записать в математической форме 
( ? Л ^ 2 0 0  и представить графически (прямая, параллель­
ная оси абсцисс на фиг. 7.5).

Заш трихованная область под этой прямой показывает 
количество сш ивателей, которое мож но и з г о т о в и т ь  прп
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данном ограничении. И так, м аксим альное количество авто­
м атических сш ивателей , которое мож но изготовить за день, 
равно 2 0 0 , а на количество ручны х сш ивателей  ограниче­
ния не налагаю тся.

Д опустим , что изготовление и сборка ручного сш ивате­
л я  требую т 18 человеко-м инут, а автом атического сш ива­
теля  — 54 человеко-м инуты . Н а заводе эту  работу вы пол­
няю т 45 человек в течение одной смены продолж ительно­
стью  8  ч. С ледовательно, на один день приходится 
(8*45 • 60) = 2 1  600 человеко-м инут. Это условие мож но 
вы разить  в м атем атической  форме
18 QM +  54 Qa  < 2 1 6 0 0

и такж е представить граф ически. О бласть возм ож ны х ре­
ш ений теперь им еет вид вы пуклого многоугольника.

О кончательн ая н аладка ручного сш и вателя  на сбороч­
ной линии  требует 3 человеко-м инуты , а автом атическо­
го — 5,4 человеко-м инуты . П оскольку  на этой операции 
зан ято  6  человек, то на окончательную  н ал ад ку  имеем 
( 8 - 6 • 60) = 2 8 8 0  человеко-м инут. Это ограничение записы ­
вается в следую щ ем виде:

3<?м  +  5,4 <?А < 2 8 8 0 .

Н а окончательную  проверку работоспособности изделия 
требуется 1  человеко-м инута д ля  ручного сш и вателя  и 
1,5 человеко-м инуты  для  автоматического. Эту работу вы ­
полняю т четы ре контролера, зан яты е в течение 50%  вре­
мени. С ледовательно, на эту  операцию  каж д ы й  день п ри ­
ходится 8 -2 -6 0  =  960 человеко-м ипут.

Это ограничение имеет вид

1,0С М +  i , 5 Q A < 9 6 0 .
Граф ическое представление ограничений  н а наладку  

и окончательную  проверку дано н а фиг. 7.6. Видно, что 
ограничение на н ал ад ку  несколько су ж ает  область возмож ­
ны х реш ений, а ограничение на окончательную  проверку 
не влияет н а м аксим изацию  прибы ли, поэтому его мож но 
считать лиш ним  и  не рассм атривать  к а к  гр ан и ц у  вы п ук­
лого многоугольника.

Т еперь мы видим, что лю бая ком би н ац ия значений  Q А 
и  QM в пределах вы пуклого м ногоугольника, т. е. в преде­
л ах  области практической  осущ ествимости, яв л яется  воз­
мож ны м реш ением . О днако оптим альное реш ен ие долж но 
удовлетворять зап и сан н ом у вы ш е уравнению  д л я  ф ункции  
прибы ли
Р  =  2 QM 4 - 5Qa
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Ж

Ш

ш ш

+  5 , 4  Q a

1 8 Q m  +  5 4  Q a  *  2 1 6 0 0

2 0 0  4 0 0  6 0 0  8 0 0  1000

К оличество ручных сш ив.ателей ,О м .

Фиг. 7.6. Задача линейного программирования с ограничениями на 
запас соленоидов, сборку, наладку и проверку изделий.

Построив графики этой функции (параллельные пря­
мые па фиг. 7.7), обнаруживаем, что чем дальше отстоит 
прямая от начала координат, тем больше прибыль. Эти 
прямые называются также линиями одинаковой прибыли, 
так как при движении вдоль прямой прибыль в любой точ­
ке постоянна.

Окончательное решение находится путем определения 
наиболее удаленной линии одинаковой прибыли, в которой 
хотя бы одна точка относится к области возможных реше­
ний (фиг. 7.8). Таким образом, точка максимальной при­
были определяет оптимальные условия ведения произ­
водства. Из фиг. 7.8 следует, что оптимальным решением 
будет изготовление 600 ручных сшивателей ежедневно. 
При этом обеспечивается прибыль в размере 2200 долл.
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7 0 0

Б00

Линии оди н ако вы х  
прибылей

Б00

4 0 0

3 0 0

X200

100

12008 0 06 0 0 1000200 4 0 0

. К о л и ч ест во  ручны х сш и в ате л е й , Q ,

Фиг. 7.7. Линии одинаковых прибылей.

Итак, рассматриваемую задачу линейного программи­
рования можно представить в следующем виде: 

Максимизировать прибыль

P  =  2 Q m +  5Qa

при ограничении на суточный запас соленоидов 

Qa < 2 0 0 ,

на суточные трудозатраты на операциях сборки 

-f- 54 Qa 21 600,
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lacT b V O y O  
< в о зм  о ж к ы х ?

4 0 0  6 0 0  8 0 0

К о л и ч е с т в о  р у ч н ы х  с ш и в а т е л е й ,Q M

Фиг. 7.8. Решение задачи линейного программирования.

на трудозатраты на окончательный наладке 
3(?Д1 +  5,4(?Д < 9 6 0

и на трудозатраты при окончательной проверке 
1»0@м +  1.5 Qa < 9 6 0 .

Последнее ограничение оказывается лишним.
Хотя мы решили задачу на максимум, рассмотренный 

метод решения одинаково приемлем и для задач на мини­
мум. Его можно использовать для решения задач на регу­
лирование ресурсов и рабочей силы с целью получения 
дополнительной прибыли.
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