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I .  ОПРВДШТШ ВТОРОГО И ТРЕТЬЕГО ПОРЯДКА

I . I .  Основные определения 

Квадратная таблица из четырех чисел

Я- a f f  a f2
\Я-21 а 22 J

называется квадратной матрицей 2-го  порядка.
Определителем матрицы 2-го порядка называется число

А Д  = \ а ”  \ = a f f  а 22 - a f2 a 2 f  ■
I &22 I

Круглые или квадратные скобки слева и справа таблиде чисел -  символ 
матрицы, две черты -  символ определителя.

Квадратная таблица из девяти чисел называется матрицей 3-го 
порядка.

/ о-н a fz а гз \ 
Я  = / &21 а 22 Я-23 J

\ а 31 а 32 а 33 '\ а 31 а 32 а 33
Определителем 3-го порядка называется число

I ^1з I
А Л  — I  а22 Я 23 \== & 11 а22 ^33 а 21 ^32 ^13 а 12 &23 &3f ~

\ а31 а 32 а33 I ~ &31 °-22 а 13 ~ CLH &32 &23 ~ &21 &f2 а 33 ’ 
Каждое слагаемое этой суммы является произведением трех элемен­

тов, взятых по одному из каждой строки и каждого столбца матрицы Д  , 
причем знак плюс имеет произведение элементов главной диагонали и
два произведения элементов, образующих в матрице треугольники с осно­
ваниями, параллельными главной диагонали:

О- П Р

Д О 0
Знак минус имеет произведение элементов, принадлежащих побочной 

диагонали, и два произведения элементов, образующих треугольники с 
основаниями, параллельными побочной диагонали:
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°s 0 
Q ' \ o

О' о 0 
1.2. Свойства определителей

(Верны для определителя любого порядка).

I) Величина определителя не изменится, если все его строки ш 
нить столбцами

-
1*11 а  )2 I Я-11 а 21 I
1 а 21 а 22 I ^ а  )2 а  22 1

2) Перестановка двух столбцов (строк) равносильна умножению 
определителя на - I

0-11 0 12 а  12 CL1)

0-21 0-22 0"22 О 21
) Умножения вовх адам антов

imni о ни ii.Hn ум, п «„пин шцмдялитяяп ип число А
A i t ,, О ц  I I ^  Н O ff

•I. •I

4) ОщядяяиТяаь |* wiii муки и сявдуащии iiyimi»! 
я) вое ияииантм столбце (строки) есть нули)
б) влимимтм двум столбцов ( iTjMiK) одинаковы;
в) алвиамтм дву. столбцов (отрок) nponopwохальны.
Г») Коли мп«д|ми адамант какого-либо столбца (строки) есть сумма 

двум слагаемым, то Определитель может быть представлен в виде суммы 
двум оп|*1далителай следующим образом:

il'if t(2ft CL)2 I i а 11 a !2 I la /tIt
d g f  +■ CL2 )  a 22 a 21 a 22

б) Определитель не изменит своей величины, если и , клиентам 
столбца (строки) прибавить соответствующие влвменты другого столбца 
(строки), умноженные на общий множитель л  ■

а  и а ,2 I 1 0 ц +■ Л CL ̂ 2 0 ,2 1
а 2) а 22 I 1 a 2i +Л а  22 0-22 •
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Следующее свойство связано с понятием м и н о р а  и а л ­
г е б р а и ч е с к о г о  д о п о л н е н и я .

М и н о р о м  какого-либо элемента определителя называется 
определитель на порядок ниже, который получается из элементов данно­
го определителя путем вычеркивания строки и столбца, ка пересечении 
которых стоит данный элемент.

Рассмотри определитель 3-го порядка 
Щи o ,z  о ,3 I
0-21
a 31 a f z  

ttaHopoM Элемента a ГГ будет определитель 2-го порядка

11 0-22

а 32

а
а

23

зз
Минором элемента а 23 будет определительSoMonTffi 2-3

! а 11 CL f  2 j
I а 51 a 32 I •l 3 f  a 32

А л г е б р а и ч е с к о е  
O il  определяется равенством

Ъ - м Г ' м #
где I  -  номер строки,

/  -  номер столбца.

д о п о л н е н и е  элемента

Напрмер, для элемента 
кое дополнение будет

а 11 определителя 3-го порядка алгебраичес-

=  м . .4 1 11
а 22 23
а

для элемента а 23
j О ,, CLf2 

123 ~ j а 31 а 32
Для определителя 2-го порядка
^23 = -  А/,

Д ц  -  м,. /Jo

а  1, 0 ,2  (
а 2. а 22 1

~ ,М,2 1 - -  а  12'11 ~  ' '1 1  ~  ^ 2 2  I " 2 1

Теперь сформулируем еще одно свойство определителей.
7) Определитель равен сумме произведений элементов какого-либо 

столбца (строки) на их алгебраические дополнения.
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4  = ^  ( |Mnii>amiM« оiipeделителя
птолбцу) j

im -му

4 = 2 a ij , 1^1,2, ,,,, П  (рМЯоЖЯНМв ищШДМИТеЛЯ ПО < Я
отроим).

С помощью этого свойства можно вычислит*. !иц*дяяит«я». дшЛого 
порядка.

Приведем некоторые примеры решения задач.
1. Вычислить определитель 2-го порядка 
РР-Двние. J 3 _4 j я з .(_ !) -  4-5 -  -  23.

2. Вычислить определитель 3-го порядка 4 =

3 4
5 - I

r i l l -
1М1НЧШВ. 4  -  1.<-3).0 + 0-1*3 + 2-2-1 -  1-(-3)*3 -0-2-0 -

-  1*1-2 -  I I .
Вычислить следующие определители с помощью определения

I COS сС - S t r i a C
3 - | -3  ^4 | ) б) | 3 4 | i в)|-1  2 | i Г)
Ответ, а) 10; б) I I ;  в) I; г) I .

Si/ioc COSoC

1 7 2 3 в) 4 2 3 в) 0 1 4  1
5 -3 2 ; 3 -3 2 ; I - I  §
з I I ’ 2 I I 1 ’ I I 3 1

Ответ, а) 9; б) 9; в) 18.
Ч

5. Вычислить определитель 3-го порндкп. |«пяп*и»  .......  (.клиен­
там 1-й строки: | т I 2

|1  J  J
Й К М М -  4  - - I . I J  P. j  I . | “ )  S ♦ 1“ | :l S  | — I * ( - e - I 6 > -

fl. Пичиолить опрлделигляк, W  'я^емт^там иак’ого-
либо ряда:

4 - П
Решения. Очпиидно, н|К1ща вычислить, разложив определитель по 

влементам I-го отол<1 пи, где две нуля
4  - 0 -  (-3 ). j ^  2 | + 0 ■ 99.
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7. Вычислить определитель
- 1 2  5 
2 7 4 
I -3  8

Решение. Сначала воспользуемся шестым свойством для создания 
нулей в I-м столбце. К элементам второй строки прибавим элементы 
третьей, умноженные предварительно на 2; к элементам третьей строки 
прибавим элементы первой строки; разложим полученный определитель по 
элементам I-го столбца:

-I- I 2 5
2 7 4 38

I -3 8
2+2 - ( - 1) 
Ш -Ь

2
7+2-2 
-3+2 

ель 4-го
3 - 3  4 
I - I  2
3 - 0 - 5

5
4+2*5
8+5

-I
О
О

2
II
- I

5
14
13

,И  141. 
=-!• |-1  13| +
+ о + о=-15,г

Решение. Создадим в 3-м столбце еще два нуля. Для этого к эле­
ментам 3-й строки прибавим элементы 2-й строки, а к элементам 1-й 
строки прибавим элементы 2-й строки, умноженные предварительно на
-  3. Полученный определитель разложим по элементам 3-го столбца.

3+1-(-3)2+2*(-3) -3+(-1)(-3)
~ 1-1

О

о - ( - I ) . -4
8
2

О -2
3 2 
3 -5

4+2-(-3) 
2 
0+2 
-5

+ 0 + 0 -4
8
2

О -2  
3 2 
3 -5

Полученный определитель 3-го порядка вычислим аналогично: из 
элементов 2-й строки вычтем элементы 3-й строки и разложим определи­
тель по элементам 2-го столбца:

48.
-4 0 -2 -4 0 -2 п
8 3 2 — 6 0 7 = -3- -а <А о = -3-(
2 3 - 5 2 3 - 5 0 t

9. Вычислить следующие определители, создав нули в каком-либо

а) I 17 -I б) I 2 4 в) 2 0 5
- I 13 I -2 I -3 J I 3 16

I I I 3 - 4 2 I 4 6
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Г)

X

д) 2 1 9 
S - I

е) 8 7 |  О 
-8  2 7 10

» 9 - 8 I  ft 1
> 4 4 4 и

3 0 4 - 3  V
° ™ J . «) 144i 5) 0; . )  -  №, г) y  „  „

Д) 0; в) 1800. 17

2. МАТШЩ

2.1. Операции над матрицами

Матрицей размера т х п  называется прямоугольная таблица чисел 
a i j  ; L ш 1 ,2 , . . . ,  т  ; /  = 1,2 , гг из тп строк и п.

столбцов
/ а и  а !2 • • ' ^Ltn \

Д — I &21 &22 ' • ' Я-2П 1 л  / _  117 I • ) или сокращенно Д  = ( a i j  )т,п *
\0 -m i &-/П2 • • • & /па )

Суммой Д +- В двух матриц Д -  ( и В  = ( 8tj- )/п,п
одного размера называется матрица С того ж® размера, 
дая которой

^с J  ~  ’ 0 — 1 , 2 , . .  . ,  /71 у J -  = /  2  ,  . . .  ,  71,

т .е . матрицы складываются поэлементно.
Произведением оСД матрицы Д ~  ( O i j )  на число ос назы­

вается матрица 5=  (& Ц )> для которой д  , т .е . умно
каются на о£ все элементы матрицы Д •

Произведениям ДВ матрицы // (<>;* на матрицу
называется матрица С -  ( c^j „ , для которой

7 • , '
Сц т У, CLiK ) f/fej > С т f i t  >> < р / 7 ! j  “ 1,2 , .I •; /I р
т .е . для того, чтобы найти «ламемт Cji матриц С , стоящий в 
0 -й строке и /  -м столбце, надо «ломенты о -й строки мат­

рицы Д умножить соотвотств 1ИНО на элементы Д- -го столбца мат­
рицы В и сложить эти проиагедвния. Схематически это можно изобра­
зить так

8

Умножать матрицы можно, если они строго согласованы: число столбцов 
I-й матрицы должно быть равно числу строк 2-й матрицы. Перестановоч­
ным свойством матрицы не обладают.

10. Найти Д+- В , если ~ /  I 2 3 \ „ о _ /  -3 5 (И
^ = ( - i  о 4у ( о - i  з у

Решение. _ _ /  1-3 2+5 3+0 \  /  -2 7 3 \
0-1 4+3 / = ( - 1 - 1  7 ) ’

11. Найти З Д  , если ^  /  I -3 j

£®д®ние. \ 1 ' /  з -I  3(-3) \  / г  -9 \/  3*1 3(-3) \  / 3 - 9  1 
ЗД= { 3-2 3-4 W  6 12 

V 3.1 3‘(-7)У  ̂3 -21 У ■

I ?) ■
12. Даны матрицы

а) Найти ДВ . 4 б) Существует ли ВД  ?
Решение, а) Матрицу Д  можно умножить на матрицу В  , так как

число столбцов матрицы Д  равно числу строк матрицы В  .
2  ̂ / I  - I  \ /  3*1 + 0-2 + 2-0 З'-П+О-З + 2-7\ /3  II  ^
5 + 2 3 =/ 4-1 + 1-2 + 5*0 4(-lj+I*3 + 5*7 )»/ б 34 .
I /  10 7 /  V -M  + 0.2 + 1-0 -1(-1)+0-3 + 1-7/ |̂ -1 8 )

б) Произведение ВД  не существует, так ках число столбцов 
матрицы В не равно числу строк матрицы Д  .

13. Найти /  I 4 \л
(i' о /

Очевидно,

\  ~  \ ^  „  * /  V ^  Л. J  V  w  ±  / *

( Ь Щ 1 ! ) - ( *  f)-(иг-ап4  V и 1 /■ / Г  9 \
14. Найти f ( f t )  , если { ( х ) ~ Х 2+-Г, Д= [Jj q  J . ̂ т , ^ Е.(_г I/. аРешение.

15. Найти ЗД1-2В  .е сл и  _ /  2 I - I  ) -  /  -2 I 0 )
( 0 1 -4  ) , * - (  -3 2 г )

Ответ. / 2  5 - 3  1
  ( - 6  7 8 ) .

3-7263
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16. Найти 2Я+!)Н  , под* ft „ |  j  !j>J; ( I -2 )•

Ответ. /  16 25 \
( 13 «- 8 J •

17. Найти 2  Я - 3 3  , если

в

Ответ. О -10
\ и - о  и /  г

18. Показать, что матрица Л+В ~ В  является нулевой, если
a 2-f  
S z-c  
оЙ- и  В -

В -  транспонированная матрица В 
строки заменены столбцами.

19. Существуют ли произведения:
а) / I  2 3 ) { 1  2 Х ’У .

( i  - I  ,4 Д з  0 ) ’ «

« т т \ ь ,
Ответы, а) нет; б) да; в) да; 
Найти проипиедемия матриц

*>• ( * : ! ) ( ?  t ) .

“ • ( I U K I 4 ) .

” ■ ( - !  М « ) ■
( s  Ш!) •
( 2 - 1 \ /  I 1 - 3 4 )
^ 0  4 Д - I  0 7 О ) '

/ 1 - 3  2 \ /  2 5 6 \
’ (  2 -5 3 ) ( I 3 2 / '

т .е . матрица, у которой

с
г) нет.

ч/1  - I  2 \  
3 ) (  2 0 0 1;

' \ 3  7 - 3 / ’

)■
2
4

23.

24.

25

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

( ?  о) *

( -П  )■
/  2 6 -8  \  
/ - 2  1 I
у 14 21 - 3 5 / ’

/  -36 18 ’j 
[ - 8  4 )■

/  3 2 -13 8 \ 
1-4 0 28 0 j

/ I  5 -5  \
( 3 10 0 ]
\  2 9 - 7  /  '

10

26. / 5  8 -4 \ / 3  2»5  \  / I I  -22 29 \
6 9 -5  ( 4-.-I 3 1. ( 9 -27 32 I

\ 4  7 - 3 |  9 6 5 /  у 13 -17 26 )•

Ответ.

Ответ. з з

Ответ.

12 0 -6 9 3
, 4 0 -2  3 1

Ответ. 1 - 4  0 2 -3 -1
 --------  1 20 0 -10 15 5

8 0 - 4  6 2/

31. Проверить равенство (Л+В)С^ЯС-*- ВС дая Матржц

3° J )/
32. Даны матряцы

^ = (  0 _2 l ) ’ В= 4 ) •
Проверить следующие равенства

а) (Й З )С -Й (В С )}  б) (Й 3 )  ~ В ГЙ Т.

33. Найти

34. Найти

35. Найта

л в в ,  ( д  : g ) .

( П )  л а (8 3 ) .

( о  I ) ■ — ( о  I ) '
а  г 2 \

■ 1 3 I ; 
\4 I I / ’

) •  '

36, Найта значение шогочяена 2  Й 2+"ЗД +- 5  Е при А  I  ?
-  единичная матрица 3-го порядка.
Ответ. /2 8  15 16
  —  19 36 15

\3 0  19 28

II



37. Найти 3 Я 2 ~ Д Е  , где /7 - ^ 0  3 )•

f i o s * -  ( S B ) .
38. Найти ЗД2-2Д +-5E, где /7е ^2

/  21 -23 15 \
-13 34 10 ,

^ -9  22 25 )
Ответ.

2.2. Обратная матрица

Матрица Д~1 называется обратной квадратной матрице Д  
если ДЯ~1=Д~ГД  = £  . где В  -  единичная матрица.
Обратная матрица существует, если А Д 4 0.
Обратная матрица определяется по формуле

№ ц  ^21 ' ' ' ^n f  \
Д ' 1 — 1 ^ 22 ' ' ' ^ П2

Q'in. ^2П ' • ’ Для. j

где ffij. - алгебраические дополнения элементов CLij. матрицы /7°(£ ij).

ЛД
1

39. Найти матрицу, обратную для Я -  (_ {  £  .
I Г 2 I '  _ 1 '

Репение. л Д ж I -т  4 \ Л Ю 4"О ш > ЗД  .Решение. А Д ж I -J  4 

Находим алгебраические дополнения элементов матрицы Д  :

и г1~ 1 ,  Д/f ш 4 у  а 12 ~ 2  ’ Я  12 )

Д21т~2.> ^22 ш Д ’ ^22 ~ 1 '

Составляем матрицу из алгебраических элементов и транспонируем ее

(*4/> Г-  (* '*  ) '

Искомая матрица Я ' 1 имеет вид 3 " ! ) "  (  о)! ~0Л ) '

Проверка. (  I 2  ̂ /0 ,4  -0 ,2  )= (  I 0 1 = /? .
Jn „ 1-3 4 j 1 0,3 0,1 У I О I /40. Найти матрицу д - f , обратную матрице

/ 3 2 2  
Д =* 1 3  1

5 3 4

Решение
А Д~

3 2 2 
I 3 I 
5 3 4

■-5 =>  ЗД -г

II 3 I 
3 4 ■ 9; Д ^-- 2 2 

3 4

fl12=-
I I 
5 4 x ^22~

3 2
5 4

II I 3 
5 3 13 2

5 3

Д '11  
Я ~5 a 1 ' M-12/5

-  2;

- I;  
-2/5
/Я

^31=

Д32= -

- й ?7/5 )■

- 4;

-I ;

7.

Найти матрицы, обратные данным

« ■ ( *  I ) .

« •  (1  Ь ).
43.

44.
(■ i  П
(4 4 ).

45. fcoSoC-ScMoC \ 
\S i f l  оС COSoC ) .

47.

48.

49.

50.

51.

. /  3 -4 5
£ -3 I ) V 3 -5 - I  / •

(Z  5 7 \
§ 3 4\ 5 -2 -3 /•

( I  2 - I  \
3 0 2 

\4  -2 5 /

- I ) .
1 2
2 I 
2 -2

/ 1 3  4 \ 
2 0 3 

\ - 2  I -3 Л

^ 0 0  
0 ^ 0  
О О С

Ответ
'2 -1/2

Ответ

Ответ

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

Ответ.

( ~ з ) \

(-1 1 ) 
(■И)
( -1  -4/5 )
I I 3/5 ) .
/ С OSoC s i . f l  ОС 
\ - s i a ° c  eoSoC-)■

4-8 29 -  
-5 18 

v I -3 П
I —I I \ 

-38 41 -34 )
27 -29 24 / •

Й4 -9/4 l h  
3/2 -5/2 3/2

4-7263

1/9 2/9 2/9 
2/9 1/9 -2/9 
2/9 -2/9 1/9

/ - 3  13 9 
0 5 5

\  2 - 7 - 6  /•

1/a 0 0 
0 W  0 
0 0 I/o

\
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2.3. Решение матричных уравнений

Пусть требуется решить матричное уравнение ЯХ  - В  , где X  - 
неизвестная матрица, дня которой Л /7 /  0 и, следовагпямю, сущест­
вует обратная матрица Я ~г . Умножим обе части матричного удлинения 
на <7"'слева

=Д~ТВ  ~> =>  £ X = f f - ' B  =>Х~Я  '/9 •

Диалогично .уравнение УД = В  решается умножением на /7"' обеих 
частей уравнения справа у = В Д ~1.

52. Решить уравнение  ̂ } J  ^ г .  ^_1 2 5 ^

Решение. Это уравнение вида Д Х ^ В  . Следовательно, Х=Д~Г В. 
Так как л  Я -  | |  | j »  I /0  * *° обратная матрица существует

Тодда / 4 _3 \ /  I 2 5 \  (  7 8 II \
дГ-.(-1 I Д - I  О З Д - 2 - 2  2 ] •

Решить следующие матричные уравнения

53* ( з  4 ) ^ ( 5  9 ) . Sass*.

**• * ( 8 3 ) "  (  -5  б) -  - Й « Ь .  ( J 3 ) .

5 5 .  ^  : J )  * ( ?  в )  ■ ( Х9 1 0 ) .  О т в е т . ( И ) .

56. ( ] T ; | V -  л п  I)  0 !  Ш\2  - I  0 )  V.IU 7 8 /- Ответ. V3 3 3 /.

3. Решение оиотеи линейных уравнений
Си стена гп линейных уравнений с п  неизвестными имеет вид

CLffXtj +■ CLf2 Х 2  + • • • • +•  л  n  =  8 f  }
a 21x t +- a i2 x 2 +-..<+■ а2Пгх п  = 32 >

&.f7}fXf t“ CLffjg X?2 ■#-'•»+■ &/71 n  Xri- —  ̂^

Если 3f  = ^  = . . . = 3m = 0 , то система называется однородной.

3.1 . Формулы Кшмеш

Если m = ti (число уравнений равно числу неизвестных) и глав­
ный определитель системы
14

OLjj a f2 . • .. a f/l I

A -
a2 f a 22 • • • а£ л \

а П1 a n z  * ' - •*na  j

то система имеет единственное решение, которое находится по формуле:
Д/. ■ t

X I  = - j -  ;  с — 1,2, • • • , п.,

где ^  -  определитель, который получается из главного определи­
теля А  заменой I  -го столбца на столбец свободных членов.

2 ос н-J «  +-2Z = 9 ,
■ л> + 2 d  -  3 2  =14,
ЗОС+.Д'у, + 2

2 3 2 ' г  
I 2 -3
3 4 1,

имеет единственное решение. Найдем его по формулам Крамера, для 
чего сначала вычислим определители:

2 3 9 
I 2 14
3 4 16

57. Решть систему уравнений

- 6 ^ 0Решение.
16.

следовательно, система

9 3 2 
!4 2 -3I- - 
16 4 I

- 12-, 2 9 2
I 14 -3 =-/<?; Л
3 16 I 3

12-

Окончательно получим

X -12 - J Q
 f 3-, Z  - - 12

58.

- 6  - •  f  - В  ~  - 6
Решить следующие системы по формулам Крамера

З х - t y  =13,
2 х л 2 и . =81 -

59. =
i Зое 18-
(7x+2j-+-3z=1Sf

6 0 .  j  s x  -З У - i - 2 z  =  f S ,
1 Woc-Пу. + 3z= 3S . 
f x + U - 2 z - 6 ,

61. \2X+.%L-7sb = 16, 
l £ x + Z a  +2 =J6.

62. = f i t
*■ = Jo,

Ответ. x =  16, ff~7- 

Ответ. x = 2 , /=< ?•

Ответ. x = 2 , у-^-1 , г= /<

-Ответ,. * = - / •

Ответ. 3, 2 = £•
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63 • \ 5 х  + и  -

64.

15 х  + aa + 3 z  = 24,
12 х  +■ у-+2? = 5 '

' 2 х - ^ + 4 2  =15,
З х -Ц -  + -г = 8 ,
[-2х+ у + г  = О.
3.?. Метод обратной матрицы

От— t .  х-2 , У"~5, 2  = 3. 

-От—т. о с -2  , у ~ 1 ,  z = 3 -

гдв

/7=

Систему (I) можно записать в матричном виде Д Х » В ,

В -

( 2)

/о.,г а 12 • • • а т \
/ 0-21 &-22 • • ■ G-zn. I } X -
\arnf Я/П2 •  • •  Л / 7 7 / г /  \Xn J \3/п/

Если m=fl и Л/Г ФО , то существует Я ~г . Умножая обе части 
матричного уравнения (2) на Я~г слева, найдем неизвестную матрицу Л-
Х - Я ~ 1В'

65. Записать систему в матричном виде и решить ее с помощью
обратной матрицы.

' x f + Х2 + Х 3 =
-  x f +-2хг + х3 = О,

' 2 Xf +-3xz -х3~-4.

Решение. г- \  I  \  Ш
, 2 3 - I  / \* 3

Определитель системы ^

тогда

1 I I 
- I  2 I

2 3 -1
-И  7 О,

{ X f{хц.
Я ' Х

! \  <П'<— . 11 
П [-23

/  /  V
Рвиить следующие системы с помощью обратной матриц

\х+ 3у= 2 ,
66. =3 •

67.

68.

Г Зх+Ц-= 1>
|  х - ц .  =7-

[2 х ' f  я\ .3 X - ( f  + 2  = ° ‘
\-2х+Ц- +' г  = 5-

у  = 7. 
'[ 2 х - 4 + 0 ъ  = / / i

Ответ. х = 5 ,  •

От—т. х = 2 ,  ’

От—т. х ^ 2 .  у™ 1, Z - 3 -

16

69' { 2 Г -% +3 ^ = - ^  Jsmi- *r‘f- * * = д  ^ = ~Л
,4геу +-л  ̂+4ос3 =-2-

70 f J *V ~ 3 х 2 + 2 х 3 =2, От—т х  - 1  х „  = - /  г  -  f
J 4 X f - S X z  + 2х3  = 1, f ~ 2

+-4х3 =3.
Г2 x f +Хо =■ 3 ,

71. I X f  +3х-з ~ {s , Ответ. X f = f , X 2 =3, Х3 - 5 -
[ S  X  2  —X g - f O .

3.3 . Метод Гаусса

Метод Гаусса -  метод последомтельного исключения неизвестных - 
применим для любого числа уравнений с любым числом неизвестных.
Этот метод позволяет выяснить, совместна ли система и найти множест­
во решений, если система неопределенная.

72. Решить систему методом Гаусса

!Xf+x2 +х3 = 3,
Xf  ~ х 2 +-х3  = 5 ,

X f + 4 х 2 +х 3 = 6 ,
Решение. Исключим неиз—стное х г из 2-го и 3-го уравнений, 

для чего вычтем I-е  уравнение из 2-го и 3-го:X f + х г + Х 3 = 3 , 
~2х 2 = 2 ,

З х 2 = J >

Xf  +- х 2 + х 3 ~ з ,  
х 2 = - / ,
&Я = 1-

Второе и третье уравнения противоречат друг другу, Следомтельно, 
система не имеет решений (несовместна).

73. Решить систему методом Гаусса
Г X f  -  2 x z  л- х 3 = О ,
} 2 X f  +- х 2 - 8 х 3 = 0 ,
[3 X f  - Q x g + З х 3 — 0,

Решение. Исключим неиз—стное x f  из 2-го и 3-го уравнений. 
Дня этого прибавим ко 2-му уравнению системы I-е уравнение, предва­
рительно умножив его на -2, а к 3-му уравнению прибавим I-е уравне­
ние, умножив его на -3.

~ X f - 2 x 2 + х 3 ~ 0 ,  ( x f - 2 x 2 + х 3  = 0,
S x 2 -  f0 x 3=0, <£=} j О-

5 = 0 .  L J

5-7263
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Система 3-х уравнений свелась к двум уравнениям о 3-мя неиз­
вестными. Следовательно, система имеет множество решений. Чтобы най­
ти это множество, положим ос3  = ф , где £  -  любое действитель­
ное число. Тогда OCf *  3 f  , CC2 ^ 2 t>  & з  * "0*0“°* множест­
во решений системы. Придавая параметру & конкретное значение, 
получим одно решение из множества (частное решение). Например, при 
£ ж Z получаем частное решение: x f * 6, ЗС2 * 4, ОСдт 2.

Решить следующие системы методом Гаусса

Г X f+ -2 x 2 ~ j x 3 ^ 1 ,  Ответ. ас<=26-+1.

х т ^ '- Т : - я  ~ — W - # * / .I X j - х 2 x s  / .  aca » t *
2 Х /  ~Х2 +■ Х3 —~2> Ответ. Система несовместна.

Д7/ +2х2+3 х3 — /, 
x f - З х 2~ 2 х 3 = 3  ■

- x f - х 2 ~ х 3  =0, Ответ. х г = 2 ic ,
X f + 4 x 2 +2 х з  ~ О, зс2 = -J3 ,

Зэсг +■ 7х2 +-Зх 3 -О . х 3 = j t •
X f  +-2х 2 -  ̂ ЗС3 =~7, X f  = 1y
X f +2хг ~2х3=-1, Z z i?3 .
З х 7 -  x 2 л-Зсс3 10- Ответ. Система несовместна.
\ 3 X f  - Х 2 +~2х3 = 5 ,
\2oC f - х 2 -  х , з = 2 ,
14 ̂  -2 х 2 - 2 х 3 = - J .  у

X f +~2х2 + Зх3 — //. — — —i  ’ _ ж -  i
2 x f +-3&2+-4х3 +■ x /f= i2 , 2 3  ~ ^  '•
i3X f+ -tfx2 +- x 3 -ь 2 Xf/ => f3t
2i3Cf +■ x 2 +2x3 + J03a= /4 , / /  / _ t_

3Cf *-3oc2 +-2oc3 = 0 , .-Qrs*,*a- X f — 7 v ; x 2 7 ;
-  +-3x3 =0, y, _ j-30Cf - 5 x 2 +-tf3c1=,o  x 3 - v -

. X f +-17x2 +-4oc3= n ~ j- 6 j. 1 .
“ • r * , - « / - * , * Л ^ - Л  - “Ч Н г  * * - * ' - 7 * 2 - 7

\2 X f + зх г  ~ 2 x a +-3 x 4 =2 , xr  - s -  x 3 = t i '•
\5X f+ 5x2 ~ 3 x 3 + 7 x / =3. где и ^  -  произвольные

действительные числа. 4

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

3 .4 . Однородная система линейных уравнений

«Я?/ +- ^/2  *̂ 2 '*“ • » Х-/я ~ О,
а 21 X f  + а22 х 2 +- . • '■'-O-2 /г х п  = О,

&fil X f ■ CL ̂ 2 Х2 ^ а /1П Х/1 = О.

Однородная система всегда совместна. Ее решением всегда явля­
ется нулевое: X f= x 2 ~ •* • ’“Хл  = #  . Если определитель системы
A J  0, ю  это решение единственное. Для того, чтобы однородная 
система имела ненулевое решение, необходимо и достаточно, чтобы ее 
определитель был равен нулю.

82. При каком л  система уравнений имеет ненулевые решении? 
Найти их.

х ,
\ 2 х ,  ^  х 2 
|д  X f +2 ос2
Решение.

2  х 2 -  х 3 
■ х 3

О,

О,
+Х3 = о .

Определитель системы должен быть равен нулю:

1 2 -I
2 I I 
Л  2 I

0.

Раскрывая определитель, получим Л
ВИД

X f  +- 2 х 2 - х 3 = О,

3. При л  = 3  система имеет

2X f  +. х 2 ь -х  = о, 
3Xf +2х .  3 ’-ОСп ■ О ,

Прибавим I-е уравнение ко 2-му и 3-му.
X f +-2xz  - х 3 = о ,

х , 0 .
X f  + 2 х 2 - х 3 = 0 ,

3  X /  +~3х2 =  0 , —Ф X /
4 х г + 4 х 2 = 0 ,

Пусть х 2 =-'Ь , тогда X f = ~ t % х 3 = £  . Итак, при л  
имеет множество решений) x f = - £  , x 2 = t , х 3  =

3 система

83. При каком значении л  система имеет некулевые решения? 
Найти их.

3 X f  ~ 2 х 2  + х 3  =  о ,
а) , Л х / -U /x2 Ч5х3 =0, 

Xf +2  ol2 ~3 Х3 =0,

Г X ,  + Х 2 + З х3 -  О г
б) \ 2 X f  ~ 3 х 2 ~С/х3 -  О-, 

1 л х т +• х 2 +5зс3 = О .
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с
Ответы. а) Я = 3  •, х^ = — , х 2 ^ 3 - ^

б) Л = 3 ;  Л?, = - f ,  x 2 = -2 t  ,

84. Найти все решения системы:
3 х 1 +-2&2 +• х з  = О-, 
2ос1 -ь З х 2 +-3&3 -O iа) . б)

в)

Зое, + /ос2 л-2хэ = 0;  
х 1 л-2сс2 +- Зас3 = 0 ,

+ 6х з  = 0,
3X 1 +-SX2 + Зх3 а  0 .

\ 2лг, +-.% = О,
Х 1 +- +. — и

3oci ~2х 2 ±2 сс3 -  О ■

Ответы, а) единственное решение x t = х2 = х 3 = О;
б) ЗС] — — ^  Z/, 3 ^ 2 Х3 ~ <77*
в) Х^ = 3?3

вольные действительные числа.
произ-

3.5. Расчетно-графическая работа

Решение систем линейных уравнений 
I) Решть систему уравнений

да?
^а?

J y  - 3 & а ' - З а ,  
- в ,+ 9- ~ 2 z  

(са -1 )х-$ у+ (S - a )  г  .
тремя способами:

а) по формулам Крамера;
б) матричным методом;
в) методом Гаусса.

2) При каком Л  система
2 х - Ц ч - Л 2  -  О>

. ос*-у.-Заг = О,
~2x-hif-t-3fiz — О 

имеет ненулевые решения. Найти их.
В данных системах. (I -  номер группы на потоке; 

студента в групповом списке.
номер

20

4. ВЕКТОРНАЯ АЛГЕБРА

4.1 . Основные определения
Л

Г е о м е т р и ч е с к и й  в е к т о р  { 0 0  или и  ) -  это 
направленный отрезок, который определяется заданием начала и конца.

Вектор, у которого начало совпадает с концом, называется н у- 
л е в ы м .

Модулем вектора {/ЯВ/  или / а /  ) называется его длина в выб­
ранном масштабе. Если / 7£/ = I , то вектор называется е д и н и ч ­
н ы м  (а ° ) .

Векторы а  и 0  называются каляинеарными ( 3 / / S  ) ,  если 
они лежат на одной прямой_или jia  параллельных прямых, ректоры & и 

0  равны между собой {(1 — 0  ), если / д / = / ^ 7  и а  / / о  .
В определении равенства не участвует точка приложения векторов. 

Такие векторы называются с в о б о д н ы м и .  Свободные векторы 
можно переносить в любую точку пространства.

Например; векторы а. , О можно привести к общему началу 
(рис.1) или расположить в цепь друг за другом (рис.2) .

Р и с. I. Р и с. 2.

Векторы а  , 0  , С называются компланарными, если они 
после приведения к общему началу лежат в одной плоскости.

4 .2 . Линейные one паши над векторами

С у м м о й  векторов d  и 0  , расположенных в цепь, яв­
ляется замыкающий вектор, т .е . вектор, идущий из начала вектора а  
в конец вектора 3  (правило треугольника, рнс. 3 ) .
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Так как ОС -  S  , то суммой векторов, приведенных к общему нача­
лу, является вектор, совпадающий с диагональю параллелограмма, пост­
роенного на этих векторах как на сторонах, и идущий из общего нача­
ла (см.рис,3}.

Правило треугольника распространяется на любое число слагаемых: 
суммой векторов, расположенных в цепь, является вектор, идущий ив 
начала первого в конец последнего вектора (рис.4).

в

С в

о

зр

а

О

Р и с. 4
Р а з н о с т ь  в е к т о р о в ,  приведенных к общему началу, 

есть вектор, идущий из конца вычитаемого в конец уменьшаемого век­
тора (рис.5).

а - в

О

Р к с. 5.
П р о и з в е д е н и е м  в е к т о р а  а  на число я, 

(рис.б) называется новый векторла. (или ал  ). дая которого вы­
полняются условия:

а) 1ля 1= 1л113 ( ;  в) лаИ а.  , если л > О и
б) л а  Цй'} л а Н а  . ^ я < 0 .

GL

-4  а. О 2 а
р и с. 6 .

аВекторы CL к —и  называются противоположными. Вектор / 4 - * -  
есть единичный вектор направления а  - ' а ‘
22

85. В правильном шестиугольнике даны векторы, совпадающие со 
сторонами (рис.7 ). Указать векторы:
I) равной длины; 2) ксллиНеарные; %
3) равные; 4) противоположные.

О т в е т .
I) Все векторы.

3)
4) a - - ( t  ,  _

р и 7.с.

86. По данным векторов а  к 
построить векторы 2  а .-44  и 4j а  

Решение. Вытекает из рис.8 .

S & -E  87. В параллелограмме
ОРСД даны векторы ОР=а 
и О В  =zf_. Выразить через 
а__ и векторы Л/О , 
Ш  , М 3  , МС , где м  -  

точка пересечения диагона­
лей. _

.Ответ.

88 . Дан правильный 
шестиугольник ОАВСДЕ _со 
стороной 4 единицы, т  ,
П , /Г -  единичные век­

торы направлений ОД , ДВ , 
ВС . Найт зависимость 

между /7? , /7  , р  . Выра­
зить через_ т  векторы
О В ,В О ,О Д ,Д Р .

О т в е т ,  т - п .  +-р ~  О ;
4т  +■ 4 К  з -  4р-, 4п t-4p ~ 8 р  •   _  _

89._В параллелепипеде АВСДА1 В1 С'д'даны векторы Я В  ~ & , ДД~ S,
Р В ‘=С, совпадающие с его ребраш. Найти векторы-диагонали ДС' ,

Д'С , в д ' , в д  .
Ответ, a-y-fi +■ с ; а  +■ 2 ? -С ; t-y-c  -  а. ; S -  с  - а  .

- а
Р и с. 8 .
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4.3 . Линейная зависимость векторов. Бааис

Векторы а 1, а 2 , . . . } U n  называются л и н е й н о__ з а в и ­
с и м ы м и ,  если их линейная комбинация Л-(СГ -ьЛ2 Я2 -*-... ^ n Cn =0 

л хотя бы одно из чисел я  ,,Х2 , Л а  не равно 0 .в противной случае,
т..е.если эта линейная комбинация равна о лишь прия ,= Л 2 = - . ^ Л г̂ (/, 
векторы называются л и н е й н о  н е з а в и с и м ы м и .  Линей­
ная зависимость 2-х векторов равносильна их коллинеарности. Линейная 
зависимость 3-х векторов равносильна их компланарности. Линейно неза­
висимые векторы образуют б а з и с  п л о с к о с т и  (пространст­
ва), если все остальные векторы плоскости (пространства) можно выра­
зить в виде линейной комбинации этих векторов. Базисом плоскости яв­
ляется любая пара неколлинеарных векторов. Базисом пространства яв­
ляется любая тройка некомпланарных векторов.

Пусть векторы ё 1 , 62 , 63 являются базисом пространства.
Тогда любой вектор с  можно представить единственным образом в 
виде

О — JL-fG-f В2 *

Числа Лу , Л2 , Л3  называются координатами вектора С_ в базисе 
5г ♦ ег » &з • Обозначают С = (л г,я 2 ,Я3). Если ё, , ё2 , ё3  вза­

имно перпендикулярные и единичные векторы, то базис называется 
д е к а р т о в ы м .  Его обозначают I  , /  , к  . В декартовом бази­
се координаты вектора а  = а х о + -a .yj т-а^. р  совпадают с его проек­
ция** на оси координат ; 
ссж = п рах <3-', Су  “ Сроу ft- г f t  я  ~ роя ■

Модуль вектора а  ( а х , а у , а.%) определяется по формуле

/ # /  = л /а ж +■ Су +- &-&

Направление вектора определяется углами ос , j 3 , p  с осяш координат, 
косинусы которых равны

CC<J
c o s  *  -  , 2 д — ■ ; c o s  . C 0 S f=  /2  —

л/o - l  Р

Эти косинусы называются направляющими. Для них выполняется тождество:

COS оС +- COSZj3  +- COSZp  = 1.

Координаты вектора вполне определяют вектор, т .е . равные векторы 
имеют равные координаты.
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Л и н е й н ы е  о п е р а ц и и  над векторами переносятся 
на их координаты: пусть а. (а ж, а у  , а г )  и Р(Рх  , Ру, Р2) ,  тогда
а  +■ Р = ( а  ж +■ ёж )*■+-( С у  + ру  )J- +- ( c z  +■ PgL)  Я ,

л а ^ Л а х  I  + A a y j-  + -ла г  «  ■

Если векторы а  и Р  каялинеарны ( Р ^ я с )  , то их координаты 
пропорщ онал ьны

а х  ш а У- т а *г t 
РХ  ру  ^5  

Координаты вектора, заданного началом Aff (ccr,p f ,S£f)  и концом 
М2 (х2,рг , z~2X равны разности соответствующих координат конца и начала

TTpPz  ( ас2-х:г ;

90. Даны точки Я (1,2,1), В (2,-1,3)%С(3,сС,р) ^ри каких значения: 
«  и /  точка С лежит на прямой ЯВ ?

Решение. Чтобы точка С лежала на прямой ЯВ , векторы^## и 
ЯС должны быть коллинеарны. Находим координаты векторов Я В (1,-3,2), 
ЯВ (2 , ос -2 ,р -1 )  • Используем условие коллинеарности векторов
у ЯВЦРО ^ ---------- = » о с - - 4 ,  Д  = ё -

91. Даны три последовательные веркины параллелограмма
Я (1 ,1 , 4 - ) ,  В (2 ,3 ,-1 )у С(-2 ,2 ,0 )■

Найти четвертую вершину Д  , противоположную вершине 3  .
Решение. Используем равенство Я В -Д С  . Пусть Д ( & ,< / ,? ) тог­

да ДС (-2 - 00, 2 - у  ,~2), Я В ( 1,2гР). Из равенства векторов ЯЗ=ДС  сле­
дует равенство их координат -2-0? = 1 , 2 -е/~  2  , =  - 5  . Полу­
чаем JJ(-3, 0 ,5 ) .

92. Найти единичный вектор направления а - З ё - ь  Я у  - 1 2 Р  ■ 
Решение. Найдем длину вектора а. : /3 /=  +- 1 Я 4 - 13.

Тогда -  J — J  + _ ± .  Т— .
/ CL I 13 13 13

Коорданаты единичного вектора совпадают с направляющими косинуса** 
C O SoC ^JL , c o s p  = 4 L ,  o o s p = - j 2 .

93. На плоскости даны три вектора а  (3 ,-2), #  (-2 ,1 )  и С С 7,-Я). 
Проверить, что векторы а  и образуют базис плоскости и найти
координаты вектора С в этом базисе.

Реаэние. Векторы а  и Р  являются неколлянвариыми, так как
их координаты не пропори она* ьны ^  . Следовательно, а п  р
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образуют базис. Координаты вектора ~С в базисе векторов^ С , Р  
есть козффицненты линейного разложения с  по векторам а  и о ; 
Д^оса, +-р Р  • Перепияем это равенство в координатной форме:
Г 7 = ЗоС - 2  р  * V1 -' Я —~2сС +- р  .

Реная «стену, находим оС=1 , р  = -2  • Итак, С -  а - 2 Р  .

_  94. Найти координаты векторов: I) 2 а .  i 3)Jz+ -$ ,
4) <2 - iT  , Ъ) 2а  +- З Р , 6) ё  a - * если а  (3 ,-2 ,6)п О (-2,1,0)-

Огам. I ) ( 6 г 4 ,12),Z)(17j , 0),3)(1,- W ,  *)(1,-3.6),Ь)(0 -1 ,1 2 ),
b ) ( 3 , - f , 2 )■

95. Даны точки Р (з, —1,2) и В (-1,2,2). Найти координаты вектора 
Я в  . его модуль и направление (направляющие косинусы).

Ответ. ( - 4 , 3 , 0 ) ;  5 ' ,  С03аС=.~4 , c c s p = 4  , C O S f ^ O -
96. Может ли вектор составлять с координатными осями углы
а) еС = 45°, р  = 135°, f  = 60°i
б) оС « 90°, р  -  150°, у  -  6о0?
Ответ, а) нет; б) да.
97. Найти единичный вектор Ю р г )  направлена я а=*-ё 2 + 2 /-ЗА

- О а ы *

98. Определить, при каких ос и р  векторы а(2,оС,1)и Р(3,~6у 
ксялинеарны.

Ответ. ОС--4- ; Р ~ 2

99. Доказать, что точки В (-3 ,~ 7 ,-В \ В (0 ,-1, 2 ) и С( 2 ,3 ,0 )  
лежат на одной прямой.

100. Доказать, что четырехугольник с вершина** /1(2,1,-4-) ,
3 (1 ,3 ,5 ) ,  С (7 ,2 ,3 )  и Л(&,0>~£) есть параллелограмм. Найти
длины его сторон и диагоналей.  )

Ответ. л /о б '; V * T  J P V T i  у / 7 / '
101. На плоскости даны два вектора р _ (2 ,~ 3 )  и (j, (1 ,2)  . Найти 

разложение вектора а  (0 ,4 )  по базису р , *) •
Ответ. a  - 2 p + 5 ( f -

102. Даны три вектора р (3 ,~ 2 ,1 ) , ty(~U 1>~2) щ J Z  (2 ,1 , 3) Нв-й— 
ти разложение вектора С ( i f , - 6 ,  5 )  по базису р > ^ > 2 -

Ответ. С = 2 р - 3 р  +■ Z ■
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4 .4 . Скал явное произведение векторов

Скалярным произведением векторов а  и Р  называется число 
(скаляр), равное произведению модулей этих векторов на косинус угла 
между ниш_ _
(a-F)_=la_/-IP  l - C o s (  a , g

Если а  = F  -  вектор силы, 5 = 3  вектор перемещения, то
( Р ' 5 )  = / Р / .  / s i  c o s  ( Р , лз ) ~ р  -  есть работа силы F  на прямо­

линейном пути 3  .

Свойства скалярного произведения

1) Если a L ^ _ ,  то ( а - Р ) = 0 ,
2) Если а  = Р  , то ( cl-a.) — a .= ja i-  скалярный квадрат ра­

вен квадрату_модуяя.
3) (а -Р)  = / а  I п Ра Р - / Р /  nP f  с  -  скалярное произведение 

равно произведению модуля одного вектора на проекщю другого на 
направление первого.

4) Скалярное произведение подчиняется следующим законам умноже­
ния:

а) ( a - P j - ( f f - a ) ;
б) (а+~р)-о = ( а - £ ) j - ( Р -С ) ;
в) ( л а - 5 ) = л ( а - Р ) ,

Пусть a  (OCj, j f f i f y )  К р (о?!., /р2 , ^2.} '
Тогда ( а - Р )  +-^1^2 •>

/ 5 /  = v ( 5 - & ) '-  v & / + - + Z f  ;

( * ' ? )  ■ * > ' - * * * - ^ОС — —        ■ ■ ..—j , '■    a ' У
/ а  I - /57- i-Zj - v ^ 2 +Z2

x 1x 2 +■ z f ъг = 0 -  условие ортогональности (перпендикуляр­
ности) векторов.

IC8. Векторы а  п ё  образуют угол I f-  j л -  Зная, что / а  /=3 
и / Р 1=2 , найти:
I ) ( a - P ) > 2 )  а 2 -, 3 ) ё 2 ; 4 )  ( 2 a - 3 P f ;  5) / 2 а - З Р /•

Решение. I) ( а - Р )  = 3 - 2 - c o s ~ o v = - 3 ;

2) а 2 = / а ! 2 = д ; з ) Р 2 ~ /  3 / 2= 4 -у
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4) ( 2 a - 3 6 ) 2= 4a.2-  f2 ( a - S ) - g # 2= 4 -9 -1 2 - ( -3 ) -9 '4 = 3 6 ;

5) 12 5 .- 3 9 1 = V (2 d -3 S  f  =  V 5 ^  = 6 ■
104. Даны векторы (I ( -1 ,2 ,4 )*  ff(5 ,~1,0). Найти:
I) (a.- f f ) 2} 2) a 2 ■ 3) 4) (2а.-¥)(а+ЗЩ 5) ( a - # ) 2.

Радение.
I) ( a ¥ ) = - 1 '5 + 2 ( - 1 ) + 4 .0 = - 7 'y 
Z ) a 3- = ( - l f + 2 2+ 4 2=21-,
Ъ * Лш 5 Ы - Г ) %+ 0 % = 26
4) (2 a -  ¥ ) ( a  +3ff) = 2 J t4 f f - d ) + 6 ( a - f f )  - f f 2=

= 2  a  2+ 5 ( 5 -  6 )  -  ff2r  21 - 5  ( -  7) - 2 6  = -  Г9
5) ( a - f i ) 2= a 2- 2 ( a < 3 )  + f f2 = 21+ 14 +-26 = 61-
Замечание. Можно в последней задаче найти сначала координаты 

вектора 5 -  (-6 ,3 ,4 ), а затем ( a - f f ) 2= ( - б ) 2-*- 3 2+ 4  = 61■
105. Найти в не ши й угол при верпине 77 в треугольнике /7в  С 

7 7 ( 3 ,2 - 3 ) ,  6 ( 5 ,1 , - 7 ) ,  С (Г ,-2 ,1 ) -
Решение. Внешний угол при вериине_/? в треугольнике 77ВС 

равен углу между векторам* ДВ и СД  . Находим координаты век­
торов ДВ (2 ,-1 ,2 ) , СД (2 ,4 ,~ 4 ) . Теперь найдем косинус угла между 
ними   _

(ДВ' СД)  4 - 4 - 8  /,
c o s  у  - c o s  ( й в , е в ) -  - щ т щ -  * 7
Отсвда / =  a t c c o s  ( - 4 ) -

106. При каком ос векторы a=oc(-3j- +2к  и ff=i+2j--oC/<  
ортогональны?

Радение. Векторы ортогональны, если их скалярное произведение 
равно нулю

( а - 6)  = ос- 6  -  2ос = О сС—-  6'.
Итак, при ос ш -  б вектор ортогональны.

107. Даны векторы а  ( (  ~3,4)> i f (3,-4,2) и С (-1,1,4) Вычислить

пР д ^ с а -  а ( ¥  +-С)
-B agggaj. пРё+с = —f WTci -  _

Вычислим сначала координаты вектора Pi- С
¥+С = (2 ,-3 ,6 ) .

Тогда ц f  \ ^ y/j>:i+ (-3 )2 + 6 2 ' = л /Д д '=  7-
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Теперь вычислим скалярное произведение
a ( ff+ c  )  = 1-2-3 (-3 )+ 4 < б  = 35 .

Окончательно получим 5  = -— -=  5  ■
108. Векторы a  vi Р  взаимно перпендикулярны; вектор с  

образует с ними углы, равные — . Зная, что / а  1=3, I f f  / =>J,
lcl=8> найти: _  3

1 ) ( а а ) - ? 2) a 2- -r 3) ( а + в ) .с - ,
4) (3 a -2 f f ) ( 6 < r 3 C ) . ,  5) l 2 a - f f l .
Ответ. I) 12, 2) 9, 3) 32, 4) -  62, бЭ ^бГ .

109. Векторы а_ и Р образуют угол ; / л /= у ^ 1;
f g l - f . Найти J a + g \ .

Ответ, у т " 1.
НО. Даны векторы а (4 ,-2 ,~ 4 ), ff(6 ,~ 3 ,2 )  . Найти:
I) ( &•¥) ' ,  2) V E 1' ; 3) V F * 1; 4 ) ( 2 a - 3 f f ) ( d + 2 ¥ ) - ,
5) ( d + f f ) 2.

0*вет. I) 22, 2) 6 , 3) 7, 4) -  200, 5) 129.
I I I .  Даны точки Я (-1 ,3 ,-7 ) ,  В (2 ,~1,5) и С (0,1 ,~5)  . Найти:
I) (2Д В -С В )(2В С  +ВЯ), 2) л/Ш Г  г 3) .
Ответ. I) -  524, 2) 13, 3) 3.

J 112. Найти внутренний угол при верпине В  в треугольнике Я  ВС
Я(-1, - 2 , 4 ) ,  В ( - 4 ,  -2 , О) , С(3, - 2 ,1 ) .

Ответ. 45°.

ИЗ. Проверить ортогональность векторов а  (-1,2,2) и В (2 ,3  - 2 ) .
114. Даны вершины четырехугольника Я (2,-3,1), В ( 1 , 4 , 0)  ,

С(-4 ,1 ,1 )  и Д (-5 , -3 ,3 ). Доказать, что его диагонали ЯС и ВД  
взаимно перпендикулярны.

- 115. Даны векторы 0 ,(1 ,-1 ,3 ) ,  ¥ ( 0,2,~1) и С (-1,4,2). Найти 
прр  ( а  +-2с) .

Ответ. 7
  ~ V T~ '

116. Даны точки Я (-2 ,3 ,4 ) , В (3 ,2 ,5 )  , С(1,-1,2) ж 27(3,2,-*) • 
Найти ^Р св ЯВ '

Ответ. 2- .  7
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117. Вычислить работу силы F (3r2 ,-5 )  вдоль вектора ДВ ,
если Я (2 ,~ 3 ,5 \  В ( 3 , -2,~1)- 

0*«>т. 31-
118. Три силы Ff (З г4 ,2) ,  F2 (2 ,3 ,-3 )  и F3 (-3,-2,4) прилокены _к_ 

одной точке. Вычислить работу равнодействующей етих сия на пути МГМ2, 
где Mi (5 ,3 ,-7 ) , Mz (4,-1,~4) ,

Ответ. 13.

4 .5 . Векторное произведение векторов

Векторным произведением вектора а  на вехтор б  называет­
ся третий вектор С= [&■?) , для которого выполняются условия:

a) I c h  I Са-б] \=la\'l6l-sia(sr;f)
-модуль векторного произведения 

численно равен площади параллелог­
рамма, построенного на векторах а  
и 3  (рис.92; _  _

б) С LCL и С L fi ;
в)_с образует с вектора** 

а  и 3  правую тройку.
Если F  -  ома, приложенная 

к точке М , z= ОМ -  радиус-век­
тор точки М , то ГZ'F~)=M0 -  
момент силы относительно точки 0.

Свойства векторного
произведения

С = [0-31

Р и с. 9.

1) Еслиj z  / / S  _ ,  то [ а ' 3 ] = 0 ,
2) [ а - б ] = — [б-а~\ .
3) Для векторного произведения выполняются следующие законы 

умножения _   _
а) [ (а  + б)-с~\ = [ а - с З - ь  [ б - о ]  ■

б) [.л а - б ]  = л [ а ' $ ] .
Если и б  (зс2 ,у2,ъ2) , то

[а -ё Ъ

' ^  £  z z
С помощью векторного произведения можно вычислять площади 

параллелограмма и треугольника, построенных на векторах а  и б  , 
как на сторонах
Зпараа =  j С0 -’ &]{)  бл =-L f [ a - 0 ) f .

119. Векторы а  к 8  образуют угол У=тг^ • Зная, что
\ а \  » 6 и / # / . 5 ,  вычислить / ( а - в ) ! . Чемуравна площадь паралле­
лограмма, построенного на векторах а  и б  ?

Решение. I[£• /?]!= f a  I - \ б  l - s i n y  - 5 =  3 0 ( e f f ) .

3парал = \ [ a - f f ] \ = 3 o ( * 3 e ? ) .
120, Векторы а  ж % образуют угол Зная, что /а |«  I,

\ 3 \  = 2 , вычислить векторное произведение [(2а+£Г)(а+2бП  и ег0 
модуль 1[ (2 а -ьб  )(a+ -2 6 )]f .

Решение. Пользуясь свойствами векторного произведения, снача­
ла преобразуем векторное произведение
[ (2 а  + б У ( Я + 2 б ) ]  =2 [а-3]+ - [Ж-a  1 + 4 C 6 6 J  +■2 [ 6 6 3  =

= 0 - [ а - б ] в -  4 [ а - б ]  + 0 = 3  [ a ,S ') .
Теперь найдем модуль полученного выражения

l [ ( 2 a  + F ) ( S + - 2 f i ) l h l 3 i : S - ? H - ' 3 l C Z - i n \ -
д_

3 f a f - l 6 \ - s l n ( a , f f  )=>3'1-2 2
121. Даны векторы а  ( 3 ,0 г 2 )  и_ б  ( -1 ,2 ,4 )
I) [а-Я1  , 2) [ ( З а - б ) - б J-

Решение» I)

Найти

3 0-2 
-12 0 2  ■

3 О 
-12 4i-10j +6к  >

2) l (3 a - fi) .8 ]= 3 [a .ff] -[g .g ]= 3 [a -6 ]  = 1 2 i-3 0 ; i-1 8 K -
Замечание. Последнюю задачу^можно решить, найдя сначала коор­

динаты вектора З а - б  : З а - б =(10,-2,-10) . Затем найдем
С ( З а - б ) б )  :

L J  К
121-30j  +18 К[ (З (а -б )б Ъ 10 - 2  -ю  

- 1 2  4
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122. Сила F(3,2,~A) приложена к точке Я  (2 ,-1,1)  . Найти момент 
силы относительно начала координат.

Решение. Момент силы относительно начала координат опреде­
ляется по формуле M0 ^ [ z - F ' \  , где z  = ОЯ =  2 1 -] )+■ К •

\ Г  J  К I _
Тогда Мд = 12 ч  г j = 21  +11/  +• 7 к .

123. Найти площадь треугольника /ГВ С с вершинаш Я (7,0,0),
В (-1,2А ) ,  С(3,0,~1) и дайну высоты k  , опущенной из вершины С

на сторону Я В.
Решение. Площадь треугольника вычисляется по формуле

sa = j  j [ а - В ]  I , 1'де а  и 8  -  векторы, совпадающие с любыми
двумя сторона»» треугольника. Пусть, например, а= Я В  и •
Находим координаты этих векторов ЯВ(-2,2,0), Я С (2 ,0 ,-1 ) . Их век­
торное произведение

__ _  I f /  к  \ _ _  _  _ _
[ЯВ'ЯО]= \-2 2 4  \ = -1 2 1-24J- +-8 к  =  4 (~3i -6J- л-2 к  ), поэтому 

12 О 1 I

[ [яИ- Я£]  = 4- j- з Т - О /  +-2 к  \= 4 л/(-3)2+ (-б )2+ 2*  = 2 8 .
Отсюда S& = 14 (кв .ед .). Для отыскания высоты А воспользуемся 
формулой , откуда /£= •
Находим длину стороны ЯВ ' '

IЯ В I = \/(-2  ) г л-2я-+-А1 ' = 2 V F -  
ТогДа z 2 8  7 v ^

2 VF Z  3 ~ '  ~
124. Векторы а  и б  образуют угол y>= . Зная, что

\a  \ * 6, Iff] = 5  ̂ вычислить модуль векторного произведения этих
векторов / [ cZ' FJ I .

Ответ. 15.
125. Векторы а  к Я взаимно перпендикуляры. Зная, что 

/ а /  = 3, j f f l  « 4, вычислить
I) |Г ( S + 8 ) ( a - f ) l l  2) \ [ ( З а - Я ) ( а - 2 Я ) Ц .
Ответ. I) 24, 2) 60.
126. Даны векторы 3 L -J --2K  и 8=L +2J7-H . Найта 

I) [ a . f f ]  ; 2) Г( 2 a - f f ) ( a + - 2 f f ) l .
Ответ. I) S L + / + 7 X  ; 2) 2 S i  + ffj~+3 5 к  .

■70
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127. Даны вершины треугольника Я(1, - 1 ,2 )  , В ( 5 , - б , 2 )  и 
С( 1 ,3 ,-1 )  . Найти площадь треугольника и длину высоты, опущенной
из вершины В.

Ответ. 25; 5.
128. Найта площадь треугольника с вершинами Я ( - 3 ,2 )  , B(S,~2) 

и С(1,3) .
Ответ. 12.
129. Найта площадь параллелограмма, построенного на векторах

а=-7п-2К  и Я=3т + Я , если/ /я/  * I ,  \К \  » I , угол между век­
торами т  и /г равен .

Ответ. Z  .
  2

4.6 . Смешанное произведение 3-х векторов

Векторно-скалярное произведение (  [ а  Я ] С )  называется 
ным. Его можно обозначить a f f C  , так как ( [ a f f  ) с  )=  ( a  [ f f f f ]  )■ 
Смешанное произведет!® 3-х некомпяанарных векторов, образующих пра­
вую тройку, равно объему параллелепипеда, построенного на этих век­
торах.

IZnap = а §  с  •
Если а  , F  и С образуют левую тройку, то \^ар = -cZ ffc  •
Объединяя оба случая, получим формулу Vnap = / а  с  / •
Объем пирамиды, построенной на векторах а  , ¥  и С~ , вычисляет­
ся по формуле

уг = ?  \ a f c \ .
УПС/р 6  I

Если вектору компланарны,, то а  §  С — О *
Пусть а ( о с 1 , y.f , z f ) ,  ff  (ao2 l ^ z , z 2 ) , f f ( x 3 , ^ 3 , z 3 ) .  Тогда

I iff
r  a  z a f f c  = \ x 2 u2 2 Z

-  условие компланарности 3-х векторов.
130. Доказать, что четыре точки Я (  1,2,~1), В ( 0,1,5), С(-1,2,1) 

и Л (2,1,3) лежат в одной плоскости.
Решение. Точки Я , В _ ,  С и Л  лежат в одной плоскости, 

если векторы Яв , Я С и ЯЛ компланарны.
Находим координаты векторов Я В (-1 ,-1 ,6), ЯС ( -2 ,0 ,2 ) ,  ЯЛ (1,-1,0)-

•Жа и2 “22.
Х3 %  %
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ЯВ- ДС- ДВ
1- /  - 1 6 1 -1 -1 6
-2  0 2  _ -2 О 2

I 1 - 1 *  1 2 О -2
~ о .

Следовательно, векторы компланарны, а точки лежат в одной плоскости.
131. Найти объем пиражды с вервшнаш О (-5 ,-4 ,6), Д (2 ,3 ,1 )  ,

В  (Я,1,~2) и С ( 6 ,3 ,7 )  и длину высоты, опущении ой ив вершины 0 на 
грань ЯВС (рис. 10).

Решение. Объем пирамиды находим 
по формуле^ К „ р  = £ \ а . & с \ ,
где а = Д О } 6=ДВ, с=* Я  С .
Находим координаты_векторов _
ДО(-7,~7, 7) , Д В ( 2 , - 2 , - 3 ) ,ДС(4,0Д

Тогда - .

Ь-
Р и с .  10.

a f i c
1-7 -7 7 

= 2 - 2 - 3  
4 0 6

О О I 
- I  -5 -3 
10 6 6

Следовательно,
306

- 1 " 5 =  10 6 "

- I  - I  I 
7  2 - 2  -3  
'  I 4 0 6

7-44 «308.

Vnup
15Я (  ку<Г-е В) ■

Для отыскания высоты к  
где S  -  площадь грани ЯВС

6  3 1
воспользуемся формулой =-j S /l >

/ 3 V/7UP _откуда п =  j:------  . Площадь грани S
найдем по формуле S  =^[ДВ 'Я С]1- Находим векторное произведение 
векторов ЙВ_ и_ Я С
ДВ 'ДС -  - 3  I -  -1 2 1  -24 j- + 8 Я  = 4 (~ 3 i ~6/ +-2  к  )

.  14 О 6
°ГДа S = j - W ( - 3 f + ( - 6 ) 2*-22 

Итак, l .  154,L- 4 /.

■-2V9+36+-4 1 =  14

7 л -  11 (ей) •
132 . Даны векторы а (  1,~1,3) ,  6  ( -2 ,2 ,1 )  и С ( 3 ,~2,5)%
I) Вычислить а  Я С ; Г) установить, какую тройку векторов они 

образуют.
Ответ. -  7; левую.
133. Установить, компланарны ли векторы а  , 6  и С , если
I ) а  (3 , ~2 ,1) , 6 ( 2 ,  1 ,2) , 0 ( 3 ,  - / ,  ~2)j
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2) а  (2 ,-1 ,2 )  t 6 ( 1 , 2 , - 3 ) ,  0 ( 3 , - 4 ,  7).

Ответ. I) нет; 2)jga_.
/ 30^134. Доказать, что четыре точки Д(1,2,~1)  , В (0 ,1 ,В )  , С(-1,2,1), 
и В (2,1,3) лежат в одной плоскости.

135. Найт объем параллелепипеда, построенного на векторах
а  ( 1,~2,1), 6  (3,2,1) и 0 ( 1 ,0 , - 1 ) ,

Ответ. 12.

136. Найт объем пирамиды с верштами О(1 ,1 ,2 ), Д (2 ,3 ,~ 1 ),
В (2 ,-2  , 4 )  , С ( -1 , 1 ,6 )  .
Ответ. ^  '

!3 | л -.-137. Даны вершины пиражды Д (2,3,1), В(Я,1,~2), С(6 ,3 ,7 )  , 
Л(-5,~4,&) ' Найти дайну высоты, опущенной из вершины Д  .

Ответ. I I .

138. Объем пиражды V  * 5, три его вершины находятся в точках 
Я(2,1,-1), В (3 ,0 ,1 )  , 0 ( 2 ,~1,3) . Найти координаты четвертой вершины, 
если она находится на оси 0У.

Ответ. (0 ,8 .0 )  или ( 0 , - 7 , 0).
139. Показать, что векторы а=-~1 + Зу л-2Д  , 8 = 2 L -3 j~ 4 K ,

С=-Зс  +■ 12J-+-6K компланарны и разложить вектор j? по векторам а  
и 6  .

Ответ, с  = 5 а . +- 6 .

0  V .

Варианты контрольной работы 

В а р и а н т  I

1. Выполнить действия З Д ~ ( в - 0  , где Д=

e-(h П) .  с -  ( i  i f) .
2. Решить систему матричным методом

ос +-2и -  г  = J  ,
■ 2  ос - у  z  -  О,

Зое +- + 2 я = -1 .
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3. Найта n p s ^ f ( a - i ? )  , если a  = S i  - t - j - K , tf~L -7J. +-X  •
4. Найта площадь параллелограмма, построенного на векторах

a (f,1 ,-8 ) и О (2 , 0 , - 7 ) .
5. Проверить, лежат ли точки в одной плоскости

Я  ( 0 , 1 , - 3 ) ,  В  ( 0 ,1,0) , С (-1 ,2 ,~1)  » В  ( 1 ,0 , 7) •

Ответы и указания

I . / Г =  J- ( - 1  ~5 j i  ЗЯ~1' С ~ В  = Г -3 10 14 )  • 

2' Й ~~10 " | - 3  )> х - и р - О  > 2 — 2 .

з . - ^ Г  5 ' 5 / 4 . ^ . = / r - ^ l = v ^ .

5. Проверить, что Я В  ■ Я С  -ЯД -  О- 

В а р и а н т  2

1. Ревшть систему уравнений
Х1-0- + ^  О >

. 2 о с - у - + Я & - 0 ,
- х  = О.

2. Найта работу вектора Р= й~33  вдоль векторе Я = 2 о  + 3 ,
где | а |  = I, ! # \  * 2 и ( a ? F ) = f ’

3. Найта объем пирамида с вершинами Я  ( 0 ,0 ,1 ), В  ( 2 ,3 ,5 )  f 
С(6,2^5)* В  13,7,2).

4. Решить матричное уравнение ^4 - 1 ^ / 4  |  J  j  ,

5. Найта площадь треугольника с вершинами Я(1,1) , В  (-2А )к  
С(~3г2) и дяину высоты k  , опущенной из вершины В  на сторону 
Я С .’

Ответы и указания
I . Система имеет множество решений: х = - 3 0  , tf= -2 t , 2  = 2̂  

где -fr -  пршзвотьное действительное число.
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Z. Я * -  15. Найти скалярное произведение (а ~ 3 8 )(2 о -ь 1 ? )  .
3 . 20 куб.ед.
4 . / Г г~ £  (  3  М  , ( 1  2  3  )

/4  ( - 2  Я )  ’ \ 0  - 1  3  ) '
5. Sa = 2 1  кв .ед .;, /i * 5 ед.
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