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1. ЛИНЕЙНЫЕ УРАВНЕНИЯ 2-го ПОРЯДКА

О п р е д е л е н и е  I. Общий вид линейного обыкновенного диффе­
ренциального уравнения 2-го порядка

a2{x)y* + ax(x)y' + aQ(x)y = f{x),  (1)

где а2, ax,a0, f  - заданные непрерывные функции или постоянные, причем 
а * 0 для всех х  из рассматриваемой области.

Функцию f ( x )  называют правой частью уравнения. Если / (х) ^ 0 , то 
уравнение (1) называется линейным неоднородным или уравнением с пра­
вой частью.

При /(дг) = 0 уравнение (1) называется однородным (его правая часть - 
однородная функция переменных у",у',у):

а2 (х ) у ’ + ах (х)у '  + а0 (х)у  = 0. (2)
П р и м е р  1. Уравнение

у" + ytg.r + у cosx = х -  5 
является линейным неоднородным.

П р и м е р  2. Линейное однородное уравнение Эйлера 

хгу ’ + рху' + qy -  0, p,q -  const.

Основные свойства однородных уравнений вида (2):

1. Если у, и v2 - частные решения уравнения, то ух + у 2 есть также 
решение этого уравнения.

Данное свойство характеризует принцип суперпозиции (наложения) для 
однородных уравнений.

2. Если у , - решение уравнения (2) и С ■■ произвольная постоянная, то 
Су есть также решение уравнения (2).

О п р е д е л е н и е  2. Две функции g,(x) и g2(x) называются линейно 
независимыми на отрезке [а, 6], если их отношение на этом отрезке не яв­
ляется постоянным, т.е. если

, с
g2(X)

В противном случае функции называются линейно зависимыми. Дру­
гими словами, две функции g,(x) и g 2(x)  линейно зависимы на отрезке [а, 
Ь], если существует такое число С, что



= C  при V i€[a,i],T .e. g,(x) = Cg-(x). .
g2(*)

Аналогично определяется линейная зависимость любых двух решений 
ух(х) и у 2(х) дифференциального уравнения (1),

П р и м е р  3. Очевидно, что функции g,(x) = е2х и g2(x) = е 2х являют­
ся линейно независимыми, т.к.

g ,(x )  _  е2л' _ 4х

gi(x) е - 2 х
-  е const на любом отрезке.

Каждая из этих функций является решением однородного уравнения 

у* ~4у  = 0 (проверьте это !)

Таким образом ух = е2х и у 2 = е"2х - два линейно независимых решения 
указанного уравнения.

С другой стороны, согласно Свойству 2 однородных уравнений функ­
ция, например уг = 7Зе~2х также есть решение рассматриваемого уравне­
ния. Однако

у3 7,3е~2х „ .
= — -ур-- = 7 .3 -  const,

У2 е
т.е. решения у2 и уъ уже линейно зависимы, тогда как решения ух и у3 - 
линейно независимы (убедитесь в этом самостоятельно!).

О п р е д е л е н и е З .  Определителем Вронского (вронскианом) функ­
ций у,(х) и у2(х) называется определитель вида

^(УнУз) = }"; = У1У2 ~ У\У2 ■ (3)
>’i Уз

Т е о р е м а  1. Для того, чтобы решения уравнения (2) уг(х) и у 2(х) 
были линейно зависимы на отрезке [а, Ь], необходимо и достаточно, чтобы 
их определитель Вронского JT(y,,y2) --() хотя бы в одной точке этого от­
резка.

П р и м е р  3\ Рассмотрим опять функции у, = е2х и ,у2 = е~2х , Их 
вронскиан

"V 1 2т !\ С С •W = ; ' , | = --4 * 0 для всех ж.
2с -  2е‘ I

Следовательно, эти функции линейно независимы.
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Для,у2 — е и уг ~ 7.3е'2х имеем

е~7х 1 ,Ъе"2хW = .. j  =0  для всех х,
1~ 2ё~1х -Н.6е~2х\

т.е. решения у2 и уг линейно зависимы.
Путем вычисления вронскиана fV(yt,y3) убедитесь самостоятельно, что 

решения у, и у3 линейно независимы.

О п р е д е л е н и е  4. Любая пара линейно независимых решений урав­
нения (2) называется его фундаментальной системой решений (ф.с.р.),

Т е ор е м а 2, Если у, и у 2 ■■ любые линейно независимые решения 
однородного уравнения (2), т. е. его ф.с.р., то выражение

У =  С\У\ +  СгЗ'2 > (4 )

где Си С2 - произвольные постоянные, определяет общее решение уравне­
ния (2),

П р и м е р  3". Как было показано в Примере 3, функции у х = е2х и 

у 2 -  е~2х являются линейно независимыми решениями уравнения

/  _ 4у = 0.

Следовательно, его общее решение можно записать как 

' у  = Cte2x + С.ге~2х.

Т е о р е м а  3. Общее решение неоднородного уравнения (1) имеет вид

У -  Уо + У -  G& + С2у2 + У , (5)

где у  * 0  - любое частное решение уравнения (1), а у0 - общее решение
соответствующего однородного уравнения (2).

Теорема 3 характеризует принцип суперпозиции для неоднородных 
уравнений.

П р и м е р  4. Неоднородное уравнение

у" -  4 у  = Зх

3
имеет частное решение у  = -  х (проверьте!). Общее решение соответст-

4
вующего однородного уравнения найдено в Примере 3". Таким образом, 
общее решение данного уравнения можно записать в виде

v = Сле2х + С2е~2х -  - х.
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2. ОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
С ПОСТОЯННЫ М И КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Не существует общих методов для нахождения решений линейных 
дифференциальных уравнений 2-го порядка с переменными коэффициента­
ми. Однако такие методы есть для уравнений с постоянными коэффициен­
тами.

Общий вид однородного уравнения 2-го порядка с постоянными коэф­
фициентами

hy“ + py' + qy = О, (1)

где h,p,q - действительные числа.
Как было показано в разд. 1 (теорема 2), чтобы получить общее реше­

ние. уравнения (I), достаточно найти его любые два линейно независимые 
частные решения. Рассмотрим метод Эйлера для отыскания частных реше­
ний уравнений с постойными коэффициентами. Предположим, что частное 
решение уравнения (!) можно записать в виде

У -  ег*, (2)
где г - некоторое число, подлежащее определению.

Подставляя выражение (2) в (1), имеем
_ г х  е\nr в  +  p re  + qe  =  и,

откуда, сокращая на еп  Ф 0 , получаем алгебраическое уравнение для опре­
деления г

hr2 + pr + q ~  0. (3)
Если значение г удовлетворяет (3), то функция (2) является решением 

(частным) уравнения. (1). Квадратное уравнение (3) называется характери­
стическим уравнением для дифференциального уравнения (1). По извест­
ным формулам корней (3)

-  р  + 4 Ъ  - р ~ л ] В  _ 2
Л = ---- ,Г г= — Th—  Р ~ Ч' ^

Возможны следующие случаи:
1. Дискриминант D > 0. т.е. гх Фгг - действительные различные 

корни.
2. D -  0, т.е. г, = г2 - действительные равные корки.
3. D <0, т.е. гу ф г2 - комплексные (сопряженные) корни.

1. Действительные различные корни характеристического уравнения: 
г, * г , .



Частными решениями уравнения (1) являются две функции вида (2)

У\ ----- ег,х, У2 = e V  ■
Очевидно, что они линейно независимы (т.к. гх ф гг ):

_ е _ е(г\-гг)х ^ сот >
>’2 ev .

(Проверьте, что вронскиан V/(yx,y 2) ф 0!)
Таким образом, общее решение уравнения (1)

у  = Схег,х + С2еГ}Х . (5)

П р и м е р  I. Уравнению

у" + 2у ' -  Зу = 0 (6)
соответствует характеристическое уравнение

г2 + 2 r~ 3  = G
с корнями г, = I, r2 ~ --3, Следовательно, общее решение уравнения (6)

у  = Схех + С2е~1х .

2. Действительные равные (кратные) корни характеристического
уравнения

г, -  г2 = г .
Согласно (2) одно частное решение уравнения (1) известно

ГХ
У\ = е

Подстановкой в (Г) нетрудно убедиться, что другим решением 
является Т .

У2 = хеГХ >
причем у, и у2 линейно независимы:

у, erJC 1 —  = —  = — cons?.
У 2 хе" X

Следовательно, общее решение уравнения (1) в данном слуцае

у  = Схегх + С2хеп = е"(С, + С2х ) . (7)

П р и м е р  2. Дифференциальное уравнение
у " -8 у ' + 16у = 0 (8)

имеет характеристическое уравнение . «



r  - 8 r  + 1 6 - ( r - 4 )  = 0  

с корнями г, = г2 =>■= 4 . Поэтому общее решение уравнения (8)

у  = е 4х(С1 + С2х ) .  .

3. Комплексные (сопряженные) корни характеристического уравнения: 
Г; = а + ib, г2 = а -  /6 .

Прежде всего отметим, что нас интересуют действительные решения 
уравнения. Нетрудно убедиться (сделайте это !), что если некоторая ком­
плексная функция

г = и(х) + iv(x)

удовлетворяет уравнению (1), то функции и(х) и v(x) также являются его 
решениями в силу свойств линейных уравнений^

В данном случае частные решения уравнения (1) вида (2) являются 
комплексными функциями:

= er,x = e(a+ii)x, z2 = ev  = e(a~ih)x .
Используя формулу Эйлера» получим

z, = еак cos bx + ieax sin bx, z2 -  eax cos bx -  ieax sin bx ,
Следовательно, частными решениями являются также действительные 

функции

у, = cos bx, у 2 -  е™ sinbx, 
которые линейно независимы

у. e“* cos fox
— = —----------- = cfg ох *  c o n s t .

у  2 е“  sin bx
Таким образом, общее решение уравнения (1) имеет вид

у = С;у, + С2у 2 = «“ (Q  cosix + С2 sinbx). (9)

П р и м е р  3. Уравнению
у ' + 2у' + 5у = 0 (10)

соответствует характеристическое уравнение

г 2 + 2г + 5 = 0
с комплексными корнями г, = -1 + 2/, г2 = - 1 - 2 / .  Поэтому общее решение 
уравнения (10) записывается так:

у  = е"х (С, cos 2х + С2 sin 2х) .



3. НЕОДНОРОДНЫЕ УРАВНЕНИЯ
С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

Общий вид линейного неоднородного дифференциального уравнения 2- 
го порядка с постоянными коэффициентами

hy" + РУ +qy ~ /(* ) • (1)
Как известно (разд. 1, теорема 3), структура общего решения уравнения 

такого типа

У = У о + У • (2)
Нахождение общего решения у 0 соответствующего однородного урав­

нения не представляет принципиальных трудностей (см. разд. 2). Основная 
задача в данном случае - получение какого-нибудь частного решения у  не­
однородного уравнения.

Существует общий метод вариации произвольных постоянных (метод 
Лагранжа) для отыскания частных решений неоднородных уравнений. Од­
нако в ряде важных случаев такая задача решается значительно проще. Ко­
гда правая часть f ( x )  имеет специальный вид - квазимногочлена

/ (х) -  Р, (х}еах cos fix + Р2 (х)еах sin Вх, (3)

где Р] и Р2 - многочлены от х  степеней щ и п2 соответственно, а и р -  дейст­
вительные числа, частное решение у  уравнения (I) можно найти в анало­
гичном виде.

, Для наглядности рассмотрим сначала основные частные случаи пред­
ставления (3).

I вариант.

f ( x ) ^ P t(x )e ^ .  (4)

В зависимости от значений характеристических корней соответствующего 
однородного уравнения возможны следующие варианты.

а) Число а  не является корнем характеристического уравнения

hr2 +pr + q = 0 ,  (5)

Тогда частное решение у  ищется в виде

У -  Q\ (х)еах = (А0х п + Д ,хи ! + ... + А п) е ах, (6)
где Qi - многочлен степени п = п х с неопределенными пока коэффициентами

Подставляя выражение (6) в уравнение (I) с правой частью (4), сокра­
щая на еил , приводя подобные члены, а затем приравнивая коэффициенты 
при одинаковых .степенях х (по условию равенства многочленов в левой и
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правой частях), получим систему п + 1 линейных алгебраических уравнений 
относительно п + 1 искомых коэффициентов Ат АпЛ,.. ,А0.

П р  и м е р 1. Найдем общее решение уравнения
у" + 4у' + 3у -  х . (7)

Характеристическое уравнение

г2 + 4 г + 3 = 0
имеет корни г, = -1  и г2 ~ - 3, так что общее решение соответствующего 
однородного уравнения

у 0 =С1е-х +С2е~3х. ' (8)
Осталось найти частное решение у . Очевидно, что правая часть урав­

нения (7) относится к типу (4): в данном случае Р,(х) = х, а - 0 ,  т.е. значе­
ние а  не является корнем характеристического уравнения. Поэтому частное 
решение ищем в виде

у  ^  Qi (■*) = 40х + А  • (9)
Подставляя это выражение в уравнение (7), имеем

4Aq + 3(А0х + Ах) = х => ЗЛдХ + +(4Л0 + 3/4,) = х, 
откуда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем

3А0 =), 4Д0 + ЗХ, = 0 => А0 = Ах = .

Следовательно,

а общее решение уравнения (7) с учетом (8)

3’ =■Уо + У ~ с \е х +Сгг Зд + -  х -  -  .

б) Число а  является простым (однократным) корнем характеристиче­
ского уравнения.

Здесь ситуация аналогична случаю кратных характеристических корней 
для однородного уравнения (см. разд. 2). Частное решение у  ищется в виде

У -  xQi (х)е°“ , (10)

П р  и м е р 2. Найдем общее решение уравнения

у" -  7у' + 6у  -  (х - 2)ех . (11)
Характеристическое уравнение

10



Г2 - 7r + 6 = О
имеет корни г, = 1, г2 = 6,, так что общее решение соответствующего одно­
родного уравнения

'■y = C1e '+ C 2is6x. (12)

Правая часть уравнения (10) относится к типу (4) при л, = 1, а  = 1:

Р, (х) ё9* ~ ( х - 2 ) е х, т.е. показатель а  = 1 является простым корнем характе­
ристического уравнения. Поэтому частное решение ищется в виде

у= х (Л 0х + Л,)ех . (13)

Подставляя это у  в уравнение (10), имеем

[{AfjX2 + Л|Х) + (4 AqX 4- 2Aj) + 2А0 — 7{Л0х^ + А^х) —

-  7(2А0х + А{) + б(Л0х 2 + Atx)]ex = ( х - 2 ) е х,

или
~lQA0x + 2А0 - 5А, - х - 2 ,  

откуда, приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях х, получаем

—10А$ = 1,2Aq —5 Aj = —2 А0 = — ■—, ,

Таким образом, общее решение уравнения (10) с учетом (12) и (13)

У - У а + У  ~ С,ех + + ж(-------х + — ) ех .0 1  ‘ 10 25
в) Число а  является двукратным корнем характеристического уравне­

ния. В данном случае частное решение ищется в виде

У « * 2е ,(* )е“ . (14)
II вариант.
Правая часть уравнения (1) имеет вид

/  (х) = еах(М cos рх -г Л’ sin !3х), (15)

где М, Лг - действительные числа.
а) Число а  + г'(3 не является корнем характеристического уравнения. 
Тогда частное решение ищется в виде

У -  ea i(TcosPx + 5sinpx), (16)

где А, В - действительные числа, подлежащие определению. Их значения 
находятся аналогично предыдущему пункту I методом неопределенных ко­
эффициентов, но применительно к тригонометрическим многочленам.
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П р и м е р  3. Найти общее решение уравнения

у ” -  у  = 3е2х cosx . ■ (17)
Характеристическое уравнение

г 2 —1 = 0
имеет корни г, = 1, гг -  -1 , так что общее решение соответствующего одно­
родного уравнения

у0 =Ctex +C2e~x . (18)
Правая часть уравнения (17) относится к типу (15) при 

М  = 3, N = 0, а  = 2, р = 1. Так как число 2 +i не является корнем характери­
стического уравнения, то частное решение ищется в виде

У - e2x(Acosx + B sinx). (19)

Подставляя (19) в уравнение (17)* сокращая на е2х и приводя подобные 
члены, имеем

(2 A + 4B)cosx + (~4А + 2.5) sin х = Зсозх.
Приравнивая коэффициенты при одинаковых тригонометрических 

функциях, т.е. при cos х и sin х , получаем
2 А + 4В = 3, -  4А + 2В = 0 => А -  0,3, В = 0,6.

Итак, частное решение уравнения (17) имеет вид.

у  = е2х (0,3 cos х  + 0,6 sin х), (20)
а общее, с учетом (18),

У = Уо +У -  Схех + С2е~х +е2х(0,3cosx + 0,6sinx).

б) Число а  + гр является корнем характеристического уравнения,
Тогда частное решение ищется в виде

' у  = xeCL'c(Acosfix+ Ssmpx). (21)

П р  и м е р  4. Найдем общее решение уравнения

y '  + 4y = cos2x. (22)
Характеристическое уравнение

г2 + 4 = 0
имеет чисто мнимые корни г, = 2i, г2 = -2 i , поэтому общее решение соот­
ветствующего однородного уравнения

у0 = С, cos 2х + С2 sin 2х. (23)
Правая ' часть уравнения (22) относится к тину (5) при
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М  = l ,N  = 0, а  = 0, р = 2 , т.е. число 0 + 2/ = 2г является корнем характери­
стического уравнения, и частное решение ищется в виде

У = х(А  cos 2х + В sin 2х), (24)
откуда

У' = 2x(-.4sin2x + 8cos2x) + (4cos2x + 8sin2x),

У* = 4x(-4a cos 2x  -  В sin 2x) + 4(-A  sin 2x + В cos 2x).

Подставляя эти выражения в исходное уравнение (22), приводя подоб­
ные члены и приравнивая коэффициенты при cos 2х  и sm 2 х , находим

4.8 = 1, - 4 4  = 0=> 4 = 0 , 8  = - .
4

Следовательно, с учетом (23) и (24) общее решение уравнения (22)

у = С, cos 2х + С, sin 2 х  + - х sin 2 х .
4

III вариант.

Теперь перейдем к общему случаю квазимногочлена в правой части:

/ (х) = Я, (х)е°“ cos рх + Я, (х)еа* sin рх . (25)

(Очевидно, что вариант I является частным случаем (25) при Р = 0 , а вари­
ант II - при Рх (х) = М -  const, Р2 (х) = N  = const ).

В зависимости от значений характеристических корней возможны два
варианта.

а) Число а  + ip не является корнем характеристического уравнения. 
Тогда частное решение ищется в виде, аналогичном (25):

У = Q\ (x)ewc cos Р* + Qi Me"* sin рх, (26)

где Qt(x), Q2(x)  - многочлены of х одинаковой степени т, равной наивыс­
шей из степеней многочленов Р х и Р2: т = тах[и,, пг].

б) Число а  + г'Р является корнем характеристического уравнения.
Тогда частное решение ищется в виде

У ~ x(Qi (х)е°“ cos Рх + Q2 {х)есхх sin Рх). (27)

П р и м е р  5! Найти общее решение уравнения

у" + Зу ' + 2у  -  х sin х. (28)
Характеристическое уравнение

г2 + Зг + 2 = 0
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имеет корни г, = —1, г2 — - 2 , поэтому общее решение соответствующего 
однородного уравнения

3.’0 =С,<Г*+С2<Г21. (29)

Правая часть уравнения (28) относится к типу (25) при Рх ~0 ,пх ~0, 
Р2 = х, п2 = 1, а  = 0, р = 1, Так как число 0 + i -  Г не является корнем характе­
ристического уравнения, а наивысшая степень многочленов Рх и Р2 т_ — 1' 
то частное решение ищется в виде

У = Q\ (*) cos х + Q2 ( х )  sin х

или

У -  (А0х + Ах) cosх + (BqX + Вх)sinх . (30)

Подставляя (30) в уравнение (28), имеем

(2В0 -  A, -  А0х ) co sx- (2А0 + Вх + 5 0x)sinх  + 3(А0 + В) + В0х ) cosx +
+ 3(2?о ~ ~ А0х) sin л + 2(А$х --¥ Ах) cosх  + 2(В0х  + Bx)s m x  — x s in x

или

[(Л 0 + 3Bq~)x  + 3 Aq + Ах + 2  В,2 + ЗВХ ]cos х + [ ( —3,40 + В )х — 2А^ —

-ЗЛ , + 32? + 5] sin х = xsiti х.

Отсюда из условия равенства многочленов при cos* и sin*  получаем 
систему алгебраических уравнений относительно неизвестных коэффициен­
тов:

А0 + 3 В0 ~ 0
ЗЛ0 + Ах + 2В0 к ЗВХ ~ 0

-  ЗЛ0 + В0 -1
— 2 Aq — 3 A i -г 3 /5, - Вх - 0

Решая эту систему, находим
/  ' 

А0 =-0.3, Л, =--0.34, 50 =0.1, В, =0.12.

Таким образом, общее решение исходного уравнения с учетом (29) и
(30)

у = С хе~х + C2e"iX + (-0.3.V + 0,34) cosx + (0.1л: + 0.12) sin .т.
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4, ЛИНЕЙНЫ Е УРАВНЕНИЯ ПРОИЗВОЛЬНОГО ПОРЯДКА

Описанные в предыдущем параграфе свойства и методы решения рас­
пространяются (с соответствующими поправками) и на линейные диффе­
ренциальные уравнения произвольного порядка.

Т е о р е м а 4. Для того, чтобы система

у д х Ъ у С х),...,уп(х) (1)
решены й однородного у равнения

У п) -  (*)У""!) +... + О, Ш  + а0(х)У  = 0 (2)
была линейно независимой на некотором промежутке оси х» необходимо и 
достаточно, чтобы вронскиан системы (1)

>2 >'2 •••

J F ( X )  = Л ' >4 •.. Уп

y f . - 0 y ' t l) - ■ y («~l)
был отличен от нуля хотя бы в одной точке этого промежутка (тогда 
W(x)  *  0 во всех его точках).

О п р е д е л е н и е 5. Любая совокупность п линейно независимых ре­
шений уравнения (2) называется его фундаментальной системой решений 
(ф.с.р.).

Т е о р е м а  5. Если (1) - ф.с.р. уравнения (2), то его общее решение 
можно представить как

У = С, >'; (ж) + С ,у2 (х) + ... + Спу п (х) (4)

где Ск, к -  1, п , - произвольные постоянные.
■ Уравнение с постоянными коэффициентами

у {и) + +... + а,у '  + а 0>’ = 0, a* - c o n s t , k ~ \ , n ,  (5)
решается методом Эйлера (см. разд. 2). При этом каждому действительному 
корню г кратности к характеристического уравнения

г" д ая..хг я"1 +... + а,г + а0 = 0 . (6)

соответствует к частных решений уравнения (5): ещ,x e n ',...yXk~xen , а каж­
дой паре комплексно сопряженных корней а ±й> кратности к соответству­
ют 2Т частных решений: <?*“ со$Ьх,хет co$b,...,xi Thax cos&t,
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em sin bx,xem sin bx,...,xk~]eax sin bx.

П р и м е р  1. Решим начальную задачу (задачу Коши):

у "  -  7у"  + 1 6 /  - 12у  = О,уф)  = 0 , / ( 0 )  = 1,>’’(0) = 2. (7)
Сначала найдем общее решение дифференциального уравнения, с по­

стоянными коэффициентами (7), характеристическое уравнение которого 
можно получить, заменив каждую производную на соответствующую сте­
пень параметра г:

г3 ~ 7 г2 +16г -1 2  = 0. (8)
По теореме Виета произведение корней алгебраического уравнения 

равно его свободному члену, который в данном случае разлагается на три 
натуральных множителя 12 = 2 -2 -3 .  Каждое из этих чисел, как легко про­
верить, является корнем уравнения (8), так что гх — г2 = 2 (действительный 
корень кратности 2), г3 = 3 (простой). Следовательно, общее решение урав­
нения (7) представляется как

у  -  е 1х (С, + С 2х)  + СъеЪх. (9)
Теперь найдем значения произвольных постоянных, соответствующие 

заданным начальным условиям. Дважды дифференцируя (9), имеем

у '  = е 2х (2 С. + С , + 2Сгх)  + ЗСъе Ъх,V I 2 2 3 ( 1 0 )

y '  = 4e2x(Ct + С 2 + С 2х) + 9СгеЪх.

В силу начальных условий, при х  = 0 равенства (9) и (10) дают:

>(0) = Cj + С3 = о ,

/ ( 0 )  = 2С, + С 2 + ЗС3 = 1, (11)

/ ( 0 )  = 4 С ,+ 4 С 2 +9С 3 = 2 .

Решив систему (11) относительно неизвестных С1гС2,С2 : С, =2,.  
С2 -  3, С3 = - 2  и подставив эти значения в общее решение (9), получим 
искомое решение задачи Коши (7):'

у  = е 2х( 2 + З х ) - 2 е 3х.

Т е о р е м а 6. Общее решение неоднородного линейного уравнения

У л) + а„_, ( х ) у (п~,) + ... + а )(х)у ' + а0(х)у  = f ( x )  (12)
можно представить в виде

У = Уо + У = С \У\ + с гУг + -  + С пУп +У-. ( 13)
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где v0 - общее решение соответствующего однородного уравнения (2) (см. 
(4)),:У  - какое-нибудь частное решение уравнения (12).

Для отыскания частных решений неоднородных уравнений с постоян­
ными коэффициентами и правой частью в виде; квазимногочлена

f ( x )  ~ e cu [/)i(x )cosfk  + Я  (a) sin Ра], а , Р е  R, (14)

где Я, (х) и Р2 (х) - многочлены, используется метод неопределенных ко­
эффициентов (см. разд. 3). При этом, если число а  + гр совпадает с харак­
теристическим корнем кратности к , то частное решение уравнения (12) 
ищется в форме

У ^ х ке™ \QX (а ) c o s  Рх + Q2 (a) sin fk] , (15)

где <2i и Q2 - многочлены степени, равной максимальной степени много­
членов Рх и Р2. Если а  + ф  не является характеристическим корнем, то в 
формуле (15) надо принять к = 0.

П р и м е р  2. Найдем общее решение уравнения

/  -8у* = 24х2 - 3 2 .  (16)
Сначала найдем общее решение соответствующего однородного урав­

нения

у г - 8 у* = 0 , (17)
для которого характеристическое уравнение представим в виде

г 5 -  8г2 = г 2 (г3 -  8) -  г 2 (г .-  2)(г2 + 2г + 4) -  О,

откуда Гу = г2 -  0 (корень кратности 2), г3 = 2 (простой), r45 = 1 ± л/з (про­
стые). Следовательно, общее решение уравнения (17)

y Q =С , + С2х  + С3е 2х + е~х(С] cos ,'Зхя-С5 sin Зх). (18)

Правая часть (16) - квазимногочлен с параметрами a  = G,p = 0,

jFJ (х) — 24х 2 -  32. Число О + г'О = 0 является характеристическим корнем 
кратности к ~  2 уравнения (17), поэтому согласно (15) частное решение 
уравнения (16) ищем в виде

У -- т 2 (Ах2 + Вх + С) = Ах4 + Вхъ + Сх2, (19)
где действительные коэффициенты А, В, С подлежат определению. 

Дифференцируя (19), найдем производные

Г :  12а +6Вх + 2Сх , V1 О
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и подставим их в уравнение (16):

- 9 6 А х2 -4 8 В х  + \6С = 24х2 - 3 2 .
Это равенство должно выполняться тождественно (для всех х), т.е. 

многочлены справа и слева должны совпадать, откуда
А = -0,25, В - 0 ,  С -  2.

Итак, частное решение уравнения (16)

у  = х2 (—0,25л:2 +2) ,  
так что с учетом (18) общее решение (16)

у  = С., + С2х  + Сге 2х + е~х(С4 cos-v/ з х + С5 sin л/Зх) + х 2(2 -0 ,2 5 х 2).

Т е о р е м а ?  (общий принцип суперпозиции): Если у, и У2 - некото­
рые частные решения неоднородных уравнений вида (12) с правыми частя­
ми соответственно f x (х) и / 2(х ) , то У = УГ + У2 является частным реше­
нием (12) с / ( х )  = / ,  (х) + / 2 ( х ) ,

П р и м е р З .  Решим уравнение

y ,v + 2у* + у  = 3cos2x + 5 e \  (20)
Соответствующее однородное уравнение

у /к + 2у" + у  = 0 (21)
имеет характеристическое уравнение

г 4 + 2 r 2 + l = ( r 2 -И)2 = 0

с чисто мнимыми корнями кратности 2: г, ~ г 2 = /, г3 = г4 = - / ,  поэтому 
общее решение уравнения (21)

Уо ~ (Q  + Сгх)  cos х + (С3 + С4х) sin х . (22)
Правая часть исходного уравнения является суммой двух различных 

квазимногочленов, поэтому частное решение для (20) также-удобно пред­
ставить как сумму двух" частных решений у  = у , + у 2 соответствующих

слагаемых f  (х) = 3 cos 2х  и / 2 (х) = 5ех в правой части (20).
Вначале найдем частное решение неоднородного уравнения

у 1} + 2 у 9 +■ у  — 3 cos 2х, (2,3)

Параметры квазимногочлена справа: а  = 0, р -  2, Рх (х) = 3 . Число
0 + 2i -  2i л е  является характеристическим корнем уравнения (21), поэтому 
частное решение (23) ищем в виде
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у, = A cos 2х + В sin 2х .
Подставляя Это выражение в правую часть (23) и приведя подобные,

имеем
9 A cos 2х  + 9В sin 2х = 3 cos 2 х ,

откуда А -  у  В = 0 ,  так что y.t -  * cos 2х .

Теперь определим частное решение уравнения

у г/ +2у"+ у  = 5ех (24)

с параметрами квазимногочлена в правой части: а  -1,(3 ~ 0, (х) = 5 .
Поскольку число 1 + 0/ = 1 не совпадает с характеристическими корня­

ми уравнения (21), частное решение (24) ищем в виде

У2 = Аех.

Подстановка у 2 в (24) после сокращения на ех дает А = ~ ,  т.е.
4

Таким образом, с учетом (22) общее решение уравнения (20)

у  = (С, + С2 х ) cos х  + (С3 + С а х) sin х  + - cos 2х + — ех .
3 4

5. МЕТОД ВАРИАЦИЯ ПРОИЗВОЛЬНЫХ ПОСТОЯННЫХ 
(МЕТОД ЛАГРАНЖА)

Метод неопределенных коэффициентов пригоден только для неодно­
родных уравнений с постоянными коэффициентами и правой частью специ­
ального вида. В . общем случае для решения неоднородных дифференциаль­
ных уравнений используется метод вариации произвольных постоянных, 
разработанный Лагранжем.

Пусть известны функции у 1(х ) ,у 2(х),...,уп( х ) , образующие ф.с.р. со­
ответствующего однородного уравнения. Тогда его общее решение согласно 
теореме 5 можно записать в виде

Уо(X) = С\У\ М  + С2у 2 (х) +... + Спу п (х). (1)
По методу Лагранжа общее решение неоднородного уравнения ищется 

в аналогичном виде, но с некоторыми функциями Ск (х) вместо произволь­
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ных постоянных Ск,к ~ 1 ,п :

у  (х ) = С, (х)у, (х ) + С , (х )^2 (х) + ... + Сп (х)у„ (х). (2)

Здесь, в отличие от (1), набор коэффициентов С* при частных решени­
ях уже не остается постоянным для всех X, а как бы изменяется, варьи­
руется от точки к точке (отсюда и название метода).

Неизвестные функции Ск (х) определяются из условий, чтобы выраже­
ние (2) удовлетворяло неоднородному уравнению, а производные общего 
решения у (х )  имели вид, аналогичный производным решения у 0 (х) одно­
родного уравнения. Например, дифференцируя (2), имеем

/ О )  = + €\У\ + Е 2у'2 + С2у 2 + ... + (3!
Сравнивая это выражение с производной от (1)

Уо(х) = Сху[ + С2у 2 + — + Спу 'п, (4)
приходим к условию

€{y t + С'2у 2 + ... + С'пу п = 0 , (5)

которому должны удовлетворять функции С'(Х) , чтобы (3) имело вид, ана­
логичный (4):

Уо(х) = С,У; + С2У2 + ... + С„у'„ .
Продолжая дальше таким же образом, т.е. последовательно находя про­

изводные от у (х )  вплоть до п - 1  порядка, получим систему линейных ал­

гебраических уравнений для определения неизвестных функций С'к (х) :

ЦУ\ + ^гУг + •■•+ Уп ~ 0

+ ^'гУ'г + -  + ^пУ'п = 0  
■ ...     (6) 

а д - 2)А ^ 2>+ - + о ? " * >= о
+ &2у ? -•>+... + а д - '>  -  f i x )

(последнее из равенств (6) получается при подстановке (2) непосредственно 
в дифференциальное уравнение с учетом всех предыдущих условий). Оче­
видно, что определитель системы (6) совпадает с вронскианом W(x) ф.с.р. 
{Ук (*)} > который, по определению ф.с.р., отличен от нуля, и следовательно, 
система (6) имеет единственное решение - набор функций с ; ( х ) д  = 1,«. 

Интегрируя найденные выражения для С'к ( х ) , получим искомые функции
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Ск(х) , а значит и общее решение (2) неоднородного уравнения.
Для неоднородных дифференциальных уравнений 2-го порядка (и --2 )  

система (6) принимает вид

{€:>’, +С:1У2= о  _

1 а д + ^ 1  = / ( * ) •

П р и м е р  1. Пользуясь методом Лагранжа, найдем общее решение 
уравнения •

/ -  Г - У +  7  д  = (8)
X +1 X + i

Непосредственной подстановкой можно убедиться, что соответствую­
щее однородное уравнение

У - ? с- /  + - ? - - у  = 0 (9)
X +1 х~ +1

имеет частные решения у х (х) = х и у 2 (х) - х 2 - 1 ,  которые являются ли­
нейно независимыми, т.к.

У2  (д) X2 - \  1£1-----------  ---- х  ф const.
у, (х) X X

Общее решение уравнения (8) будем искать в форме

у(х) = С1 (х)у, (,х) + С2 (х )у2 (х) = С. (х)х  + С ,(х )(х2 -  1) . (10)

Тогда система (7) примет вид

\ С.'х + С '( х 2 -1 )  = 0
J  J  ■ (Н)

[С[ + 2С'гх = х 2 .

Умножая второе из этих уравнений на х и вычитая из полученного ра­
венства. первое уравнение, найдем

С'2(х)=  j  = х -  2Х - (12)
х  -т! х  +1

откуда, интегрируя обе части, определяем

Г 2(X) = j f j c -  * )dx  = 1 X2 -  1 1п(х2 +1) + С 
JV х +1)  2 2

Подставив (13) во второе из уравнений (11), найдем

(13)
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а ;(х )=  2’f  - х Щ = 1 ~ х 2 ~ , 2
JC2 +1 x 2 +i

откуда, интегрируя, определяем

С. (х) = 2х -   ̂х3 -  larctg х  •+ С , . (14)

Таким образом, в силу (10), (13) и (14) общее решение уравнения (8):

у (х )  = 2 х - ^ х3 - - la rc tg х л  Сл ] х + | ^ х* -   ̂1п(х2 н-1) + С2. j(x2 -1 ),

или приводя подобные и перегруппируй члены:
3 , 1

у(х)  = Схх  + С2(х2 - 1 )  + — х 2 + — х 4 -  2 х arctgх  -
2 . 6 (15)

- ~ ( * 2 -1)1о(х2 +1),

где Q  и С2 - произвольные постоянные.
Отметим, что первые два слагаемые в (15) образуют общее решение со­

ответствующего однородного уравнения (9), а все остальные - частное ре­
шение исходного уравнения (8), что согласуется с теоремой 3,

Для уравнений 3-го порядка (и = 3) общее решение ищется в форме

у (х )  = С , (х)У1 + С2 (х)у2 + Г, (х) >’з , (1 б)
система Лагранжа (б) принимает вид

■ С[у\ + С'2у г + С;у ', ~ о ; (17)

С у 1+ С'2у 1 + С у з = / ( х ) .

П р  и м е р 2, Найдем общее решение уравнения

т ! s in x  . v * f v ‘ ^ T - -  (18)
COS ■ X

Прежде всего определим ф.е.р, соответствующего однородного уравне­
ния с постоянными коэффициентами

у ” + у '  ~ 0 .  . (19)
Решая характеристическое уравнение

г ~+г  — г ( г ’ + 1) -- 0 ,

имеем r, i= 0, г, = /, г3 = - / .  Следовательно, ф.с.р.-, уравнения (18) образуют 
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функции у, (х) "  1, у г (х) = cos: х, уч {х) -  sin х , подставляя которые в систе- 
му (17), получим

с ;  + С*з cos х + Cj sin х = О,

- -  С'2 sin х + С) cos х ~ О,
sin х

(20)

■ С! cos х ~ Сз sin х -  -
COS X

Умножая второе их этих уравнений на s inx ,  третье - на cosx и скла­
дывая полученные равенства, определим С'2(х)  = --fgx, а затем из второго и

первого уравнений последовательно найдем Cj(x) -  - i g 2x  = 1 -  -
1

COS X

, sm х
4 ( jt) =   -

COS' X
щш:

Интегрируя эти три выражения, получаем искомые функ-

£ , ( * ) =  =  — +  с , ,
4 COS" X  cos

Г , (х) = ~ j igxdx = Inicosjc| + С, ,

III cos2 X
ш; = х -  igx + С3 '

Теперь; можно выписать общее решение исходного уравнения (18) 
(см. (16)):

у  (х) ~ С, (л) + С?2 (х) cos ж + Г:5 (х) sin х  =
1

■= - +- С, + (Inicos xi + С ,) cos х + (.х  -  (gx + С3) sin х .
cosx "
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