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О ПТИ ЧЕСКАЯ И НФ О РМ АТИКА
(практика)

Раздел: Преобразование Фурье и его свойства.

Рекомендации: см. книгу О.И. Смокий, В. А. Фабриков. «Методы теории систем и 
преобразований в оптике», стр.17-19, 53-56.

Пусть х = (xi, х2,..., х„) и ^ = (^i, ^п) - координаты на входе и на выходе,
соответственно.

При ЭТОМ X  ̂= Xi^i+X2^2+ - +Xn̂ n.

Преобразованием Фурье называется оператор:

/ (х )— >F(5 ): F(£)= { /(х)ехр(- 72тгх^)d л: ( 1.1)
R”

Физическая интерпретация:

Обратное преобразованием Фурье:

« х ) = /  И 5 )е х р (й и £ )< Г 5
R n

Свойства:

( 1.2 )

Симметрия: Преобразование Фурье от Фурье-образа дает зеркально перевернутую
исходную функцию

Если / ( х) —-— то F(x) —-—> /(-^ ) (1.3)

Доказательство
р р 0 -2)

J  F(x)exp(-Z27rx^)d'Jx=  J  F(x)exp[i27rx(-^)]d'Jx— /( - ^ )
R a R a

Физическая интерпретация:

Если / (х )—-—>F(E)), то / ( - х ) — >F(-ij)Инверсия: (1.4)

Доказательство

J  f ( - х ) е х р ( - 1'2 лх £ ) d х  = -  J f ( y ) e x p ( i 2 / r y g ) d y  =  J  f ( у ) t x p ( - i 2 n y ( - g ) )d  j  — F ( - g )
( i . i )



Сопряжение: При сопряжении функции Фурье-образ становиться сопряженным и 
зеркально перевернутым:

Если /(х) —-— , то /* (х) —-—>F*(- (Е5)

Доказательство

{ /*(х)ехр(- 12кхЪ)&пх = |  /(х)ехр[- 12кх(- ^)]d'
R" L R-

( 1.1)

=  П-%)

Подобие: С увеличением масштаба аргументов функции, масштаб Фурье-образа 
уменьшается (а - вещественное):

1 (
S i  S 2 \ пЕсли f (± )— ^>F(g), то / ( 3 7 , а,х2,.. .,апх п) ^ ^ ------------- F  \ (Е 6 )

a \ ' a i '  - 'a n а ,  а л У

Доказательство

{ /(az)exp(- I2kxq)(1 х  — —J / ( 7 ) exp -  йтгу —
5  j^n — V 3 ,

Смещение: Сдвиг аргумента функции эквивалентен умножению Фурье-образа на
экспоненту с линейной фазой:

Если / (х )—-—>F(E)), то / ( х - х 0 ) —-—>F(^)exp(- 12кЕ,х0) (Е7)

Если / (х )—-—>F(E)), то /(х)ехр(Й 7Г 0̂х )—-— > F ( - ^ - ^ 0) (Е 8 )

Если /(х) 3 >F(%), то F ( Z - £ 0) 3 1  > f(x)exp(/2K%0x) (1.8’)

Доказательство
7= х~ хо р

J  f (x ~  x0)e xp (-n n xQ d x  — J  /(/)ехр[- 12к(у+ xu)Z}dy=
Я” Я”

( 1.1)- u-i;
= ехр(- /2rar0£)J f(y)  ехр(- йтг/с) d 7 -  ехр(- F tzx̂ F I  с)

Я”

Факторизация: Если функция от л переменных равна произведению функций 
меньшего числа непересекающихся переменных, то ее Фурье-образ 
равен произведению соответствующих преобразований Фурье 
меньшей размерности:

Если / ( 1 ) _ 5 _ » Д 5 ), то f,(x2).... (1.9)



Модуляция:

Если /(х ) - >F(̂ l) , то f ( x ) cos(27T^0.y) - Д-[^(^+ £0) + F (£ -  £0)] (ЕЮ)

Доказательство

С учетом cos(27T^n7)=  ^-[ехр(й7гс,7 )+ ехр(- Дтгсп *)]

Физическая интерпретация: Наложение решетки приводит к появлению двух порядков
(удвоению изображения). Чем чаще решетка (меньше ее период), тем 

дальше расходятся порядки.

Доказать, что если на входе в Фурье-анализатор комплексная амплитуда f(x) -действительная 
и четная, то комплексная амплитуда F(q) на выходе анализатора также - действительная и 
четная.

Решение: *
Вещественная: f  (х) = ДА), четная: К-х) = Их)
Вариант 1.

\~к Т ( к  ^ х ~ ~ х \~к Т ( к  ^1 /(_  'v)= f (x)
F(~fy= J —J  f ( x ) e x ^ i — x ^ jd x  —  -  J — J  f(-x')ex(^ -  i — x ' ^ dx' -

4 1  A t')exp -  i ^ x ' l  dx'= E(q) 
t  „  V  r

- четная

сл*. вышеI к  f  (  к  Л f "<x>= я -v) Г 7Г  я? С к  л

£*(S)= J -7 J  /*W exp i —^  d *  -  —J /(*)exp i— d * =  £ ( -^ )  =
г . .  у l  J У ' ' - » ,  У l  J

Вариант 2.

F & =  J 4 1  Д » ех р  -  i 4 ^S d *  = / 4 1  Д » ех р  -  i 4 *S d*+  / 4 1  Д » ех р  i’4 ^/ • /• /
d*=

2 -J~ [  f(x)cob 4 ^  d^r- вещественная

Дифференцирование:Если /(x )—-—>F(£), то —-—>/271̂  F(£) (1.11)
d̂ fj

Доказательство
( uv) -  dv\-uV

p ,  ~

J   e x p ( - i 2 T r z q ) d z =  J  e x p ( -  й т г z q ) d  / ( y )  —
d*

= f(x)- exp(- i2jix%)\'_̂  -  1  / ( z) d exp(- J2nxt)

w (i.i)
= 0+ 12щ] f(x) exp(- i2kxq) d x — i2tzqF( q)

о с циллирующ ая функ ция (± °о)= 0



ф у н к ц и я  я р к о с т и  ~  %

Физическая 
интерпретация:

Оптический элемент, выполняющий умножение в частотной плоскости на 
представляет собой амплитудный транспарант с функций яркости ~ с.
При этом мнимая единица г=ехр(тг/2) выполняется с помощью прозрачной подложки 
толщиной h  =  Л / 4 ( п - 1), где п  - показатель преломления материала подложки.

Оператор Лапласа: ^ { 4 ’^ + ^ 4 * ’^  3 >-  4 к 2(^2 + rf)F((;,r|) (1.12)
д х Э /

Доказательство
00 00 (  Э2 э 2 ^
1  I  Д V2 + / ( у  у )  ехр[- 1 2 к ( х ^  + у ц ) ]  d x d y = I 1 + F _,д х 2 Э У  

Э2 / ( у у )
= IJ" -FF ехр[- Л п ( х В ,  + j t | ) ] d x d  у  = j  j

: 32кЪД>

д х

д f(x,y)  
д х

д х

д  / ( у  у )

д х
ап)

е х р [ -  12к(х^ +  m ) ] d  * d y  =

ап)
(12тф2 3[ / ( у  у)} = -4тi%2F{^  л).

Интегрирование: Если /(х )— >F(£), то /  /(x )d x —-—у-Щ-
Л щ

Г d е(х)Доказательство В а р и а н т  1. Используя теорему Барроу I  d х =  g(x)
-о, d х

d gix) fОбозначим / ( x ) = -------- , тогда I /(x)dx= g(x)
d x _

| \  |  /(x)d x > е х р ( - 1 2 к х Ь , ) й х  = Jg(y)exp(-Z27X^)d x  = G(^), с другой стороны

(1-13)

F ( E , )  =  f f ( x ) e x p ( - i l T i x ' Q d x  = f— ^exp(-i27XYi;)d.Y =  i 2 K ^ G ( ^ ) ,  то есть
J J A v

an)

d x

J j } /(x)d x [ех р (-й я ^ )й  дг = G(S) =
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Вариант 2.

J  j  J  / ( l )  cl I  r exp(- Rkxq) cl x
h= X- x, d?c=dx -o<kx<x? T̂ fa-x,-<x<)<0 :J |J  / ( A.+ x)d exp(- В.лх'%) d x -

_= J exp(i27i)ii;)'j J f(X+ x )exp[- 12k(X+ z)q]dzrd X= F(q)J exp(i27i}ii;)d X=

m ехр(72яА4)
m
I2n

F̂ )

1-  lim[exp0 2 Ti)ii;)]%—J60
m

Унитарность (сохранение расстояния):

Если / ( x ) ^ ^ F ® ,  то J  < ; ( x ) / ; - ( x ) d " x = j  
Доказательство

R" R"

3? SSP ЯРJ J ^(*)exp(-£7U^)d* • J f2(j)  exp(- йтг/с)d у

I  J  f i W ^ i y . 1 Г ехр[-Йтi ( x -  y)^,]d^ d x d y =  [  fl(x )f* (x)dx

8 ( a -  y)

Равенство Персеваля:
Е с л и  / ( х ) ^ ^ ) ?  т о  j  | / ( x ) | 2 d " x  =  j  | F ( £ ) |2d 4

R"

Доказательство
gp  gp  go  gp

J | / ( ^ ) | 2 d ^ = J  J  F ( £ ) e x p ( i 2 7 U ^ ) d ^  • J  F ( £ ) e x p ( £ 7 U ^ ' ) d £

R"

dx-

J J т П %  ' f  ехр[-г2л(§-|)х]с1х d | d ? =  J f © r © d i ; =  (  T ® f  d f ;

8(b- b)

(1.14)

(1.15)



Раздел: Операция свертки. Часто используемые в оптике функции.

Рекомендации: см. книгу О.И. Смокий, В. А. Фабриков. «Методы теории систем и 
преобразований в оптике», стр.28-40.

Теорема о свертке:

Если g(x)= { f (x ') lз (х -х ')й лх' = f * h , то G(B,) = F(B,)H(B,), (2.1)
R a

где ц ( х ) - * - £ ® ,  е д - * - , / / ® .

Для линейной системы: /(х) а д -£(х)

где /(х) - входной сигнал, ^(х) - выходной сигнал,
h(x) - импульсная характеристика, Н(^) - передаточная функция.

Доказательство

I I f(x ')h (x-  x ')dx'

t= х— х \  
х= t+x'

ехр(- I2Kxq)dx —

J  J  f (x ')Дг)ехр(- Jinx'q)ехр(-I2Ktq)dx'dt= F(t)H(q)

И обратно: /(х )Д х )—-— F (r( ) //(^ -r i)d 'Jr i . (2.2)
R a

Доказательство

|  F(ii)tf(i;-Ti)d'JTi=J ^(4)J Д х)ехр [-йтгх(^-л )М лх й лл =
R n R n R n

= j" Дх)ехр[- Л к х ^  ^(л)ехр[127гхл]блЛ<1лх= J /(х )Д х )ех р [-i27rx^]d'Jx = 3{ /(х)Дх)}
R n R n R n

' ----------------------------------------- V----------------------------------------- '

/ ( X )
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Теорема об автокорреляции: Следует из свойства сопряжения и теоремы о свертке

Если g(x)= { /* (х ') /(x '+ x )d 'Jx '=  /®  / ,  то G(^)= |F(^)|‘ , (2.3)
R a

где g ( x ) ^ ^ G ( £ ) ,  /(х ) - >F(E)) .

Доказательство
£= x+ x \

2P p  x= t-x '

J  J  /* (x ' )  f(x+ x')dx'  exp(- i2kxq)dx  —

= J J f  (С ) / ( Г)exp(J2kx' q)exp(- J2ntt)dx'dt=

J f*(x')exp(I2Tix, Q d x 'J  f(t)exp(-12Tztq)dt= F(q)F(q)= \F ( l f

И обратно: | /(x ) |‘ —-—>| F*(r|)F (r|+  £)d л r \ . (2.4)
R a

Доказательство

j i7*(rl)̂7(̂ + rl)d'iЛ= j F*(T1)J C(x)exp[-22%x(b} + r|)]d" x d" T| =
Я” Я” R°

= j" /(x )exp[-i27rx^]| F*(ri)exp[-/27rxri]d'Jr id 'Jx =  J" /(x )/* (x )exp[-i27rx^]d 'Jx =  3 { |/(x ) |‘J
R" R" R"

/  (x)

В виде свертки двух функций могут быть представлены многие интегралы. Так,

AY ° /2 R  W  ^  х() / 2 ,I f(q)cfq= f(x)*rect(x  / х п) , где rect(x / х Г1)= ) , , 11 ’ - прямоугольная функция
л-л„/2 [0 ,дг>дг0 / 2

И J  f(x)*U (x)

где U(x)= \ ’ -нгди н ич наяяступе нчатаяяфун кцияимятх^ункция Хевисайдам
[(),*< О

Для операции свертывания функций роль единичного элемента играет дельта-функция 
Дирака Дх). Она является ядром единичного оператора, записанного в интегральной форме:

ф ( х ) * 5 ( х )  =  ф ( х ) я
я
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Дельта-функцией S(x-xo) называется обобщенная функция или линейный непрерывный 
функционал (распределение), ставящий в соответствие каждой функции <р(х) из основного 
линейного пространства функций D число (Дхо). Символически это записывается в виде:

j 8{х0-  x)(p(x)dx= ф(лг0).

Свойства:

дельта-функция Дирака

j 5(y)dy=  1 j 8 (*)d x=  1

Симметрия

Подобие

5(t)=5(-t)

8(ах,ЬУ)= р ^ а д / )  
\ац

Преобразование Фурье
5 ( f ) - M l

1 —-—>2n8(w) (2.5)

Доказательство
осцилпирукзцая функция(+ °о)= 0, С
только при д=0 возникает неопределенность -

&-ё
5щ(2таф1тш" 1°л<тши( sin(2m^))

J  exp(-£tKxC)dx-
exp(-&izc) sin(27rzq)

fat Т&, И-
_ 2КЛО):>2К\2}

7Г 1=0.
= 2хаХ2кх2) 1

а ©

Дифференцирование

Доказательство

8(п\ х ) =  d ( -  i r — а д
v '  d x n v х п ^  J

1явариант:яИспользуяжвойствоядиФ Ф ереннированияя

J ud^urf viu ^  ixz

ix

d x
л - > т % я

< ■
8(у )

ix X

8(.v)

(2 .6)

d x  d x

2 вар. ан2:яИ спол ь з у я я у 8( х) = Оя

d x  d x  d x  d x  d x  d x  x



Интегрирование и дифференцирование

[  s« (* -  * „ ) < p ( * ) d л г =  (-  1)"<р'”> (^), где S«(x) = и ф ' " > ( л г п ) =  ^ 2 ^  (2.7)
d *  d *

л= л-0

Доказательство
f  f  Л Я О -лО  ? J Ud,= m-J,dU

J  8 ( х -  дг0 ) ф ( д г ) ( 1 д г =  J  ф ( Х )   - - - - - — d j ^ =  J c p ( * ) d 8 (х -  х0) -
_  Q X  _

Ф ( * ) 8 ( * -  ^ о ) Ц -  f  8 ( * - -y0)d Ф(*) = -  ф'(/:>)

Интегрирование J  8 (х -  х 0)8 (х -  x l)d x =  8 (^j *„ )  (2 .8)

Со сдвигом
8(7- Q - 2 - ^ e ™  

Ф"ь*—-—>2тг8( tf— wn)
12 К ( ax+ by)  3е Л+ ' — ^ 8 ( с -  р ц -  Ь)= 8 ( с -  а)- 8 (г |-  Ь) (2.9)

Прямоугольный импульс

гес1(лг)= Г ’ T ' 2 ^ ^ A T s m c ( l  10)
[О, \х\> Т / 2  кс,Т

Доказательство
^  ё*— е ш sin(7t*)Г/2 ---------- = sin* . _  =sinc*

=  A ^ m ' =  ATsincdT)
”5

IГ''2Аехp (-j2 „*ij)d*= .4exp(- fllf S
т,2 -  2̂^S -Г /2

Интеграл Пуасона

exp(- o u r)d *  = J — (2.11)
a

Обозначим J exp(- o u r)d * =  /  

Понятно, что
J SP 23 If f

J=  Jj exp(- our)d*- J  e x p ( - a / ) d j =  J  J  exp[- а (л г + / ) ] d * d  j=

fjf [  exp(- a r ) r d  rd ф= J 2 n [  e x p ( - a r ) r d r =  2 n — — jf e x p ( - a r ) d ( - a r 2)
I о о V o  V ^ 2 a / 0
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Гауссова функция (является собственной функцией)

ехр[- %(х2 + / ) ]  3 >ехр[- 7Г( ^ 2 + л2)] (2 .1 2 )

Доказательство

Используя (2 .11) ^  exp(-* 2)d *  = 44, , получаем:

р  -  ( .V+ Лгр 2= -  х 2-  12кх^+ (тг^)2 р

J ехр(-z 2)exp(-I2kxq)clх  — J ехр[- (х+ m c rjex p (-7i 2q2)d z=  л/тг ехр(-тг2с2)

В общем случае для «-действительного имеем:

J ехр(- ox2)exp(-if,xl)dx=  ^expf- (32q2
Доказательство 

J ехр(- ах 2 )ехр(- ifkq)d
i ^ v+i №J= - ttv2- ^ + ^ (K)2

I exp - л /ш м — t=  i(3^ 
2va  у

(2.13)

Квадратично -фазовый множит ел ь

ехр[ж(лг+ у 2)]—-—>iexp[- лг( ^ 2 + rp)]

Доказательство

(2.14)

В общем случае для «-действительного имеем:

Г exp(iccr)exp(-if>xq)dx= J — exр — — (32q2
V а  V 4 а

(2.15)

Доказательство 

J ехрфссг)ехр(-$х%)Ах
У а х — ] = ia x 2-  43л£+— ( ffi)2 

2i a )  4 а  п

= J exp jf yfax- J L
2л/ осу

Ч - ^ J exp - Г - S -'2v 1 i 2л/ау
Je  ^&x= 4 k

d x  — ext - j -m  J -. 4 a  J V a



Раздел: Полярные координаты. Преобразование Ханкеля.

Рекомендации: см. книгу О.И. Смокий, В. А. Фабриков. «Методы теории систем и 
преобразований в оптике», стр.45-50, 59-60.

Полярные координаты

Преобразование Фурье в полярных координатах:

F (p ,0 )= J J1 /(г,ф)ехр[- Z27T.rpcos(0- ф)]г<1 гйф (3.1)
0 0

Доказательство

% Л ) =  I Г Д Х /)ех р [- 12к(х^+ j r | ) ] d x d / ^

Используя
х  = г cosp ^  = р  COS0
у  = г sin^  ;; =  р  sin б'

dx dу  = Я кобиан dг d(p, где 
Эх Эх

Я кобиана ^оу ду
Э г  Эф

следовательно ж 1х dу  =япйпйр,  тогда получаемя 

—> F ( p ,  0 ) =  J J1 /(г,ф)ехр[- I2tz r p ( c o s фсов0 +  sin ф вт 0 ) ] r d  r d  ф=

дх ду дх ду  . . . .
— • - —  - — — = совф- rco sф— (- rsin ф)- sin ф= rcos" ф+ rsin ' ф= г,
дг Эф Эф дг

cosArcosjd-sinxsin у=- cos(x- у)

J  J 1 /(г, ф)ехр[- 12к грсо8(ф— 0 )]гЭгЭф

я
Обратное преобразование Фурье в полярных координатах: 
я

я f(r,9) = J J1 F( р, ф)ехр[/2 л rpcos(0 -  ф)]рЭ рЭфя (3.2)
0 0

Функция Дирака в полярных координатах

5(х- х0, у -  у,)= —  — 5(ф- ф0) (3.3)

Доказательство

П подставим ^  ^  Я /  \

5 (х - х0, у -  j 0) d x d j  = J J  -------—8 (ф - ф0)- rd rd  ф=
Г0 0 о
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Радиально-симметричная функция Дирака в полярных координатах

8 (х ,/)  = —  (3.4)
К Т

Доказательство

П подставим V е f  R (  А  1 Ф  f  2ТГ 1 Г
5 ( x , / ) d x d /  =  J  J  r d r d ф =  — J  d ф] 6 ( r ) d r = — - J  8 ( r ) d r =  1

КГ  к  ,, ,, к  2 „о о

Преобразование Ханкеля.

Двумерное Фурье-преобразование функции Дх,/), обладающей осевой симметрией Д х/) = 
Дг, в) = Дг) приводится к одномерному преобразованию Фурье-Бесселя или преобразованию 
Ханкеля нулевого порядка:

Я (р )=  2л J f(r)J0(2K rp)rdr
О

Доказательство

По определению F( р, ф) = /  Я Д / 'f  ехр[- 12к rpcos(0 -  ф)]dQdr=

с учетом JД х)  = - f exp(iH2l)exp(-ixcos t )d t ,  J m(-x)  = (-1 )mJ m(x)
2  к  J

j 2 7t
—  |exp[rzcos(f-tn)\dt= J0(-z ) = J 0(z) -Бесселеваяфункцияянулевогояпорядка 
2к i

= 2 n f  f(r)JJ2K  /p) rdr= H( p)

Обратное преобразование Ханкеля:

я  f(r) = 2 к [  Н{ р)J0 (2к /р) р ф  я

(3.5)

я

(у.6 )я

Формула Парсеваля:

я  [  f{r)g  (г) rd  r=  J F{ p)G*( р) pd ря

Доказательство
Используя ортогональность Бесселевой функции на бесконечном пределе:

«Г r d г =  ^ а ~  (3) ДС1)я

ГF(p)G*(p)pd р= f(r)J0(2Krp)rd г

I I
О О

f{r)g  {б)гг

f{r)g* (6)rr

1\Д
oL о

4 т г /  Д Д к г р Д Д к б  р) pd р

2rcJ g \ 6 ) J 0(2K6 p)dd б pd р=

(C l)

d r d d —

4 к ‘
6 (2 к г -  2кб)  

2кг
d rd d  = J f (6 )g \r ) r d .

я

(у.7)я



Преобразование Ханкеля круговой функции:

[ 1, r< R н R 
d r t r l K ) = \ '  S + j p n R p )

[О, r> R  р

Доказательство

В о с п о л ь з у е м с я яг о ж д е ст во м я/  cR= x.Jt(x) я
О

f  1 т  1-Л
2к\ J„(2xrp)rd г =  г / ,(2 я й р )=  -J ,(2 K R p )

п 2 тс р_ п 2 тс р_ р

я
П реобразо ван иеяХан кед яяотггД>7 //а<ш/ Диракам  
я
я  8(r- R )—- —>2nR- J ()(2nRp), R> Оя

Доказательство

2к[  8(r- R)J0(2nrp)rdr= 2nR- J 0(2nRp)
О

15

(3.8)

я

(у.9)я

я
я
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Раздел: Основные типы световых волн.

Рекомендации: см. пособие В.В. Котляр. «Френелевские изображения», стр.3-17.

4.1. Показать, что сферическая волна Е(х, у, z) -

удовлетворяет уравнению Гельмгольца:

exp (ikR) 
R ’

R 2 2 | 2 | 2=Х +у +Z ,

V-+ k~)E(x,yz)  = 0.

Решение:
Перейдем в сферические координаты. Тогда Лапласиан:

V2= - ^
(

г  —  \+
1

sin 0 —  +
1

г  ЭА дг) г  sin 0 Э0к дв) г  sin2 0 Эф

т 1 Э
В нашем случае V"Е= — — г Е -

дЕ е г ;  п Л— = — {ikr- 1); -Ч 
дг 1 дг

(
Г  Э А  дг) ’ 

Э е '

а именно:

^ Т г Г т У Г{1кг~ 1)' = ~ к2геЛг''

Акг

V2E= -  к2 —

4.2. Дан гауссовый пучок с комплексной амплитудой

- ( л - 2+ / ’/ а д

U(x,y,z)-
B(z)

B(z)=a +2iz/k.

Показать, что он удовлетворяет параксиальному уравнению распространения:

U (x ,yz )=  0 .
э э2 э2

2  ik h ~+
dz дх2 ду2 _

Решение:

Перейдем в цилиндрические координаты. Тогда Лапласиан:
Т 1 Э Г  1 Э2 2 2\ 2

V l = 7 A r A + 7 3 ? - a < / ) =
г2

Э Е е

Vi Е--

e  B(z) f

B(z) V

r2

4e B(z) f

2 г \ Э Э Е ) д 
’ дг

Г
2 г е

B2(z)
4 re

7
B(z) f  p.

г  \ Э £ _  дE dB(z) e Biz) f
B2(z) i  d z ~  dB{z) dz ~ B2{z)

B2(z) { B{z),

r2

- 1+ - 1+
r Л

B{z).

(*)+2й(**) = 0
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4.3. Показать, что параболическая волна

F(x,y,z)=k/z exp[ik(x2+y2)/2z]

удовлетворяет параксиальному уравнению распространения:

Э Э 2 Э 2 ^
2 i k  — h г \~

dz дх 2 д у  J
F(x ,y ,z )=  0 .

4.4. Показать, что коэффициенты разложения по ортогональному базису {хРп(д)} с 

дискретным индексом л: f(x) = l e w .
П=—оо

вычисляются по формуле Сп = j  f(x)yYn(x)dx 

Решение:
Учитывая ортогональность функций хРп(д): 

домножим и проинтегрируем обе части:

j  j  £ с ,  } в д т > ) < * =  1 СЛ „  = С„

4.5. Показать, что коэффициенты разложения по ортогональному базису {'Р (сх,х)} с 

непрерывным индексом a. f ( x ) = J  C(cr)'i/(cr, x)da,

вычисляются по формуле С(а)  =  J  f(xyV*(a,x)dx

Решение:
Учитывая ортогональность функций {'Р (oz.x)): 

j  Ч*(а, ху¥ \ /3 ,  x)dx= S ( a - /3) 

домножим и проинтегрируем обе части:
оо оо оо оо оо

J  f(x)4> (p, x)dx=  J  J  С(а)Ч(а, x)da x )dx= \  C(a)  J 4* (a, x f Y ( p ,  x)dx d a  =

] c ( a ) S ( a - j 3 ) d a = C ( j 3 )
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4.6. Показать, что если Ua(x,y)  = J J ^ ( а ,  J3)exp[ik(ax+ {ly)\dad [5,

то Д,(а,(3)= j  j  UJx, у) exp[- lk( ax  + |3y)] d x d y  

Решение:
Учитывая ортогональность функций exp [й  (алг + Р/)], домножим и проинтегрируем обе части:

оо оо I оо 1

f f^ ,(y /)e x p [-A (a A  + (3'/)]d*d/= J J" j J J ЛДос, p) exp[i/c((XY + (3j k ) ] c 1 cxd (3 ̂ exp[-i/r(oc'лг + (3'jz)]d A'd jk=
—oo —oo I —oo I

= J 1 4,(cx,(3)J JJexp[ik(our+(3/)]exp[-iA'(a'^+P'/)]d^d/ldadP =

8 (a '-a ,p '-p )

= j  j  4,(0, |3)5(a'-a, (3'-(3) d ad (3 = 4,(a', (3')

4.7. Получить интеграл Кирхгофа через разложение сферической волны по плоским волнам. 

Решение:
Разложим сферическую волну

exp[ik^x2 + у  + z 2) Qxp(ikR)

S{x’y z ) = A ^ 7 T ? 7 Г ~  = А — r ~ '

по спектру плоских волн U(x, у, z) = Лехр[й(ау+/Зу± z^Jl-a2 -  /З2 )J:

— ^ — - =  J  J  Д  da, (3) e x p [ i k z - y / l  -  a 2 -  (З2 е х р [ й ( а д +  (3/)]dad(3.

Так как сферическая волна в плоскости z=0 имеет амплитуду

exp (ik<Jx2+ y )  ехр(Йг)
S ( x , y z  = 0 ) = - - - - - - г д   - - - - - -  =    -•

VХ- +У  г

то найти функцию А / а , Р )  можно переходя для удобства в полярные координаты:

4 , (ос, /3) = J 1 6 Х Р ( ^ Г )  ехр[- ikrp cos(ср -  6)\■ г d г d ср,
о о

и используя известные соотношения J  expf ixr cos (р) d ф = 2 izjn(x ) ,
о

jex p (i'a r)jn(6 r )d r=  ~ г = = ^ ,  а> b ,  
о v а- -  tr

где Jo(x) - функция Бесселя нулевого порядка.



Тогда

Л0(а,Р) = |  ехрфкгн |  exp[-iA7 pcos((p-0 )]dcp rd г =

= 2nj exp(ikr)J0(krp) d г =

2 ji/0(irp )

2%i 2 K i p2= a 2+p2 2 K i

^ k 2- { k p f  k ^ l - p 2 k ^  l - a 2 - p 2

Итак, разложение сферической волны по плоским волнам имеет вид 

cxp(ikR)
R

f f expfikz^l-a2 - р 2)
= -2к  J J  j '2 о=— exp[ik(a^ + P /)Jd a d p .

ik-Jl -  a 2 -  р2

Ранее мы получили связь комплексной амплитуды поля Uo(x,y) в плоскости z= 0 с 
комплексной амплитудой U(x,y,z) в плоскости z:

U(x,yz)= ] \U 0(x ' ,y )H (x -x ' ,y - y ,z )d x 'd y

где Н(х, y,z)=  | | exp ikz^jl -  a 2 -  p2 exp[ik(ax + d a d p

Правые части формул (*) и (**) связаны между собой. Это легко видеть, обозначив

D = <J l - a 2 - p 2

_Э_
dz

cxp(ikR)
R = - 2тсЯ dz

exiy(ikzD)
ikD

exp[ik(o« + P /)]dadP  =

— 2tz 11 exp f 11\ z 1 k) с x |") | / A" f (/, А" “Н Py) ] d a  d P = -2%H(x, y, z)

Таким образом, мы получаем связь левых частей:

-2кН (х,уг) =
d z

cxp(ikR)
R

э э э
= —  [exp(Ai?) • R~] ] = — [exp(Ai?)]i? _1 + exp(ikR) —  [R~

n d r i  , d r i  ikexp(ikR) dR exp(ikR) dR
= й е х р ( й Л ) ^ № -  +ехр(йй)(-1 )R- - [ / ? ]  = -------------

Учитывая, что

получаем:

dR_d_  
dz dz (T +/ + r ) A i ( T +y + r p - £ H  = ̂ + / + ^ = 4

TTf \ ZeXV(ikR) ( ;  1
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4.8. Для параксиальных световых полей, представимых в виде:

U(x,y,z) = E(x,y,z) exp(ikz).

где E(xyz) - медленная меняющаяся от z  составляющая, exp(ikz) - быстро меняющаяся от z  
составляющая, к - волновое число, 
получить параксиальное волновое уравнение.
Решение:

Подставим параксиальное световое поле в уравнение Гельмгольца:

[V2 + k2]U(x,yz) = 0 ,

и получим уравнение для медленно меняющейся по z  амплитуды E(xyz) :

[V2 + к2] Е(х, у, z) exp (ikz) =

( d2E(x,yz) cfE(x,yz)) d ( dE(x,yz)
= exp(ikz)\----—3-----+----- —----1 +— | exp(ikz)---- ------ +E(x, у  z)ik exp(ikz) J + krE{x, у  z) exp(ikz) =dy  J dz dz

dE(x,yz) d~E(x,y,z) d E(x,y,z)
= exp(ikz)ViE(x, yz)+lkQxp(Ikz)   +exp (ikz)  +ikexp(ikz)  ------+

dzrdz
+E(x, у  z)(ik)2 exp(ikz)+k2E(x, у  z) exp (ikz) =

dz

= exp (ikz)V~±E(x, у  z) +2ikexp(ikz)
d E{x,yz) d2E{x,yz)

dz
+exp (ikz)-

dz2
= 0

Э E{x,yz) d2E{x,yz) 
V\E{x, у  z) + 2  ik Y  У = 0

dz dz-
(3.2)

, Э2 Э2
где V“ = ——+—*г - поперечный лапласиан. 

dx~ dy
Пусть медленно меняющаяся амплитуда удовлетворяет условию

d2E(x,yz)
Эг

« 2  к
ЭE(x,yz)

dz
(3.3)

тогда вместо (3.2) получим параболическое (или параксиальное) уравнение распространения 
света

V i + 2  ik —  
dz

E(x,y,z) = 0 . (3.4)
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4.9. Дан гауссовый пучок с комплексной амплитудой

~ ( x 2+ r ) / B ( z )

U(x, у  z) = -----— ----- , B(z)=a2+2iz/k.
B(z)

Найти уравнение для множества точек (х,у), в которых интенсивность гауссового пучка 
равна 0 . 1  на расстоянии z= 1 0  мм, 2с=0 . 0 0 1 мм, а= 1  мм.

Решение:
е- ( .Г + Г ) М г )  е- ( л -2+r) /B"-(z)

Интенсивность /=  \U(x,yz)[  = U(x,yz)- U*(x,yz) =
а д  я »

2a2(.v2+ Г ) !(.v2+Г) 2(.y 2+Г)
.м у
V % ) l л J-(л-*+уЗ В (Ẑ B(Z)\ а4+У1 2К а4+[^Г 1+1 ^ 1  1~ f *(z)B*(z) ) *=Т  ( J  { * )  Т5~ 0

= У’= 0.1
В(г)Я-(г) 4 4 /

а +  т

-  2(лг + j /2)= 1п0.1=>лг+ у 2 = 1.15 - окружность

<з" + —— а4 +к-
10-2

H  1+V 7i J V К  J

4.10. Дан гауссовый пучок с комплексной амплитудой

- r / W ( z )

E(kz)=  , W(z)=b2+2 iz/k.
W(z)

Найти уравнение волнового фронта на расстоянии z=100 мм (Ь=2 мм, 2с= 0.01 мм). 

Решение:
Волновым фронтом называется поверхность, в точках которой фаза имеет одинаковое 
значение. Комплексное число a+ib=AQI<p, здесь ф - фаза.
Используем прием домножения на комплексно-сопряженное знаменателю:

 J 2гг (2,
- arche~ r / W ( z ) е  W(z)  W*(z) y y * ^ W * ( z ) = \ W ( z ) \ “rC ■ - J i

E(г z ) = --------- —----------------------—~ — ~— -—~  6 . p1
W(z) W(z) W*(z) |1 K ( Z ) |2

2 r z  f  2z^|
здесь ф(г, z ) = ----------;— arctg = 0.07т2-  4.004= const - окружность

k \W (z f  \ a r k )

k\W(z)[  ^-a-k
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Раздел: Оптические системы

Ф урье-анализатор.

Рекомендации: см. пособие В.В. Котляр. «Оптическая обработка изображений», стр.4-14;

/

(х.У) U

/

( i n )

Фурье-анализатор: E f (Q--
I к  Г (
—J /(У)ехр -  i—x t , d x ,  где f -  фокусное расстояние
f  v f  J

Ф урье-коррелятор.

Рекомендации: см. пособие В.В. Котляр «Оптическая обработка изображений» стр. 15-35;

i

fl fl f2 f2

(*У) ( in )

Фурье-коррелятор: E f f (x') f(x)Ef(q)ex[ -  i
/ и

( х + х ' ) 5 d ^ d x .

С фильтром //(О  И фокусными расстояниями fl , f2 

При fi = f2 получим:

Е(х')= — [  f (x ) f (x+  x ' )d x =  /®  Д где к(х) = J —/  Н(В,)ехр -  i— ^x
f / '

(  к_ >

V /  У

Найти комплексную амплитуду поля на выходе Фурье-коррелятора с фильтром

'■ * "(* =  { -t<°0
если на входе имеется поле с амплитудой f(x)=sin2((3x) - 1 /2 .

Решение:
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С помощью такого фильтра выполняется преобразование Гильберта, которое по своим 
свойствам похоже на операцию дифференцирования, но «сглаженное». Преобразование 
Г ильберта часто используется для оконтуривания изображений вместо операции 
дифференцирования, т. к. В этом случае используется фазовый фильтр, поглощающий 
значительно меньше энергии, чем амплитудный для дифференцирования.

. 2 I- cos2̂rsin х= -----------
2

Т.к. f(x)=  sin2( f k ) -  1/2 — -  cos(2(3.T)/2, то далее после первого каскада Фурье-
коррелятора получаем:

E(l) = ~ i J 4I cos(2(3^r)exp -  i ^ x l
v h у2 \  fx[

411 fx_J expl

dx=

f  ,

x\+  expl 1 кi — ^+ 2(3 x \ d x =  -  -  — 6  2(3 + 6  — 2(3
£ Kfx У  A

после второго каскада Фурье-коррелятора получаем:

(  , >

4 Ш V
г

у
Л

i  Р 2 p - r )exF “ d ^+ Кку v 
Л (

<г

г \  г \
iexp й  (3 — Г + iexp -  I2\i —  x'

V £ / x £ j  -

2 Ру]ехр  - i - j x ' ^ d t ,
у

к (  f  Л
— , sin 2(3— x'
2 ^ 7  I  f2 )

Найти поле на выходе Фурье-коррелятора с фильтром H(p,0)=eim0,m=l,2,3,..., если на входе 
имеется радиально-симметричное поле f(r), где (г,ф)-пролярные координаты на входе, (р,0 ) - 
полярные координаты в плоскости фильтра.

Решение:

Перед частотным фильтром: F(p) = 2 ttJ* f ( r ) J (l{2Krp)rd г
о

На выходе из коррелятора
оо 2 %

Ес{ г \ ф') = 2 n j  |  F(p)exp(iffl0)exp[-27r.r'pcos(0^')]pdpd0 =
о о

7  [  2Г .  ч Г 1 ]  •4 (--'-)= (-1) '% ( . y)
= 2nJ F(p)ps J ехр(шз0 ) exp[-2 n r 'p  cos( 0  — ф' )J d 0   ̂d p =

------------------------------------------------------------------V------------------------------------------------------------------------- '
2 % ,

— —  Jm(~2%Fp)
(-1)

= ^ - ]  F(p)J„(2Kf 'p)pdp= ЕГ( П  
1 0

Это радиально-симметричная функция, равная преобразованию Ханкеля т-то порядка от 
спектра исходной функции.


