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К СИНТЕЗУ РЕГУЛЯТОРА,МИНИМИЗИРУЮЩЕГО ДИНАМИЧЕСКИЕ 
НАПРЯЖЕНИЯ ПРИ ИЗГИБНЫХ КОЛЕБАНИЯХ ЛЕТАТЕЛЬНОГО АППАРАТА

Характерной особенностью конструкций летательны х аппаратов 
(ЛА), имеющих относительно большое удлинение, явл я ется  их малая 
динамическая ж есткость (ДЖ). Это ведет  к возникновению в полете 
аэроупругих колебаний значительной амплитуды. При этом увеличи­
в ается  динамические нагрузки  и напряжения в конструкции ЛА.

И звестн о , что один из способов повышения ДЖ конструкции яв­
л яется  увеличение демпфирования упругих колебаний. Однако демпфи­
рование упругих колебаний, обусловленное в основном внутренним кон­
струкционным трением , мало, а создание демпферов упругих колебаний 
или и скусственное повышение конструкционного трения пока представ­
ляют трудноразрешимую за д а ч у . Конечно, увеличивая конструкционную 
ж есткость , можно в какой -то  мере уменьшить отрицательное влияние 
упругости на динамику конструкции, но сколько-нибудь значительное 
увеличение ДЖ невозможно б ез сущ ественного ухудшения весовы х, а 
следовательно  и технических характеристи к  ЛА. Поэтому пока не будут 
созданы конструкционные материалы с более совершенными ж есткостны- 
ми и демпфирующими свойствам и, этот путь также не явл я ется  прием­
лемым.

В связи  с этим п редставляется  весьм а важным и перспективным 
привлечение регуляторов (систем  уп равлен и я), работающих по принци­
пу обратной с в я зи , для повышения ДЖ и уменьшения динамических на­
грузок  на конструкцию ЛА. Заметим, что это направление получило в 
последние годы большое развитие и ему посвящено значительное число 
работ [ I ]  -  [ 3 ] о
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В данной работе ставится задача синтеза регулятора, минимизи­
рующего динамические нагрузки на конструкцию упругого ЛА и, следо­
вательно, напряжения в сечениях конструкции ЛА. Для решения этой 
задачи используются методы аналитического конструирования оптималь­
ных регуляторов (АКОР) для систем с распределенными параметрами 
(СРП) [4 ]. Выбор метода решения задачи обусловлен тем, что упругие 
ЛА, динамика конструкций которых описываются уравнениями в частных 
производных, относятся к СРП.

Известно, что первой фазой синтеза регулятора является постро­
ение или выбор подходящей динамической модели (ДМ) объекта, которьи 
предстоит управлять. Здесь, как и в большинстве работ по динамике 
упругих ЛА, в качестве ДМ принимается свободный тонкостенный стер­
жень. Тогда уравнение изгибных колебаний ЛА будет описываться

т  (^ )У ’г ( х ,  Ь) +■ [ в  ( х )  у г " ( х ,  = О,
Н :

1 )(

при граничных условиях

( 2 )

где В(-х-), т  (х ) , (О^х^)~

I  -
В -

у, (х, £) , ?г(*> (¿¿Г скорость отклонения точек 
упругой оси конструкции от 
положения;

соответственно изгибная жесткость и по­
гонная масса конструкции;
длина конструкции;
время;
отклонение и 
сечения х  
равновесного
частные производные второго порядка полз 
и первого порядка по В .

Для определения внутренних усилий в сечении конструкции можно 
использовать или метод перегрузок или метод перемещений. Согласно 
методу перегрузок изгибающий момент

Ма з г  (■£,£) = -  У  /  т (х)У 2  )  В х  а!х ■
о о

но методу перемещений -

Ми з г  ( х ^ )  В М  .

к 3 )

4 )(

(

альное нормальное напряжение в сечении ос

(*> * )  М и 3 г ( ¿ ) /  г х ( х ) }

х ( х )  момент сопротивления сечения х  конструкции ЛА.
5 )

     

 

 
 

 

 
 

 
 

 
 

 

 
 

 



Как видно из этой формулы, одним из способов снижения динами­ческих напряжений является минимизация изгибающих момен­тов. Введя вектор-функцию y ( - z ,  t )  ,  столбец R #  и оператор Z ^ ,:
, „  I О I

* ■ / < f ( ^ - x u ) /  ’ ( 6 )

o h

уравнение возмущенного движения упругого ЛА можно записать
У  ( л ,  Z J  = и  ’  ( 7  )

где ¿/’(<2’ - ^ ^  -  импульсивная функция первого рода;-  сосредоточенная управляющая си ла, приложенная в сечении 4  С»Заметим , что ввиду малости влияния аэродинамических сил и внутрен­него трения они в уравнении (7) не учитываются.Сформулируем зад ач у. Заданы начальные условия % (ъО )=% 0 (л )^= Ъ 2)  Требуется синтезировать управление
(?> Ъ  ( х ,  ¿У ] > ( 8 )

которое переводит систему (7) из заданного начального напряженного состояния В У у ( х ,О ) *  О в конечное ненапряженное состояние В у у ( х ° ° ) = о  и при этом минимизирует функционал
г ¿„ 0

" (¿ с ,£ )  ->■ о1/г  ( 9 )
о ‘или

е. (
та = №( х ) § ( л , £ ) с и г у

о о ( Ю  )

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



где ы С у^с)- диагональная матрица, элементы которой х )
заданные весовые функции; "

с> О -  заданное число;
" (  ) -  частная производная второго порядка по

( ) г  -  символ транспониров-ания.
Интересно отметить, что в частных случаях, если

У, 7/Д/Л? )  I V ( х )  и л и Ч , х )  = & ( < ? - х ) /н ( > М(х) ,

функционал (10) соответственно
££

I V - ( у  ,£  )& (х-6)<£% ¿ х  + с У г

О О
ИЛИ

запишется:

( И  )

( 12 )

£
IV- J 'ё г (х ,-В )(/х  +■ с V 1 . 

о
Необходимо отметить, что при упругих колебаниях конструкции 

в ее сечениях всегда возникают динамические напряжения, вызванные 
перегрузками, т .е .  они взаимосвязаны» Поэтому, от задачи минимиза­
ции динамических напряжений можно перейти к эквивалентной задаче 
минимизации деформаций и скоростей деформаций.

Действительно, интегрируя последовательно по частям по х  
и у  функционал (9 ) и назначив с учетом (2) граничные условия 

[ В ^ ) г ^  ^ ,  'х ^ В ^ х ) ]  = 0 ^  [в(ч) к (^ ,х )В (х )^  х=О, <}  / 6

(13) 
О х б [ о , 1 ][В ( * )В (х )^  =. О ^ '[ в (  х ) В ( х ) ] “?.

и введя обозначение

[в(^)с£> (^,х)В  ( х ) ^ \  т ^ ) х ( ч , х ) т ( х ) } ( 14 )

вместо ¿функционала (9), получим:

г^= / / у Г( у Л ) т ( у ) х ( ч 1л)т (х)у(х ,В )Л хЛ у+ - ( 1 5  )

 о о .
где * ( у , х )  -  диагональная матрица с элементами * ^ ( ‘?>х') •

Таким образом, преобразовав функционал (9 ) к эквивалентному 
функционалу (1 5 ), от задачи синтеза регулятора, минимизирующего 
изгибающий момент можно перейти к эквивалентной задаче синтеза
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(тгулятора, минимизирующего отклонения и скорости откло­
нения у г  ( х ,Ь )  упругой оси конструкции от равновесного

Если для решения эквивалентной задачи использовать 
мимического программирования, то оптимальный функционал

/

о о
гл» квадратная матрица, элементы которой

положения, 
метод ди-

(-16 )

У(<?,х)- квадратная матрица, элементы которой ( У , ^ )  
(  с ,^  = 1 ,2 ) искомые весовые функции и управление (8)

определяются из системы функциональных уравнений [4]:
' ы п  [ ¿ у  

а  сП
-Г  / ■ /

= 0  ,
“0

( 17 )

11 ричем, 
системы

Из

производная ¿ V / / /  функционала V определяется в силу 
Р А  
первого уравнения системы (17) получим 

г
У '(к, ,

подставив которое во второе уравнение системы (17),
пение

( 18 )

получим урав-

4 ( 19 )

и граничные условия

( 20 )

О

)

где получаются из и заменой в них
т на /  •

Получить точное решение задачи (19) -  (20) практически
не удастся. Поэтому рассмотрим ее приближенное решение.
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( 21 )

Пусть нам известны собственные значения и функции
краевой задачи

[ В (х )  ^2  а т  ( х ^ а ( х ) ^ О

(  п-- -1 ,0 ,1 ,  ■ ■■, к  < )  

при граничных условиях

х=о,( ( 22 )

Здесь ( :зс) - 1 ',  {о = х - х о 2-1  =л о - О , где х 0 -  ко­
ордината центра тяжести ЛА, характеризуют движение упругого ЛА 
как твердого тела, { г г ( х ) ,  ( п  =/ 2 ; . . Х< °°)- формы собственных
колебаний неоднородного стержня, которым схематизируется конструк 
ция ЛА. Известно, что /т  [ х ]  образуют полную по отношению к 
непрерывным на функциям систему, ортогональных между со­
бой с весом т ( х )  , т .е .

£
/77 ( х  )<{п. (х ^ /г п  ( х  )  (¿х = О'тп Л/гг у 

о
где (Гт п.

Л/гг

( 23 )

-  символ Кронекера;
-  приведенная масса стержня при колебаниях по

а. -му тону.
Тогда функции % ( х ,  £ )  , представим в виде

Л- Дг, /  /  -  2  Г  ( & Л  ( ^ Х ^ п .  ;

/ , ( з . * ) = 2  М з ) т ( 3 ) У Х т ( х ) М х ) / М п П а - ,  
лЫ1=-/

X.
х У ./ ( 3 ,х ) = 2  / х  ^ ) х уу ,

т,л--1

( 24 )

Г  та. т  а.
где } Х уу  -  коэффициенты разложений;

( I )  ~ обобщенная фазовая координата ЛА.
Здесь необходимо сделать одно замечание, касающееся полноты 

системы функций / / г  ( х )  , Так как мы ограничимся рассмотрением 
только упругих колебаний ЛА, то из полной системы //?  ( х }  
необходимо исключить функции ( х )  ,  ( я ) .  Тогда выражения (24)
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не будут иметь места. Однако это можно обойти, если предположить 
начальные условия удовлетворяющими

¡¡. (х ) - 1 Л  ( Х ) ^ ( о ) / М п . ;

т .е .  $■-, (О/- (0) -  О . Тогда из полной системы можно изъять функ­
ции ( х )  , ( х )  и обращаться с полученной системой как с пол­
ной (по отношению к возбуждаемым упругим колебаниям). Кроме того, 
ограничимся рассмотрением в (24) только Д' членов разложения, что 
будет означать учет только л  тонов колебаний конструкции ДА.

Сформировав из элементов (24) матрицы ^ г а ( з , х )  под­
ставив их в уравнение (19 ), которые умножим на /г  (3 )  / у 
и проинтегрируем по х  и у  от 0 до / Тогда с 
условий (2 1 )-(2 3 ) получим следующее нелинейное матричное 
для

■ - • -  ■ А 
определения искомых коэффициентов /¿у 

у  гп. У  .т о  зп. /  *

г= /

учетом 
уравнение

= /7

А /’2 '2' V тГт 5 ^ ' С ">Л. 1V + у  V £ х
г, 5=1

/ 2  V™
*  с -  / ( 25 )

где
рЫХ

Г ' 1 , , , у г 'ь -  квадратные матрицы, элементы кото­
К -  матрица-столбец;

Заметим, что для решения уравнения (25) можно использовать известные 
методы, приведенные, например, в ¡2 ].

Тогда оптимальное управление (18) можно записать
луп.

■ ( 2 6 )
, >=7 Л =7

Известно, что функции = 7,2) образуют полную по отноше­
нию к непрерывным на [о ,£  ]  функциям систему, ортогональных между 
собой с весом В ( х )  , т .е .

- /  В (х  >/т  ( х )  ( х )  Ь  --Ото /7п ■

Тогда функцию сдуу (3, х )  можно представить в виде

^)) (?>х) = 2  (В) А  (х )/М т  Мп ,

89

 

 

 

 

 
 

 
 
 

 

 

 

 

 

 



где -  коэффициенты разложений. Можно показать, что в
этом случае граничные условия (20) совпадают с естественными гра­
ничными условиями (2 ) , и из (14) следует, что коэффициенты ,

х т п  связаны между собой соотношением
«у

'ПП. 2 та. 2
•

Как видно из (26) для формирования оптимального управления 
необходимо определить фазовые координаты /7/7 =

что, вообще говоря, представляет трудную задачу и имеет самостоя­
тельный интерес.
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