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0 НАКОПЛЕНИИ ОШИБКИ РАЗНОСТИ ХОДА
В МЕТОДА! С ПОСЛОЙНШ РАСЩЕПЛЕНИД1 ОБЪЕКТА

Рассмотрен алгоритм вычисления дисперсионных матриц 
остаточной разн ости  хода с учетом корреляции умень­
шаемых и вычитаемых величин .

При реконструкции плотности  г а з а  по данным интерференционных на­
блюдений сверхзвуковых аэродинамических объектов могут возни к ать  спе­
цифические трудн ости ,  обусловленные газодинамическими разрывами на 
границе и внутри расчетного  с е ч е н и я ,  а  также сильными градиентами 
п ло тн ости .  В так и х  случаях  сквозная  аппроксимация плотности либо во­
обще тер я ет  смысл ( и з - з а  р а зр ы в о в ) ,  либо имеющейся информации оказы­
в а е т с я  н едостаточн о  для ск во зн ого  описания функции плотности одним 
аналитическим выражением. Это з а с т а в л я е т  прибегнуть к аппроксимации 
по слоям , в которых плотность  описывается не слишком сложными непре­
рывными функциями. Алгоритм реконструкции в этом случае  приобретает  
рекуррентный х а р а к т е р :  на первом шаге рассчитывают плотность  во  внеш­
нем с л о е ,  затем  из исходных значений оптической разн ости  хода вычи­
тают вклад внешнего сл о я ,  п осле  ч е г о  приступают ко второму слою и 
т . д .  Очевидно, что  р азн ость  хода после "удаления" внешнего слоя ( н а ­
зовем ее остаточной , а слово "удаление" будем испо л ьзо вать  без кавы­
ч е к ,  понимая, что речь идет о вычитании вклада  с л о я )  будет иметь дис­
персию, отличную от исходной дисперсии измерений.

Дисперсию остаточной разн ости  хода важно з н а т ь  как для п остро е­
ния адекватной  математической  модели распределения плотности в оче­
редном с л о е ,  так  и для оценки дисперсии п лотн ости .

Рассмотрим алгоритм учета  нарастания дисперсии остаточной р а з ­
ности хода по мере приближения к центру расч етн ого  сечения на к лас­
сической  схеме зонного  метода Шардина в сл учае  осевой симметрии объек­
т а  C l ] .  Алгоритм обобще. на пространственный случай [ 2 ] .

На р и с .  I ,  а  изображен один квадрант круглого сечения неодно­
родности , перпендикулярного оси симметрии. Зондирующие лучи св ет а  
параллельны оси .аг . Измерения разности  хода проведены в течках  t/ f , 
у2 , . . ( /#  и образуют в ек т о р .
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Р и с .  I .  Квадрант сечения осесимметричной оптической неодно­
родности ( с е ч е н и е  перпендикулярно от симметрии)

s " J,  ( I )

Чертой над символом будем обозначать  векторные величины; з д е с ь  ниж­
ний индекс отмечает номер компонента в е к т о р а ;  верхний индекс ( в  ск о б­
к а х ,  чтоб не п у т а ть  с п оказателем  степ ени ) относит значение к этапу  
удаления одноименного слоя ( з о н ы ) ;  г  -  символ транспонирования.

Разобьем сеч ени е  на /V зон  равной ширины и примем, что  нам 
известны значения разн ости  хода на л у чах ,  касательны х к границам зон .  
Плотность г а з а  в каждой зоне полагаем постоянной . Тогда п лотность  
в первой зоне находим по разн ости  х о д а ,  'накопленной на удвоенном от­
р езк е  ( с м . р и с . I ) ,  а вклады зоны на других лучах окажутся про­
порциональны, со о т в е тс т в е н н о ,  удвоенным длинам отрезков  г- • •
. . .  £„  и равны:

s r —< уттг ’ "  ’ ’ C2)
C f  C-r

После р а с ч е т а  плотности во внешней зоне и удаления этой  зоны 
размерность  в екто ра  остаточной разн о сти  хода (ОРХ) и всех  прочих в ек ­
торов и м атриц, которые будут введены ниже, уменьшится на единицу з а  
сч е т  вычеркивания нулевых элементов внешней зоны, которая более не



п р ед став ля ет  и н т е р е с а .  В индексации компонентов условимся, тем не ме­
н е е ,  сохранять  первоначальные индексы л учей . Т огда  в ект о р  ОРХ ( I )  п о с ­
ле удаления J  - I  зон  сл ед ует  зап и са ть  т ак :

s u>- ( s f , s j i jf , - , s rf ) r. ( 3 )

Введем в рассмотрение в е к т о р  отношений

А ? =  А / ' :  ( У, С  ,  $  * 2 )  ■■ С*)

Теперь в е к т о р  вклада зоны /  в р а зн о ст ь  хода на лучах ,

J+-1,  <• v  ^  п р едстав и ть  в виде

A s r' L  ( a S ; \  ( 5 )

OK п осле  удаления зоны J ,  состав и т

7гС/+0S  S  -  <dS

Напомним, что  первый нулевой компонент разн ости  ( 6 )  мы отбра­
сываем, понижая размерность  р е зу л ь т а т а  на единицу.

Зад ача  со сто и т  в том, чтобы найти матрицу дисперсий и ковариа­
ций компонентов в екто ра  (дисперсионную матрицу в е к т о р а )  по
дисперсионным матрицам векторов  в правой ч ас ти  ( 6 ) .  Систематически­
ми ошибками по сравнению со  случайными пренебрежем.

Дисперсионная матрица в екто ра  измеренных значений разности  хо­
да S r°  при равноточных независимых измерениях, очевидно, р авна :

J 7 f S rf))  =  Фа I > ( 7 )

2.  —  
где  с'oq -  дисперсия измерений разности  х о д а ,  Г  -  единичная мат­
рица; двумя чертам и над символом будем отмечать матрицы.

Дисперсионные матрицы векторов  ОРХ будем, по аналогии с ( 7 ) ,  
п р ед ст ав л я т ь  в виде



где  ^ /f /̂/7 -  элементы положительно определенной матрицы* учиты­
вающей нарастание  дисперсии и изменения корреляции компонентов в е к ­
тора S п осле  удаления слоя .

Дисперсионная матрица в ек т о р а  ( 5 )  по известному сво йству  линей­
ного преобразования равна :

J7 (A S W)  = &sV'j  И  /Х
2. г ■. /'</■> 

где ~ дисперсия первого  компонента в ектор а  о ,
первый элемент первой строки дисперсионной матрицы того  же в е к т о р а .
Зд есь  сделано  допущение, что геометрия сечения нам и звестн а  точно -
в ект о р  / / ^ с ч и т а е т с я  детерминированным; при этом ошибки измерения
координат мы "включаем" в ошибку разности  х о д а .

Дисперсионная матрица в екто р а  по определению равна:

( 9 )

■У

у  [ ( s ° ‘J- < 3 S ^ )  - e ( s a ’ - J s  /  .

£  -  символ математического ожидания.
Произведя необходимые подстановки  и п р ео б р а зо в ан и я ,  найдем [7]

(Ю )

Как п оказано  в работе [ ? ] ,  элементы дисперсионной матрицы кор­
реляционного члена в правой ч ас ти  ( 1 0 )  вычисляются ч ер е з  известные 
элементы первых строки  и столбца матрицы Л ( S  (*’)  • Матрица корре­
ляционного член а  равна:

д  (/> *D  = 0
С 0 /

,Ф  ,ф  /ф  у /> / ф  /  ^  / Ф  / Ф / Ф
V /  ’ J'J*1 J JJ </*■' УУ

( i d



Заметим т е п е р ь ,  что  на первом шаге ( / '  =1) матрица ( I I )  содер­
жит ненулевые элементы только в первых строке  и с т о л б ц е ,  поскольку 
корреляция между измерениями разн ости  хода о тс у т с т ву ет  ( / / ^ ' /  = О
при , см . (7 )) .  Именно эти  строку и столбец  мы, как  условились,
вычеркиваем в матрице J7CS г2})  .  Твким образом, вычитаемый корреля­
ционный член на первом шаге не оказывает  никакого влияния ка диспер­
сионную матрицу 0 ( S rz>)  » которая, однако ,  теперь  явл яется  полностью 
заполненной, благодаря  с л а г а е м о м у ^ 70 /iS r" )  , не имеющему нулевых э л е ­
м е н т о в .  На в сех  последующих шагах ( / > ^  ) отрицательный корреляци­
онный член будет оказывать  существенное влияние ,  которое выразится 
в резком уменьшении приращений дисперсии значений ОРХ. На примере, 
приведенном в работе  Г ? ] ,  п о к а з а н о ,  что при разбиении сечения на з о ­
ны равной ширины приращение дисперсии в последней (внутренней  зо н е) 2
имеет предел при увеличении числа зо н ,  который не превосходит 1 , 3 7 ^  . 
Существует предельное значение и для узкой второй зоны, оно равно

( V z '-D ^ o  •
Эффект корреляции компонентов ОРХ, начиная с J- > 8  , п р о яв л яет ­

ся в том, что  отрицательный корреляционный член на ш агеy V /  очень 
близок по величине к слагаемому вклада  в дисперсию удаляемой зоны на 
шаге /  , чем до сти гае тс я  почти полная их компенсация. Практически
оказы вается  нескомпенсированным вклад последней удаляемой зоны. При­
ведем для иллюстрации п осле до вател ьн ость  слагаемых при вычислении 
дисперсии ОРХ в последней десятой  зон е :

5-*= <Э?(11-0,05,-О ,-О , О 72 -0,05z +• 0 083 ~ 0,063 +-
+■ О, О О̂  -  0 , 0 84 О, f1s  -  о, 8 0 s  + 0 0 [4 б -  0, f f 6 +■ (1 2 )

+- 0 0 0 ;  - 0 0 0 7 -  0 ,2 5 в  -  (010в *- 0 ,43#  ~0,30_9 ) ^

Корреляционные члены опознаются по знаку  "минус". Компенсирующие 
друг друга члены в конце п о следовательн ости  отмечены однотипным под­
черкиванием, нижними индексами отмечена принадлежность параметров к 
соответствующим зо н ам . Нескомпенсированный член ( в  данном п р и м ер е0,43ji 
равен  дисперсии разности  хода в удаляемой зоне у  , умноженной на 
(A ff l , ) z .  Это п о звол я ет  предложить оценку сверху для дисперсии ОРХ в 
очередной зон е  у'*-/ , смежной с удаляемой зоной J  :

( ф ) - % u r ^ - i n : c  >*>■ (1 3 )



Такая оценка не тр ебу ет  вычисления ковариаций компонентов в е к т о ­
ров 1 Ф  и п о зв о л я ет  рекуррентным образом п олучать  дисперсии в  з о ­
нах по мере приближения к центру с е ч е н и я .  Погрешность оценки в при­
веденном примере в с е го  ^  5%,

На р и с .  2 изображены гистограммы дисперсий разн ости  хода в зон ах  
при разбиении сечения на 5 
и 10 зо н .  Видно, что  с  уве­
личением числа зон  приращение 
дисперсии во второй  зон е  не­
сколько  уменьшается, скачки 
дисперсий при п ереходе к с л е ­
дующим зонам также с т а н о в я т ­
ся  меньше з а  исключением по­
следних з о н ,  в которых до­
с т и г а е т с я  практически  одно 
и то же зн ач ен и е .

Из полученного заключе­
ния об ограниченном н ар аст а ­
нии дисперсии ОРХ при увели­
чении числа зон  было бы не­
верно с д ел ат ь  вывод о слабой 
зависимости от чи сла  зон дис­
пепсии окончательного  Б е зу л ь -  р и с ‘ 2 ‘ Гистограмма дисперсий р а з н о с -  персии окончательного  реэуль  ти хода  в зонах: Пр И разбиении на 5 и
т а т а ,  т . е .  плотности  среды. 10 зон 
Помимо разн ости  хода в выра­
жение для плотности входит геом етрическая  длина пути луча в з о н е , с т о я ­
щая в знаменателе выражения. Таким образом, дисперсия плотности  обрат­
но пропорциональна квадрату  длины п у т и .  Увеличение числа зон  приводит 
к сокращению о трезков  ( с м . р и с . 1 ) ,  причем длина пути во внутрен­
них зон ах  убывает бы стрее ,  чем во внешних. Т а к ,  при десяти  зон ах  дис­
персия плотности  в десятой  зон е  (при  равной ширине зон) в 19 раз п рев ­
зо й дет  дисперсию в первой з о н е .

Приведенный подход при реконструкции поля плотности  с осевой 
симметрией зонным методом, вообще г о в о р я ,  не нужен. Дело сводится  в 
этом сл у чае  к решению системы алгебраи ческих  уравнений с треугольной 
матрицей полного р а н г а ,  а  дисперсии значений плотности  в зон ах  могут 
быть найдены путем обращения матрицы системы. Тем не м ен ее ,  мы р ас ­
смотрели данный подход по двум причинам. Во-первых, при послойном р а с ­
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щеплении сечения и реконструкции с использованием аппроксимации в 
каждом слое  нам понадобятся значения дисперсии ОРХ для внутренних 
с л о е в ,  чтобы выбрать адекватную модель распределения плотности .  Во- 
вторых, подход применим и необходим в более сложном сл учае  -  при от­
сутстви и  осевой симметрии.

Будем рассм атри вать  аэродинамический о бъ ект ,  обладающий плоско ст ­
ной симметрией ( т е л о  вращения под углом а т а к и ) .  Это ограничение -  
п лоскостная  симметрия -  не я в л я е т с я  принципиальным; оно лишь п о зво ­
лит без усложнений испол ьзо вать  выкладки работы [ 3 ] ,  в которой ис­
п ользован  принципиально тот же подход, что  и в рабо те  [ 2 ] ,

В данном сл у чае  рассм атри вается  несколько проекций объ ек та ,  при­
чем направления проецирующих лучей параллельны расчетному сечению. 
Р асчетное с е ч е н и е ,  перпендикулярное вектору  скорости  набегающего по­
т о к а ,  разобьем на кольцевые зоны, в пределах которых п лотность  меня­
ется  по азимуту ,  но п о л агае т ся  постоянной по радиальной координате . 
Измерения разн ости  хода производятся  независимо с равной точностью 
для в с е х  проекций. Обходя з д е с ь  вопросы интерполирования, будем счи­

т а т ь ,  что  нам известны з н а ­
чения разн ости  хода на лу­
ч а х ,  касательны х к границам 
кольцевых зо н .

Введем систему векторов, 
компонентами которых являют­
ся разн ости  хода на разных 
проекциях для одной зоны.
На р и с .  3 показано  сечение 
объ ек та ,  разбитое на /К  
кольцевых зо н .  А  зондиру­
ющих пучков накапливают на 
л у чах ,  касательных к гр ан и -_ Г/е)
цам зо н ,  разности  хода S :  ;
нижним индексом отмечен но­
мер л уча ,  верхний индекс от­
носит компонент к плоскости 
наблюдения с индексом л '

Р и с .  3 .  Схема просвечивания нескольки- Итак 
ми пучками с в е т а  сечения п р о с т р а н с т в е н -  .. rt. ,2) ,л) г
ной оптической неоднородности (о б о з н а ч е -  s  — (S - S: )
ния) « / ' ✓ '  (1 4 )

Sj” ... 5)".... S“')T



В со отве тств и и  с процедурой зонного метода значения разн ости  хо­
да на лучах /  будут меняться  по мере удаления зо н ,  поэтому снабдим 
векторы нижним индексом •• •> W  , отмечающим этап
реконструкции в очередной з о н е .

Ограниченность объема публикации в данном сборнике тр еб у ет  к рат­
к ости  изложения: ряд преобразований придется  п ро п усти ть .  Пробелы чи­
т а т е л ь  сможет восполнить из источника [ 7 ] .

Запишем

— Ф
где  a S ;  -  в к л а д  в разн ость  хода зоны ь 

отметим, что

s g - s f ' - A s f . o ,

поэтому имеет смысл только /  ->у
Дисперсионные матрицы в е к т о р о в ,  объединяющих результаты  измере­

ний, равны:

Для вычисления_вклада зоны в р а зн о ст ь  хода для лучей у  на 
э т а п е  I  (ч л ен  a s /  в (1 5 )  необходимо и спользовать  найденное для 
зоны ^ распределение п ло тн ости .  Воспользуемся результатам и  [ 3 ] .

> Р азн о сть  хода вдоль л у ч а ,  отстоящего от полюса системы координат 
на величину ( с м . р и с . 3 и работы [ 2 , 3 , 6 , ? ]  ) ,  с в я зан а  с плотно­
стью г а з а  соотношением

»- Г/CJ г/гj
где  />■ ( )  -  п лотность  г а з а  вдоль луча е;  t отнесенная к п л о т -

С /С )

ности в набегающем п о т о к е ;  S i  / у , -  )  -  компонент в екто ра  разн ости  хо­
да (о т с у т с т в и е  точки между символами и скобками озн ачает  функциональ­
ную зависимость  в отличие от произведения в противном с л у ч а е ) ;  /?  
к о н ст а н т а ,  учитывающая условия проведения опыта [ 2 J .

Относительная п лотность  г а з а  в зон е  I  п редставлен а  [ 3 ]  о т р е з ­
ком четного  ряда Фурье по азимутальной координате д* :

( 1 5 )

на лучах / ,

( 1 6 )



«Л - =  J  i ( n  ~ С18)
/77-/

Переходя к интегрированию выражения ( 1 7 )  по полярному у глу  с по­
мощью преобразования

г д е  5^ .  -  полярный у гол  направления нормали к лучам проекции /с  ,
получим

Г Х я  * * * ( г о )
У*./

f t )
где / 2  -  угловые координаты точек  п ересечения  луча с внешним

контуром зоны /  а  -й  проекции ( с м . р и с . 3 ) .
Меняя порядок суммирования и интегрирования ,  получаем

*f f i )  О )  ( л ч  г л ;

/i£Lf^>/7 > • (2 1 )
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Интегралы ( 2 l ' )  вычисляются аналитически  [ 3 , 6 ] .
При принятой геометрии расчетн ого  сечения величины и

с ч и т а в  детерминированными.
Перейдем к векторной записи  уравнений ( 2 1 / ) :

A  п U) ~cft> £  t -S  f/-)& =  «V о * *  • (2 2 )

По аналогии  с (1 6 )  дисперсионные матрицы векторов  s / J> представим 
в виде
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D C s /  , (2 3 )



где у; [<f) -  положительно определенная матрица ,  учитывающая на оче­
редном шаге L увеличение дисперсии и изменение ко­
вариаций компонентов ОРХ.

Величина е ст ь  оценка дисперсии разн ости  хода по о с т а ­
точной сумме квадратов  при аппроксимации плотности  в предыдущей зоне 
выражением ( 1 8 ) .

Нормальные уравнения обобщенного м етода наименьших квадратов  
применительно к ( 2 2 )  имеют вид

( а ы>) Г( 1 Т Г 5 ^ -  ( в гг)> г(1 ? * )~ '(ъ Ы)* +-*"*) * (24)

Обобщенный метод  наименьших квадратов  минимизирует выражение, 
которое в нашем сл учае  выглядит т ак :

< « м> (2 5 )

Дисперсионная матрица остатк ов  в условиях уравнений, с о о т в е т с т ­
вующих записи (2 4 )  ( с м .  [ 4 ]  ) ,  оказы вается  диагональной и в данном 
сл у ч ае  равна:
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Л  2

где  оценивается  с помощью ст ати сти к и  как

( а ' У а>- ( 26)

з д е с ь  -  число условных уравнений, равное числу проекций объек­
т а ;  Л1 и> -  число членов аппроксимации плотности  в зон е  i  .

Найденная таким образом оценка &2 и входит с  соответствующим 
нижним индексом в выражение ( 2 3 ) .  Остается  п остроить  матрицы ,
помня что 5 / ^ =  I  (см .формулу (16)) .

Вернемся к формуле (1 5 ) .
При учете  вклада  зоны I  в ра зн о ст ь  хода для лучей J  — ,

cf-2y.„, Л / необходимо вычислить_элементы матриц g  , интегрируя 
( 2 0 )  вдоль двух  отрезков  луча и (с м .р и с  . 3 ) .  Результаты
интегрирования в_виде двух слагаемых сведем со отве тств ен н о  в две 
группы матриц & r<,J и .  Тогда можем зап и с а ть
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Таким образом, второй член в правой ч ас ти  выражения (1 5 )  найден. Его 
дисперсионная матрица равна

- j *  ( S ; ^ a t  ( S % - a £  (28)
( ^ x ^ )  (/, x М Г1>)  (  Af A1r‘})  (

Под строкой  в скобках  указаны размеры матриц.
Дисперсионная матрица плотности  в (2 8 )  находится по известным 

формулам р егр ессион н ого  анализа  применительно к уравнению ( 2 4 ) :

(3 0 )п ( Г ’) - s * % [ а  " ' ; ? 2 / Т а ы>]

Построим рекуррентное соотношение д л я 3 ( S /  f>)* По определению

5 ( s £ )  - м ы / ’-  * s f " ) =  £ { [ s / " - В ( s A > -

-  j s / ' M s J ' - j s / - £ < s { * ~  a s " j) J 7]  . ( 3 I )

Проведя подстановки  и пр еобр азо вани я ,  приведем соотношение (3 1 )  
к виду

D ( s Z ) ~ M ( s 7 y ,> + Ъ ( , & Ф ) > С32)

где  не определен только последний (корреляционный) ч л е н ,  который 
р авен :

А Е  { ( * ! ? -  E a s [ J j ) ( s / J )-  s s / j} )  r J  ■



Для вы ..„ления ( 3 3 )  представим выражение (2 7 )  следующим образом:

гд е  ( а $ + 5 £ ) [ ( а ы>)
/ Ла -  детерминированный в е к т о р ,  который в дальнейшем нас не ин­

т е р е с у е т ,  поскольку  О.
Теперь можно получить

Л . U> =~ Н ? ’С О ? ( Л  Ш, S - J>)  +- ( S 7 /J’ *) ( Я  ’ С 35)

г д е  С£> у(Д ,3)  -  обобщенный ковариационный оператор [ 5 ] .  Рекуррент­
ное соотношение для вычисления ковариационных операторов в (3 5 )  име­
е т  вид

( 1 Г , £ Г ы н £ 2 а £ ”) Ъ - Л £ - 7 > -  

-  н л ;  т  > - s * а ; : ; ,  Л ' )  ( » Л Г ,  -

(36)
Отметим, что ковариационный оператор некоммутативен по отноше­

нию к векторным аргументам , и

c o v c s f ’- Л ‘) - Л ( Л ) .  (3 7 )

Поскольку из окончательных формул следуют результаты  предыдуще­
г о  р азд ела  как  частный сл у ч ай ,  я с н о ,  что при слабой  асимметрии сп р а ­
ведливы качественные выводы, полученные для осесимметричного с л у ч а я .
В ч а с т н о с т и ,  определяющим фактором увеличения дисперсии плотности бу­
д ет  уменьшение длин пути к центру с е ч ен и я .

По аналогии с  предыдущим можно предложить для получения оценок 
приращения дисперсии соотношение

л / Л  ) =  ( 5 < /Л

о> . =  . 7$Ф

являющееся многомерным аналогом выражения ( 4 )  и не требующее дополни­
тельных вычислений свер х  т е х ,к о тор ы е  нужны для расч ета  плотности .



Заметим, что  при многоракурснсы просвечивании объекта прираще­
ние дисперсии после удаления очередного слоя будет меньше, чем при 
обработке одной проекции осесимметричного п р о ц е с с а .  Причиной э т о го  
я в л я е т с я  "избыточность" информации: число проекций, как п р ави л о ,п р е ­
восходит число оцениваемых параметров в разложении плотности .
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