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СВО БО ДН Ы Е КОЛЕБАНИЯ ЛОПАТОЧНОГО ВЕНЦА, 
НЕСУЩ ЕГО ЛОПАТКИ С ИЗГИ БНО-КРУТИЛЬНОИ

СВЯЗАННОСТЬЮ
<*

При решении задачи о свободных колебаниях лопаточных 
венцов возникают трудности в удовлетворении граничных условий 
для диска и лопаток, обладающих изгибно-крутильной связан­
ностью. Это нашло свое отражение в соответствующей литературе*, 
где в целях упрощения задачи делаются допущения, которые не 
всегда оправданы. Причина этого недоразумения кроется в том, 
что в известных нам работах упускается из вида независимость 
линейных и угловых смещений периферийной части диска. Н еза­
висимость этих смещений допускает возможность относительного 
сдвига (в окружном направлении) волн линейных и угловых сме­
щений, что дает возможность корректно решить поставленную 
задачу.

Ниже приводится это решение.
Динамические характеристики лопатки зададим в виде мат­

рицы динамических жесткостей, которая устанавливает связь 
между амплитудами усилий и перемещений в сечении лопатки, 
примыкающем к диску
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Здесь Q* — амплитуда гармонического усилия, действующего 
в направлении оси z (фиг. 1).

* См., например, (1) и др.
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Му, ATJ •— амплитуды моментов относительногармонических
осей у их.

q* — амплитуда линейного смещения в направлении оси z.
$1 и Р* ~~' амплитуды угловых смещений относительно осей

у и х .
C°rt — элементы матрицы динамических жесткостей лопат­

ки; предполагаются известными в диапазоне частот 
представляющем интерес (r=  1, 2, 3; t— 1, 2, 3 ). 

Система координат и направление положительных усилий 
и смещений указаны на рисунке.

Матрица динамических жесткостей лопатки в данном случае 
имеет третий порядок, поскольку в дальнейшем будем предпола­
гать диск недеформируемым в своей плоскости. Она симметрична,

о _ />0 /-* О __ /> о />о __ -̂>0
т. е. с  12 =  ь  21, ь  13 — ь  31, 2з — ь 32.

При свободных колебаниях упругих тел, обладающих цикли­
ческой симметрией, на любой из собственных форм по окружности 
тела укладывается целое число волн амплитуд перемещений и 
внутренних усилий. Они распределяются по дискретному гармони­
ческому закону [2]. Число форм колебаний, имеющих различное 
число волн, зависит от порядка симметрии s (в данном случае 
s — число лопаток). При четном s число волн может быть
т =  О, 1, 2,.... а при нечетном s т =  О, 1, 2,.... — —̂ •

Тогда, используя комплексную запись, при свободных колеба­
ниях по любой одной из собственных форм, будем иметь:
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Вдесь у ;1, M j, т ;, ялг, pj, pj -  
и смещений, которые, вообще говоря, 
m — число волн,
к; — номер лопатки (О, 1, 2,.... s— 1 ). 

Используя (1) и (2 ) , получим

-амплитуды волн усилии 
могут быть комплексными,

Qz
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(3)

В этом выражении квадратная матрица является матрицей 
волновых динамических жесткостей лопаточной части венца, уста­
навливающей связь между комплексными амплитудами волн уси-
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лий и перемещений в сечении, по 
которому осуществляется сочле­
нение диска и лопаток. В рас­
сматриваемом случае, когда пред­
полагается, что связи между ло­
патками отсутствуют, эта мат­
рица совпадает с матрицей дина­
мических жесткостей изолирован­
ной лопатки.

Стало обычным приемом, уп­
рощающим без существенных по­
грешностей построение решений, 
замена системы дискретных уси­
лий, действующих на диск со 
стороны лопаток эквивалентной 
распределенной динамической н а­
грузкой. В соответствии с этим

Q* С И С12 С13 Я г

Ml = С21 С22 С23 Т у

Ж С31 С32 С33 В

X

у

— Ъл
где QJ =

2*Rd '

Ж  =

Crt = 2kR9
Rd — радиус диска.

Остановимся на динамических характеристиках диска. В рас­
сматриваемом случае они могут быть заданы в виде

Здесь N%

яЪ
Мду-

\д .

обобщенная (по Кирхгоффу), комплексная амплитуда 
погонной перерезывающей силы, 
комплексная амплитуда погонного момента, 

у комплексные амплитуды линейных и угловых смеще­
ний периферийной части диска.

В выражении (5) квадратная симметричная матрица является 
матрицей волновых динамических жесткостей диска, определяе­
мой в месте предполагаемого стыка его с лопатками. Элементы
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этой матрицы определяются обычным путем (см., например, [1]), 
Они зависят от геометрии диска,, условий закрепления его цент­
ральной части, частоты колебаний и числа волн деформации т.

Определим амплитуду обобщенной перерезывающей силы, 
воздействующей на диск со стороны лопаток:

д м л
N1 =  QI

Имея в виду, что

получаем:

Далее найдем

Полагая

Rd <V
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n i  =■ q i  - - Т Г  м лх ,

1 <Vвл  : л .
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pi =  Pi ■ eimv 
qi = q i e lm* .

(6)

будем иметь:

Тогда выражение (4) примет вид

йл ЛИ а лР*. = R<) Яг

N1

К

сп + и33 С 12 Ra L32

itn
С2\ ' С22> -22

(7)

(В)

Здесь принято во внимание,^ что
'1 3

Квадратная матрица в выражении (8) является матрицей 
волновых динамических жесткостей лопаточной части, которая 
образована из (4) с учетом предстоящего стыка с диском.

Суммируя (5) и (8) и учитывая, что после стыковки диска 
с лопатками q dz =  ql  =  qz и fK =  рл =  р̂ , 
получим
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В этом выражении квадратная матрица является матрицей волно­
вых динамических жесткостей системы «лопатки— диск», опреде­
ленной на радиусе стыка диска с лопатками. Как -видно, эта мат­
рица в отличие от обычных матриц динамических жесткостей, 
которые всегда симметричны, является самосопряженной (эрмито­
вой). Лишь в частном случае, когда изгибно-крутильная связан­
ность у лопаток отсутствует, т. е. когда с32 =  С2з =  0, она симмет­
рична. К этому частному случаю обычно сводят задачу во всех 
известных нам работах, где рассматриваются колебания лопаточ­
ных венцов.

Когда лопаточный венец совершает свободные колебания, 
внешние усилия отсутствуют. Полагая Nz =  0 и Му =  0 из (9 ), 
приравняв определитель матрицы волновых динамических жест­
костей нулю, получим уравнение частот

d n ;+  Си + я л ь33
,т . т

d  12 +  С12 —  С;и32

Л'И , „ , 1Пг“ 21 + С21 ,+ 75— С 
к д 23

itn . , „
“ 22 +  С.22

=  О (10)

или
<т . ■ , | т

“ И+С11:+  7г^сзз 2̂2 +  С22 ) — ( dw ,+  С12 )2 — —уСзг — 0. (10а )Hi
Для получения полного спектра собственных частот это уравне­
ние должно быть разрешено для всех т, допускаемых порядком 
симметрии s. Когда изгибно-крутильная связанность у лопаток от­
сутствует, т. е. Сз2 =  0, выражение (10 а) примет известный вид.

Найдя из (10а) собственные частоты, и тем самым определив 
для каждой из собственных частот конкретные значения d™, сп, 
dy2, с12 и с32 с помощью (9) можно получить форму колеба­
ний: Для этого, положив Nz 
Qz =  q\ + iq r  и ff =  К  +, С ’

и Му =  0 
получим

и имея в виду, что

Здесь обозначено

«11 0 «12 ъ *
qz

0 «11 ь «12
**

Qz
«12 ь «22 0 р;
ь «12 0 «22 рГ

=  0. ( П )

itn , ,
«11 =  d 11 +  сп +  с 

а п =  di2 +  с12;

«22 — d%21+ с22;
Ь =

33 !
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Полученная однородная система уравнений позволяет опре­
делить соотношение абсолютных амплитуд волн линейных и угло­
вых смещений, а также относительный сдвиг этих волн в окруж­
ном направлении.

Уравнения (10) и (11) дают решение поставленной задачи.
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