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Р А С П Р Е Д Е Л Е Н И Е  Н А П Р Я Ж Е Н И Й  О К О Л О  К Р У Г Л О Г О  
О Т В Е Р С Т И Я  В П Л А С Т И Н Е  С У Ч Е Т О М  Ф И З И Ч Е С К О Й  

Н Е Л И Н Е Й Н О С Т И  М А Т Е Р И А Л А ,
Принятые обозначения

т), ц — декартовы координаты, отнесенные к радиусу отверстия; 
р, 0 — полярные координаты ( |  =  р cos 0 , т; =  р sin 0);

> °я > (ар ’ 39 > трв) — компоненты тензора напряжений в декартовых, (по* 
лярных) координатах; 

s- , , 8S , (£р , s0 , ес , spl)) — компоненты деформации в декартовых (по­
лярных) координатах;

S £ +  S T) +  8 q
s0 = -----------3----------- — среднее удлинение;

s L — интенсивность деформаций; 
at — интенсивность напряжений;

Е, р ,— модуль упругости и коэффициент Пуассона; 
у 2 — оператор Лапласа.

Учет пластических деформаций при определении напряжений 
около отверстий в плоской пластине представляет собой сложную 
задачу- В настоящее время удовлетворительные' решения этой за^ 
дачи имеются лишь для случаев, когда пластическая область пол-| 
ностью охватывает контур отверстия [1]. Д л я  случая, когда пла­
стическая зона частично охватывает контур круглого отверстия! 
наиболее обширный числовой материал получен, видимо, в работе 
И. И. Ф аерберга [2], в которой использован приближенный метод 
расчета концентрации напряжений, предложенный С. П. Тимошен­
ко. Основной недостаток этого метода заключается в том,., что он 
игнорирует радиальные сгр и касательные т напряжения, возни­
кающие в пластине. В случае упруго-пластических деформации 
такое упрощение приводит к ошибочным результатам даж е  с ка' 
чественной стороны. Отдельные результаты получены также в р а ­
боте [3] •

В данной статье предлагается численный метод решения этой 
задачи, основанный на строгом использовании всех уравнений
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плоской задачи теории малых упруго-пластических деформаций.
Выпишем уравнения равновесия и совместности деформаций 

для плоской задачи при отсутствии объемных сил
да- дтЕ дтг„ да

-5 Г  +  ~ й - ° ’ т г + ^  =  ° .  (1)
d2s- д2е <?2г-
Ib j2 +  "dg2 ~  Щду] =  ' (2 )

Считая объемную деформацию  упругой, связь между напряж е­
ниями и 'деформациям и примем в виде [4]:

Т  = 3 K D 0 +  2G (1 + т )  D '.  (3)
Здесь

Т  —. тензор напряжений;
А л D '  — шаровой тензор и девиатор деформаций;

К ,  G — объемный модуль и модуль сдвига;
Т =  7 (е<) — функция интенсивности деформаций гь  которую можно'оп- 

! ределить из опыта» на одноосное растяжение [4] и связать 
с функцией А. А. Ильюшина ш [5[ соотношением

3(0

1  =  -  2 ( 1 + у/)  ’ (4)

[х' =  ^  +  X~ T L ш’ (5)
где ц ' — коэффициент поперечного сужения при упруго-пластиче­
ской деформации [6]. Таким образом, гипотеза о несжимаемости 
материала здесь не привлекается.

Д ля плоского напряженного состояния, положив ос =  0, =
=  0. на основании (3) и (4) получим

£s — г + д ?  + £* )’ (6)
1 — 2и/ .

£° — 3(1 _  *') (е5 +  £ч ). (7)
£  (1 — <■>).

а 5 — — Л ~ ( Ч  + • +  Sfl) i {X
£(1 — 0,) - , ч 

■ 7 5 -  ( s , )  + Ц Е г )

 Е  (1  —— со)

=  2(1 + (л' ) £Ы

(8)

Р азреш ая уравнения (8) относительно деформаций, получим

£5 =  £° +  £Ь  £^ =  £° +  £* - ^  ^  +  6*Ч , (9)

Е  ( ° 5 ~  И10* ) ’ е °  =  - g -  ( ° п  —  №  )

о _  2 ( 1 + IX) _ \ ’ ' (Ю)
Е

-5576
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Е ( 1—ш)
/ 1I гг г _ __  (-Т ) -  “  (а 1 -  ) 1Г ‘  2 71J ’ % “  ( I—®) V Т| 2 / 1

• ( ПЗа)с =  ■£ ( ! —<«) ГС’ П 1
С в я ж е м  компоненты н а п р яж е н и я  с функцией Ф:

Р2Ф (52Ф р2ф
^  _  Ф У  °'п ■“  ^  ~  ~ д Щ  '

Тогда  уравнения  равновесия  (1) тождественно удовлетворяют

(12

ся. П од ста нов ка  ж е  (9) — ( 12)_ в (2) приводит к разрешающем!  
ура внению задачи:

id2 з~ d‘2s (Esl .
=  +  ( И

Положим

£ e , = JX + _ r t Е г ; = ^ L ,  Ег* =  Z , (14
•п 2  чЛ

где, согласно (И ) ,

А" “  с < I ■■) А  +  Г  =  Т у П Т Т у  А  ~  ° * )
Зо) (15

Z. —  -----1  <0 ’

П о д с т а в л я я  (15) в уравнение  (13),  получим окончательнс

-  - т -  w  -  к > - щ(& +  §) ■ с *
Интенсивности на п р яж е н и й  и д еф ор маци й в случае  пл оской  

на п ряж енн ого  состояния определяются  фо р м у лам и

Зг =  I У +  у  — 3? а.,, +  Зт~ч , (17

1/2 у  У (Ч ~~ Ч  )2 +  ( ^  -  Ч ) Н ( ^  -  г, )2+ A  у  . (18;,1 2 (1 +.ц')
П о д ст а н о в к а  (6) и (9) — (11) в (18) дает

Zi Е (  1 _ Ш) ' ( 195

Э та  ф о р м у ла  с п р а в е д ли в а  при лю бы х значениях р/.
Решен ие  зад ач и сводится,  таким образом,  к интегрированию 

уравне ни я  (16) с учетом зависимостей (15),  (17),  (19) и гранич­
ных условий. В полярных ко ордината х  уравнение  (16) примет 
вид

у 2у 2Ф =  • _  Q, (20]

где

О — J L  п 2/  У V \  ! 1 дУ 1 д2У\ , 1 ^  , Z \  /012 V ( X  У )  ( р d02 ]  | ^  +  Р2 ) • (2 l
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Функции X,  Y и Z  определяю тся по формулам (15), где сле­
дует заменить индексы |  и т] соответственно на р и 0 . Аналогич­
но следует поступить и с выражением (17) д ля  Oj.

Напряжения ор , а„ и тр9 вычисляются через функцию Ф по фор­
мулам

*_ 1 дФ 1 £2ф
зр — у  ф Г  +  р2 <302

<Э2Ф д
00 _  Т р 2 ~ ’ Х р №~ ~ д ?

(J_ МП 
\ р д в )

(22)

Д ля решения уравнения (20) используем метод последователь­
ных приближений, полагая в k -том приближении

V2v 2«j>(ft> =  _  , ' (23)

П равая  часть уравнения (23) вычисляется по формуле (21), в 
которой принимается

* W "  2 [1 - > ^ [ 0 Г 1 Ч а Г 1 ) Ь  ' (24>

Аналогично определяются Y w  и Z (k). Напряжения a f ~ X) и
Тре~]) вычисляются по формулам (22) через функцию Ф(*-1 ). По этим 
напряжениям находится _1), а затем интенсивность деформации

■Г , , ' = ¥ Т Г Э Т -  <25)

Далее, в зависимости от s(/ _I), по заданной диаграмме растяже­
ния определяется .

В качестве нулевого приближения принимается решение соот­
ветствующей «упругой» задачи. По результатам  нулевого прибли­
жения определяется функция пластичности со как в первом, так  и 
во втором приближениях. В последующих приближениях в форму­
лах типа (24) используется функция co(S_1), а не co(ft), (которая к это­
му моменту может быть вычислена). Б лагодаря такому приему 
при переходе к (& +1)-ом у приближению п равая часть уравнения 
(23) линейным образом определяется через Ф №), что позволяет обо­
сновать применение методов сложной итерации [8] для улучшения 
сходимости процесса приближений.

Выведем расчетные формулы для й-того приближения. В 
дальнейш ем изложении индекс «к» условно опущен.

Решение уравнения (23) будем искать в виде тригонометриче­
ского ряда. Д ля  случая двойной симметрии (относительно осей 
g и г]) имеем

СО
ф (р ,  9 ) =  2  <pn (p)cos«@. \ (26)

/2=0,2,...
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Правую часть уравнения (23) также разложим в ряд Фурье:

(27)!

Здесь

2  (р, 0) =  2  ал (р) cos Ц0.
л = 0 ,2 , . . .

Qn{o) =  - ± - {x :  +  ± x ' n - £ x t ) -  

± -  (Y’n + ± y ' n +  ^ Y n) +  n (-L  Z'n +  ±  Zn) (28)

I n  =  ~ 2 ~  при n =  0, a„ =  1 при n >  0,

А'п(р), K„ (p) и Z„ (p) — коэффициенты Фурье функций X  (p, 0), Y (p, 9) 
и Z(p, 0). Штрихом обозначено дифференцирование по p.

Для v„ (р) получим обыкновенное дифференциальное уравнение

LnLntyn (р)   У-П̂ п (р). (29).
где

i.(*) = 24Ll+A"4P-5-(*)-dp
Можно показать, что

Тогда

где

М * )  = Р - (л+1) ^ - Р 2я+1^ - Р - л ( * ) .

?я(р) =  ?Л (р) — ?л(р),

?о (о) =  Л р 2 + Д01п р +  С 0р21п р +  D0,

<рл (р) =  Ап р - л +  Д „ р“ л+2 +  Сл р" +  Dn рп+2 (« >  2), 

?* (р) =  ал Р" I  P^(2,!+I) J  P?+1 dpi dp2,

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

Ф л ( р ) = ^ Ч — ^ P2+1 „2 л + 1Р2

=!

 ̂p j-1 (Yn+Z „)dp1 dp2. (35)

Здесь p o ^ l — некоторое, вообще говоря, произвольное число. 
Используя формулы (22), получим



|де ор„, овп и тРел определяются через ср„ и содержат постоянные 
интегрирования, а

п(п _  p-(n+2) J  фл рл+lа* =  
рп

<  = — а* —0/7 рЛ » "

т л (л — 1)
.<р* _ „ р - ( л + 2 )  j ф „ р Л + 1  dpр0Л п

Г Ро

(37)

По мере удаления от края отверстия напряжения должны оста­
ваться конечными. Поэтому, взяв р0 достаточно большим, следует 
положить равными нулю все постоянные при возрастающих функ­
циях в формулах для напряжений, т. е.

С0 = 0, D 2 = 0, Сп = Dn = 0 (л >2).

Если зона пластичности не ограничена, то в качестве р0 следует
пять радиус окружности, ограничивающей зону влияния отвер­
гая на напряженное состояние. В  случае же конечной зоны плас- 

|ичности при выборе р0 следует иметь в виду, что функции (37) 
ггличны от нуля только в той части пластины, где со^О.

В случае растяжения пластины вдоль оси с (контур отверстия 
федполагается свободным от напряжений) имеем:

При р = 1 а р = 0, тр0 = 0;

при р -> оо ор = +; cos 29, тре = --- y  sin 20,

1куда находим

A = - - f ,  A = - f  + « >  = 1). с 2= - f  ,

А  =  8Л - f -  +  2 ( л  +  1 ) [  а рп 7 Г ~  т р9 л ]р = 1 •

В "  ° п~2 2 (л  —  1) [ °р «  xp H p = i

(38)

ie 8п —  1 при п =  2; б„ =  0 при п > 2.
Д ля численных расчетов по приведенным формулам использо­

валась аппроксимация диаграммы растяжения двумя прямыми 
(сопрягающей их кривой (фиг. 1). При этом для функции плас- 
Iичности можно получить следующие формулы [7]:



Числовые расчеты выполнены на ЭВМ «Урал-2» для следуй 
щих параметров материала:

Е =  6 ,8 -105 дан/см2; Е г =  1-104 дан/см2; а1 =  1300 дан/см2;
а2 =  1750 дан/см2; Ев2 =  4080 дан/см2.

Расчеты проводились с удерж! 
нием 4-Д5 членов рядов (26) и (2) 
(«шах =  6 - | - 8 ) .  Процесс простых ит( 
раций сходится при р  <  0,6а1; Д /  
р  >  0,6а! использовался один из вг 
риантов метода подобных итераци 
[8]. Результаты й-того приближ< 
ния уточнялись введением функцш 
множителя p(ft)(p) с таким расч< 
том, чтобы получилось совпад< 
ние Ф (*°(Р> 6) и Ф<<!+)’(р,0) на лини

Фиг. 1. Результаты вычислений прел 
ставлены на фиг. 2—4. Распрос) 

ранение зоны пластичности с ростом р  показано на фиг. 2. Разме 
ры и форма зон пластичности резко отличаются от результате 
работы [2], особенно при больших значениях р. Качественное oi
личие имеется и в распределении напряжения а© в сечении 0 = -2i
которое дано на фиг! 3- Максимальное значение о© смещается о



Фиг. 4.

края отверстия, «о интенсивность напряжений, как показывают 
расчеты, имеет наибольшее значение у края отверстия. Н а фиг. 4 
показано распределение аэ по контуру отверстия.
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