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ОБОБЩ ЕНИЕ МЕТОДА НАИМЕНЬШ ИХ КВАДРАТОВ

М етод  наименьш их кв ад р ато в  п р и н адл еж и т  к основным 
классическим м етодам  представлен и я  эксперим ентальны х 
данны х с помощ ью  апп роксим ирую щ их функций. Впервы е 
у казан н ы й  в р аб о тах  Л е ж а н д р а  и Гаусса  метод наш ел  ш ирокое 
практическое применение в различны х вопросах  м атем ати ч е ­
ской статистики и инж енерного  а н ал и за  [1].

Если поле эксперим ентальны х дан н ы х  аппроксимируется  
полиномом

У ( х )  2  ъ х 1,
/=  о

то по методу наи мен ьш и х кв ад р ато в  коэфф ициенты  щ  выои- 
раю тся  из условия м иним ум а

N
А2 = '  Ц  [у (Xj )  — у  i f  =  min,

/ - 1
где у; — эксперим ентальное  значение, соответствую щ ее н е з а ­
висимой переменной лу; N — общ ее-число эксперим ентальны х 
точек.
 В резу л ьтате  этого получается  система линейны х а л г е б р а ­

ч е с к и х  уравнени й  относительно коэфф ициентов  а* [2]

М етод наименьш их кв ад р ато в  отличается  простотой (при­
водит к системе линейных уравнений) и д ае т  наи лучш ие оцен­
к и  д ля  случайны х величин, р аспределен ны х  по норм альном у 
району.

О днако  осреднение по м инимуму квадрати чн ого  отклон е­
ния м о ж ет  о к азаться  неудовлетворительны м ,.если  «опасными» 
признать наи больш ие  отклонения экспериментальны х, данны х 
от аппроксимирую щей, кривой.

В обобщ енном методе исходят из . условия м иним ум а по- 
грешности п орядка  v:

п

где dik

(1)
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где  v ( v >  0) — порядок  «погрешности». П ри v =  2 введен ная  
погреш ность со вп ад ает  с квадрати чн ой  погрешностью, при 
v =  1 погреш ность получается  к а к  сум м а модулей отклонений.

Отметим, что величина v влияет  на п а р а м е тр ы  щ  и при 
больш их v ( v >  3), ап п рокси м и рую щ ая  ф ункция  б л и ж е  подхо­
д ит  к точкам  с н аи больш и м и  отклонениями.

Выбор значения  v зависи т  от физических особенностей за-- 
дачи, т. е. от того, наск ольк о  «опасны» отдельны е отклонения.

И спользуя  зависимость  (1) , найдем  п ар ам етр ы  щ  из у сл о ­
вия м иним ум а обобщ енной погрешности.

В р е зу л ь т ат е  получим 
д Дч лг
-Т 7-  =  v 2  \у (хг, а0> ..., а„) — у,\  V~ I X

С/ i l l  J  -с J

X  sign  [у ( x h а0> ап)  — у,] =  0 (2)

(i =  0, 1, ..., п ) ,  

т а к  к а к  прои зводн ая  м одуля функции будет 

\у У — ^  s ig n  у

в точках, где сущ ествует у 7 (угловы е точки исклю чаю тся  из 
рассм отрен и я) .

.Д л я  аппроксим ирую щ ей функции в виде степенного п о л и ­
нома

у  (х; а0, ..., а п)  =  а0 +  а хх ... +  а п х п
будем иметь
д у  (х , : а 0, ..., atl) •

дщ
Тогда система уравнений (2) получит следую щ ий вид:

N
V  | a.Q +  а { X; +  ... +  ап Xjn — y j Y ' - ' x i 1 s ign  [а0 +  а { х / +  ... +  

j -=1
+  a n Xjn —  y ;-]v =  0 ( i  =  0, 1, ..., /г). (3)

П ри v =  2 полученная система уравнений будет обычной 
линейной системой м етода наименьш их квад р ато в ,  при у ф 2
получается  система нелинейных уравнений

ф» (a-о, а\, ..., ап)  =■ 0 (1‘ =  0, 1, ..., л ) ,
/V

. где ф,- ( a 0j a lt а я) =  2 { а 0 +  Й1 +  ••• +  ап x f  — у ;] V~ 1 X

х  ху1' s ign  [а0 +  щ Xj f  ... -|- an x f —  ij iy  ,
Ш

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

         

П реж д е ,  чем перейти к д ал ьн ей ш ем у  анализу , рассм отри м  
простой частный случай: аппроксим аци ю  эксперим ентальной 
зависимости постоянной величиной.

Если имеется N  точек со зн ачениям и  у\, у 2, уы, то в к а ­
честве наиболее  «представительной» постоянной величины в ы ­
бирается  обычно среднее значение:

N
1. V

У ^  У1' ';=1

Р ассм о тр и м  теперь эту за д ач у  с точки зрения общего .ме­
тода аппроксимации. Очевидно, что аппроксим ирую щ ий по­
лином имеет здесь нулевую  степень

у  (х; а 0, а и ап) =  а0.

Если вы би рается  апп рокси м ац и я  по минимуму к в а д р а т и ч
ной погреш ности v =  2, то из .уравн ений  (3) получаем:

.V IV

2  ( ° о  —  У<) =  0 ; «о  =  17 =  У ‘-

что со в п ад ает  с обычным подходом, П ри v =  1 из у р а в н е
ний (3) получаем

N
2  s ign  [а0 —  yi] =  0.

Р а с п о л а г а я # /  в во зр астаю щ ем  п орядке  ( у { < у 2 <  ... <  у п),
легко показать , что при нечетном N  величина а 0 совп ад ает  с 
медианны м значением  у

а0 — #1/2 (.V+1) •

П ри четном значении N  величина а 0 м ож ет  иметь п рои з­
вольные значения

У\;т <  а0 <  у  j /2/v+1

П ри возрастан и и  v ( v - > o o )  значение  п0 стремится к

йо -  у  (У1 т  V„)

(точка а 0 р авн о у д ал ен а  от край них  точек).
И нтересно, что все у к азан н ы е  значения  а 0 прим еняю тся  

при статистическом  анализе .
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Р ассм отри м  общий метод реш ения систем нелинейных а л ­
гебраических уравнений:

Ф/ ( a Qj а ь ..., ап)  =  0 ( / =  0, 1, я ) , (4)

где
/V .

Ф; ( a Q) а ъ ..., ап)  =  % [ у  ( х }; а 0, a h .... а п) — У/Г-1 X
j= 1

X  -  s ig n  [г/ ( х ц  aQ, a h ..., an)  —  у  f t  .

Б удем  и сп ользовать  обобщ енный метод Н ью тона. Выберем  
(произвольны м  образом ) некоторы е нулевы е зн ачен и я  п а р а ­
метров ао0) , а Р  , а (п *. Тогда истинные значения  п а р а м е т ­
ров представим  так:-

ai =  a f ) p h ? ),
1 ( 0 )где  a i  — дополнительны е величины, которы е р а с с м а т р и в а ­

ю тся к а к  малы е.
О гран и чи ваясь  первы ми член ам и  р азл о ж е н и я  в р я д  Т ей л о ­

ра, из уравнени й  (4) будем иметь;

(ао а п)  =  ф. (а'о0> , « Г  )  +  р  № ' +  -  +  Р  t f 1 =  0.О (Хо О &п

З н ач ен и я  производны х берутся  при a i 0) , ..., а£0> . Д л я  
оты скан и я  «нулевого п ри бли ж ен и я»  дополнительны х величии 
получим систему линейных алгебраи ч ески х  уравнений
д ъ  шо) , , /7(0) _  ,  (0) <ок
a ^ Aj + - + аХ. П п  <f ‘ ....... '
(i  =  0, 1, ..., п) .

П осле определения /гТ  находим

a P - a P  +  h ? '

и процесс расчета  повторяется . В практических расчетах  уд о в ­
летв о р и тел ьн ая  точность получается  после 3— 6 приближ ений .
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