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Аннотация. В настоящей работе рассматривается математическая модель лечения рака 
химиотерапией. Найдено положение равновесия системы, а так же исследована его 
устойчивость. Для численного решения используется пакет прикладных программ 
MATLAB. 

1. Введение 
Исследования по лечению рака являются основополагающими для улучшения результатов для 
людей, пораженных этим заболеванием [1]. Эти усилия включают разработку более 
эффективных и менее токсичных методов лечения [2], таких как целенаправленная терапия, 
иммунотерапия и противораковые вакцины, а также совершенствование методов лечения, 
которые существуют в течение десятилетий, такие как химиотерапия, лучевая терапия и 
хирургия. 

Одной из основных форм лечения является химиотерапия, которая включает в себя 
инъекцию в организм человека лекарственных препаратов. Попадая в организм, они 
останавливают или замедляют рост раковых клеток. Однако, химиотерапия не только убивает 
быстрорастущие раковые клетки, но и убивает или замедляет рост здоровых клеток, которые 
быстро растут и делятся. Изучение в области улучшения химиотерапевтических препаратов, 
которые будут минимизировать влияние на здоровые клетки, продолжается и сейчас [2]. 

Относительно недавно начались исследования по моделированию лечения рака с 
использованием математических или компьютерных моделей [3-8]. Математически 
химиотерапию рака можно рассматривать как динамическую модель, описывающую связь 
между нормальными и раковыми клетками. Существуют труды, в которых рассматриваются 
взаимодействие рака на весь организм или локальную его часть [9-12]. Однако, во многих 
случаях рак распространяется с одного участка на другой через кровоток или лимфатические 
системы. Такие процессы известны как метастазы [13]. Экспериментальные данные 
показывают, что метастаз является избирательным по органам человека. Так, наиболее 
распространенными метастатическими участками являются печень, лёгкие и мозг [14].  

В данной работе будет рассматриваться динамическая модель, состоящая из шести 
дифференциальных уравнений, которые представляют взаимодействие между нормальными и 
раковыми клетками на первичном и вторичном участках, учитывая метастаз. 
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2. Модель 
При моделировании системы принимаются во внимание взаимодействие нормальных и 
раковых клеток, а так же влияние химиопрепарата. Учитывается процесс образования 
метастазов в результате распространения рака от первичного участка опухоли.  
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где x1 – это концентрация нормальных клеток на первичном участке; 

 x2 – это концентрация раковых клеток на первичном участке; 
 y – это концентрация химиопрепарата на первичном участке; 
 u1 – это концентрация нормальных клеток на вторичном участке; 
 u2 – это концентрация раковых клеток на вторичном участке; 
 z – это концентрация химиопрепарата на вторичном участке;  

В частности, 
• αi, i = 1,2, являются коэффициентами рождаемости нормальных и раковых клеток для 

малых концентраций на первичном участке; 
• Кi , i = 1,2, являются соответствующими пропускными способностями; 
• qi, i = 1,2, коэффициенты конкуренции между х1 и х2;  
• рi , i = 1,2, являются коэффициентами хищничества у по хi ;  
• аi , i = 1,2, определяет скорость, при которой xi, в отсутствие конкуренции и 

хищничества, достигает пропускной способности; 
• ∆ представляет собой непрерывную скорость инфузии химиотерапии на первичном 

участке; 
• ξ это скорость вымывания химиотерапевтического препарата на этом участке; 
• ci, i = 1,2, являются комбинированными ставками химиотерапевтического препарата с 

клетками и, следовательно, они пропорциональны рi , i = 1,2 
Для вторичного участка используются параметры βi, Li, ri, si, bi, Ф, ηi, di, i = 1,2, соответственно. 

Более того, 
• δ это скорость, при которой рак покидает  первичный участок;  
• τ временная задержка в эффекте метастаз; 
• ε, 0 < ε <1,  является долей раковых клеток, которые достигают и взаимодействуют на 

вторичном участке после выхода с первичного. 
 

3. Отсутствие лечения 
В данном разделе рассмотрим частную модель системы (1). Для этого будем рассматривать 
систему (2), в которой отсутствует концентрация химиотерапевтического препарата на 
первичном и вторичном участках. 
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3.1 Положение равновесия 
Численно исследуем систему (2) в положении равновесия, т.е. найдём точку покоя

0 0 0 01 2 1 2( , , , )x x u u . 
Используя встроенную функцию fsolve среды MATLAB и параметры таблицы 1, рассчитаем 

точку покоя.  
Таблица 1. Параметры системы. 

α1 α2 β1 β2 K1 K2 L1 L2 q1 q2 r1 r2 δ ε τ 
1.5 10 2 12 1460 2100 1750 2300 0.0075 0.005 0.002 0.001 0.1 0.0001 0 

Учитывая параметры таблицы (1), точка покоя системы (2) принимает вид:

0 0 0 01 2 1 2 1 1( , , , ) (1460,0,1750,0) ( ,0, ,0)x x u u K L= = . 
 

3.2 Исследование модели на устойчивость 
Матрица Якоби для точки 

0 0 0 01 2 1 2( , , , )x x u u  будет выглядеть следующим образом: 
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Можно заметить, что локальный анализ устойчивости вокруг положения равновесия не 
зависит от времени задержки τ. 

Проведем анализ положения равновесия в точке (K1,0, L1,0). Найдем собственные значения 
матрицы (3). Они будут равны: 
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Для того чтобы раковые клетки преобладали над нормальными достаточно наложить 
следующие условия: 
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При 2α δ>  точка (K1,0, L1,0) носит гиперболический характер и является неустойчивой 
седловой точкой равновесия.  

 
3.3. Численные результаты решения 
Для выполнения численного моделирования системы (2) будем учитывать следующие условия: 

• 2α δ> ;  
• условие (5) (достаточное условие для гипотезы рака); 
• 2 1α α> и 2 1β β> (раковые клетки растут быстрее, чем нормальные); 
• 1ε   (только несколько клеток обладают способностью образовывать метастазы); 
• 1 2K K≤ и 1 2L L≤  (несущая способность раковых клеток может быть больше, чем 

несущая способность нормальных клеток). 
Также начальные условия таковы, что 

• 
0 01 2x x> ;  

• 
02 0u =  

Все эти условия так же будут удовлетворены в случае лечения.  

 
Рисунок 1. Численное решение системы (2) для случая концентрации нормальных клеток на 
первичном и вторичном участках. 

 
Рисунок 2. Численное решение системы (2) для случая концентрации раковых клеток на 
первичном и вторичном участках. 
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4. Заключение 
В работе рассмотрена динамическая модель лечения рака химиотерапией, в которой 
отсутствует концентрация химиотерапевтического препарата на первичном и вторичном 
участках. Найдено состояние равновесия системы и исследована его устойчивость. Проведены 
численные эксперименты, иллюстрирующие результаты проведенного исследования. 
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Stability of equilibria of cancer treatment by chemotherapy 
model 
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1Samara National Research University, Moskovskoe Shosse 34А, Samara, Russia, 443086 

Abstract. In this paper we, consider a mathematical model of cancer treatment by 
chemotherapy. Found the equilibrium position of the system and studied its stability. For the 
numerical solution uses the software package MATLAB. 
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