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Аннотация 

В работе рассматриваются нестандартные бинарные системы счисления для колец це-
лых чисел Гаусса и Эйзенштейна. Принципиальным отличием («экзотичностью») таких 
систем счисления от канонических систем счисления И. Катаи для квадратичных полей 
является использование в качестве бинарного «цифрового алфавита» двухэлементного 
множества, не содержащего числового нуля. 

В работе синтезируются также алгоритмы представления чисел в рассматриваемой си-
стеме счисления и характеризуются возможности эффективной реализации арифметиче-
ских операций.  
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Введение 

Системы счисления с базисом, порожденным по-
следовательностью иррациональных чисел, как мате-
матический объект рассматривались, по всей видимо-
сти, впервые в работе [1] Дж. Бергмана (1957). По 
крайней мере именно на эту работу как приоритет-
ную ссылаются чаще всего. 

Фактически в цитированной работе неявно рас-
сматривались более общая задача представления эле-

ментов кольца целых элементов  5Z  квадратично-

го поля  5Q , то есть подмножества элементов  

  2 25 5 : 5 , 2 ,z x y Normz x y Tr z x      Q Z  

в форме  
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где ω = ϕ («фи») – так называемое «золотое сечение»: 
а «цифры» k = {0, 1}. 

Такая система счисления с основанием ϕ получи-
ла в англоязычной литературе название «Phi number 
system» или «Golden ratio number system», а в русско-
язычной литературе числовые последовательности 
«цифр» k, ассоциированные с (1), часто называют 
«кодами золотого сечения» [2]. Первоначально эти 
системы использовались в приложениях, в частно-
сти, для синтеза отказоустойчивых арифметических 
устройств. С развитием аппаратных возможностей 
вычислительной математики такие системы счисле-
ния [3 – 5] стали применяться и в криптографии, 
цифровой обработке сигналов и изображений [6 – 8]. 

Напомним некоторые теоретические сведения. 

Пусть целое число d свободно от квадратов. Пусть 
далее ( )dZ  – кольцо целых квадратичных чисел поля 

( ),dQ  то есть чисел z a b d   с условиями: 

2 2( ) , ( ) 2 .Norm z a b d Tr z a    Z Z   

Как известно,  

( )

: ; , при 1(mod 4),

: ; (mod 2) при 1(mod 4).2

d

z z a b d a b d

a b dz z a b d



        

Z

Z   

Систематическое исследование позиционных систем 
счисления в общем случае колец целых элементов 

 dZ квадратичных полей  dQ  началось с работ 

И. Катаи, Й. Сабо и Б. Ковача (в частности, [10]), опуб-
ликованных в малочитаемых венгерских журналах, где 
было введено понятие канонической системы счисления 

в  dZ  и получена их классификация в зависимости 

от связи d,  и алфавита цифр Z. В работе [11] авто-
ром было обобщено понятие канонической системы 
счисления до квазиканонической системы счисления пу-
тем расширения допустимого множества цифр до мно-

жества  d  Z . Другими словами, в качестве циф-

рового множества  рассматривались не только целые 
рациональные числа (т.е. «обычные» целые), но и целые 

элементы квадратичного поля  dQ .  

Цифры k представления (1) определяются в об-
щем случае либо посредством нелинейного рекур-
рентного процесса [12], либо, что возможно далеко не 
во всех квадратичных кольцах, с помощью алгоритма 
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деления с остатком [11]. Заметим, что и для канони-
ческих, и для квазиканонических систем счисления 
цифры k подчиняются условию 0  k < Norm . 
Иными словами, для построения, например, бинарных 
систем счисления требовалось существование в 

 dZ  элемента  с условием Norm  = 2.  

В связи с этим «экзотичность» рассматриваемых 
бинарных систем счисления, вынесенная в заголовок 
статьи, определяется следующими факторами. 

 В полях  1 ,Q   3Q  нормы оснований  

систем счисления равны (+1). 
 Алфавитами «цифр» в обоих случаях является 

множество  = {–1, +1} и 0. 
 Рассматриваемые системы счисления являются, 

как и Phi-система, избыточными (то есть пред-
ставление элемента соответствующего кольца 
квадратичных целых в форме (1) не является од-
нозначным). 
Заметим, что последнее свойство для Phi-системы 

счисления рассматривалось как аргумент, обеспечива-
ющий отказоустойчивость ассоциированных кодов 
машинной арифметики (отказы одного или нескольких 
триггеров возможно компенсировать переходом к эк-
вивалентному кодовому представлению числа). По-
этому вводимые ниже «экзотические» бинарные си-
стемы счисления (далее – ЭСЧ) для целых чисел Гаус-
са и Эйзенштейна могут также, в известной мере, ре-
шить проблему отказоустойчивости, причем с помо-
щью более простых программных средств.  

1. Некоторые теоретические сведения 

Определение 1.1. Говорят, что в кольце A имеет 

место алгоритм деления с остатком, если на отлич-
ных от нуля элементах z кольца определена целочис-
ленная неотрицательная функция v(z) так, что выпол-
няются следующие условия: 

1) если z делится на w, то v(z)  v(w);  
2) для любых элементов z и w  0 кольца A су-

ществуют такие , A, что z = w+, причем 

либо  = 0, либо v() < v(w). 
Кольцо A называется в этом случае евклидовым. 

Если в кольце  dZ  имеет место алгоритм деле-

ния с остатком, то метод определения цифр в пред-

ставлении (1) элемента
 

 z dZ  в системе счисле-

ния с основанием ω полностью аналогичен методу 
определения цифр в g-ичной позиционной системе 
счисления для обычных целых чисел. 

При d < 0 (т.е. для мнимых квадратичных колец 

целых  dZ ) алгоритм деления с остатком (относи-

тельно  z Norm z  ) имеет место [13] только при 
d = –1, –2, –3, –7, –11.  

При d = –1, –2, –7 в кольцах  dZ  существуют 

элементы с условием Norm  = 2 и, как следствие, би-
нарные канонические системы счисления И. Катаи. 

В частности, для    1i  Z Z  существует «ка-

ноническая» система счисления [10] с множеством 
цифр = {0, 1} и основанием  

1 , 2.i Norm       

Поэтому вводимая ниже бинарная система счис-
ления для Z(i) может рассматриваться как альтерна-
тива канонической системе счисления Пенни [3]. 

В кольце  3Z нет элементов  таких, что 

Norm  = 2. Поэтому ни канонических бинарных, ни 
квазиканонических бинарных систем счисления в 
этом кольце нет (хотя есть тернарные [14]). В силу 
этого вводимая ниже бинарная система счисления 
представляется новой или малоизученной.  

В кольце  11Z
 
нет элементов 

   11 \ ; 1,2 .Norm  Z Z  

Поэтому в этом кольце нет ни бинарных канони-
ческих, ни квазиканонических систем счисления, хотя 
есть тернарные системы счисления [14]. 

2. «Экзотическая» бинарная система счисления 
в кольце целых Гауссовых чисел 

Введем обозначения. Пусть Z(i)
 
– кольцо целых 

Гауссовых чисел: 

   
 

2; , ; , 1 ;

1, 1 ,

i z x y x y i i       

   

Z Z 

    2 2 .z Norm z Norm x y x y      
 

2.1.Представление целых Гауссовых чисел в ЭСЧ 

Утверждение 2.1. Для zZ(i), или Re(z)  0 спра-

ведливо неравенство 

 
   

   

1
1  при Re , 

2
1

1  при Re z .
2

z z

z
z

               

А при Re(z) = 0 справедливо равенство 

   1 .z z     

Доказательство. Непосредственная проверка. 
Следствие 2.1. Для элементов zZ(i) справедливы 

представления (1) в форме  
( )

0

,
v z

k
k

k

z


  
  (2) 

где  = i, k = {–1, +1}. 
Доказательство. Метод построения представле-

ния (2), допуская известную терминологическую 
вольность, будем называть алгоритмом. 

(а) Пусть Re(z)  0. Положим z0 = zZ(i). Выберем 
0 таким образом, чтобы согласно Утверждению 
2.1 выполнялось неравенство  
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   0 .z z      

Далее, 

    1
0 0 0 0 .z z z             

И так как  

 0 0z z     , а    1 1,       

то, полагая z1  ((z–0)–1), получаем v(z1) < v(z).
 

 (б) Пусть Re(z) = 0, z  0. Положим 

 * 1 *
0 0 0 и  уже Re 0.z z z    

И так как *
0 0 ,z z   то для элемента *

0z  уже воз-
можно корректное применение части (а) алгоритма. 

Далее последовательными итерациями части (а) ал-
горитма и, если потребуется, части (б) получаем це-
почку элементов zk с убывающими до нуля нормами, 
что и доказывает сформулированную возможность 
представления элементов zZ(i) кольца в форме (2). 

2.2. Особенности реализации 
 базовых арифметических операций в ЭСЧ  

для целых Гауссовых чисел 

При сложении элементов zZ(i) в форме (2) может 
возникнуть необходимость использования «правил 
переноса в старшие разряды»: 

         
 

4

4

2

1 1 "2 " 1 1 ,

1 1 " 2 " 1 1 ,

1 1 "0 " 1 1

k k k k k

k k k k k

k k k k k







        

             

         

    
    

    

 

(в этих равенствах кавычками отмечены слагаемые, 
«недопустимые» для формата представления (2)). 

Заметим, что представление (2) элемента zZ(i) не 
является однозначным. Более того, например, для 
четных целых рациональных чисел 0 < 2nZZ(i) 
тривиальным образом справедливо представление  

1
4 4 1 4 2 4 3

0

2 (1 1 ( 1) 1 ).
n

m m m m

m

n


  



          

Аналогичным образом находятся также одно или 
несколько «очевидных» представлений для элементов 
zZ(i) кольца целых Гауссовых чисел, расположен-
ных на комплексной плоскости в узлах квадратной 
целочисленной решетки. 

3. «Экзотическая» бинарная система счисления 
в кольце целых чисел Эйзенштейна 

Определение 3.1. Кольцом целых чисел Эйзен-
штейна называется подкольцо E()C комплексного 
поля, определённое как  

  1 3
; , ;

2

i
z x y x y

           
  

E Z . 

Нормой элемента z = x+yE() является целое 
число  

      2 2 .z zz x y x y x xy y           

Замечание. Разумеется, кольцо E() можно опре-
делить и в «изоморфной терминологии» как кольцо 

 3Z  целых элементов квадратичного поля 

 3 , Q C  а именно: 

     3
3 ; , ; mod 2

2

u v
u v u v

         
  

E Z Z  

и с обычной нормой, принятой в теории квадратич-
ных полей 

 2 233 3
.

2 2 4

u vu v u v
Norm

       
        
   

 

В настоящей работе мы будем использовать обе 
эквивалентные терминологии, руководствуясь, в 
первую очередь, технической простотой доказа-
тельств соответствующих утверждений. 

3.1. Представление целых чисел Эйзенштейна в ЭСЧ 

Как и для целых Гауссовых чисел, для целых чи-
сел Эйзенштейна справедлив аналог Утверждения 2.1 
в форме: 

Утверждение 3.1. Для  3z iZ  при Re(z)  0 

справедливо неравенство 

 
   

     
11  при Re , 2

11  при Re z ;2

z z
z

z

     
     

при Re(z) = 0 справедливо равенство v(z±1) = v(z).  
Доказательство почти дословно повторяет доказа-

тельство Утверждения 2.1, то есть непосредственную 
проверку с минимальными формальными изменениями. 

В «эйзенштейновской терминологии» для кольца 
E() и нормы (z) = (x+y) = x2 – xy + y2 аналогом 
Утверждения 2.1 является 

Утверждение 3.2. Пусть z = x+yE.  
Тогда:  
 при |y – 2x| > 1 справедливо неравенство (z–1) < (z); 
 при 2x–y+1 = 0 справедливо равенство (z–1) < (z).  

Доказательство. Пусть  = ±1, z = x+yE(). Име-
ем: 

         2 21 1 2 1 .z x x y y z y x             

Отсюда следует, что неравенство (z–1) < (z) вы-

полняется при ( y ± 2x + 1) < 0, то есть при выполне-

нии одного из неравенств 

2 1 ,  2 1 ,x y x y     

что равносильно выполнению неравенства 

2 1.y x   

Так как x, yZ, то последнее неравенство выпол-
няется для всех x, yZ за исключением целочислен-
ных решений уравнения 2x – y + 1 = 0. Очевидно, что в 
этом случае для норм элементов имеет место равен-
ство (z–1) = (z).
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Следствие 3.1. Для элементов zZ() справедли-
вы представления, аналогичные (1), в форме  

 
( )

0

1 3, , 1, 1 .2

v z
k

k k
k

iz


            (3)
 

Доказательство. Как и при доказательстве След-
ствия 2.1, метод построения представления (3), до-
пуская известную вольность речи, будем называть ал-
горитмом. 

(а) Пусть z = x + yZ(), 2x – y + 1  0.  

Выберем 0 таким образом, чтобы согласно 
Утверждению 3.2 выполнялось неравенство  

   0 .z z      

Далее 

    1
0 0 0 0 .z z z             

И так как  

 0 0z z     , а    1 1,       

то, полагая z1 = ((z – 0)–1), получаем (z1) < (z). 
(б) Пусть z0 = z = x + y, 2x – y + 1 = 0.  
Полагая * 1

0 0 ,z z    имеем  

   * * *
0 0 0 0 0 0 0 0 = 1 ( 1) .z x y y x x x y          

Так как уже * *
0 02 1 0x y    при целых x, y и так 

как *
0 0 ,z z   то для элемента *

0z  корректно примене-
ние части (а) алгоритма. 

Далее последовательными итерациями части (а) ал-
горитма и, если потребуется, части (б) получаем це-
почку элементов zk с убывающими до нуля нормами, 
что и доказывает сформулированную возможность 
представления элементов кольца E() в форме (3). 

3.2. Особенности реализации 
 базовых арифметических операций в ЭСЧ 

 для целых чисел Эйзенштейна 

При сложении элементов zE() в форме (2) мо-
жет возникнуть необходимость использования «пра-
вил переноса в старшие разряды»: 

         
 

3

3

1 2

1 1 "2 " 1 1 ,

1 1 " 2 " 1 1 ,

1 1 "0 " 1 1 1

k k k k k

k k k k k

k k k k k k





 

        

             

           

    
    

     

 

(в этих равенствах кавычками отмечены слагаемые, 
«недопустимые» для формата представления (3)). 

Заметим, что представление (3) элемента zE() 
не является однозначным. Более того, например, для 
целых чисел 0 < nZE() тривиальным образом 
справедливо представление  

   
1

3 1 3 2

0

( 1 1 ).
n

m m

m

n


 



       

Аналогичным образом находятся также одно или 
несколько «очевидных» представлений для элементов 
zE() кольца целых чисел Эйзенштейна, располо-

женных на комплексной плоскости в узлах треуголь-
ной решетки. 

Неоднозначность представления целых элементов 
колец в рассмотренных системах счисления лишний 
раз подтверждает тезис, что с точки зрения синтеза 
отказоустойчивых арифметических устройств Phi-
системы счисления с дробным основанием  не явля-
ются уникальными. Относительным недостатком, на 
первый взгляд, является целочисленность рассматри-
ваемых решеток комплексных чисел. Претензии, ука-
зывающие на этот недостаток, легко парируются тем 
аргументом, что в практических задачах исследова-
тель имеет дело исключительно с рациональными ап-
проксимациями «виртуально» действительных чисел, 
то есть с масштабированными элементами многомер-
ных целочисленных решёток. 

Заключение 

В работе рассмотрены системы счисления для 
квадратичных колец, ассоциированных с двумя цело-
численными решетками на комплексной плоскости. 
Введенные «экзотические» системы счисления связа-
ны с двумя задачами, имеющими скорее методологи-
ческую, нежели прикладную значимость. 

Во-первых, введенные системы счисления обла-
дают в некотором смысле уникальным свойством: 
норма каждой из возможных цифр равна норме осно-
вания (ср. с традиционными позиционными система-
ми счисления для целых чисел). Кроме того, как по-
казано автором [21], представление элементов алгеб-
ры комплексных чисел в «базисе Эйзенштейна» 
{1, } позволяет, в частности, тривиализировать 
часть умножений в быстрых алгоритмах дискретного 
преобразования Фурье.  

Во-вторых, введенные системы счисления пред-
ставляют некоторую альтернативу Phi-системам 
именно с точки зрения проектирования отказоустой-
чивых арифметических устройств, для которых Phi-
системам счисления придавалась чуть ли не моно-
польная значимость.  

Автор статьи полностью отдает себе отчет, что 
проблемы синтеза отказоустойчивых кодов именно 
как «кодов золотого сечения» может вызвать нега-
тивную реакцию у скептического настроенного чита-
теля: «Опять кролики Фибоначчи!». Поэтому автор 
считает необходимым прояснить свою позицию в от-
ношении «фибоначчиведения». Действительно, не-
смотря на давнее и эффективное использование чисел 
Фибоначчи, «золотого сечения» и т. п. в прикладных 
задачах (сортировка данных, построение квадратур-
ных формул для численного интегрирования, моде-
лирование «хаотических» и фрактальных процессов 
или объектов и т. д.), основная масса публикаций свя-
зана фактически с нумерологией, к «научному жан-
ру» не относящейся. Несмотря на то, что автор ис-
пользовал числа Фибоначчи, Люка и т.п. для решения 
локальных задач обработки сигналов [16 – 19], он ни-
когда не разделял энтузиазма в поисках «Всеобщей 
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гармонии» и/или построения «Общей теории всего» 
на основе анализа тех или иных числовых феноменов. 

Тем не менее, вполне серьёзные профессиональ-
ные исследования в тематике, связанной, в частности, 
с теорией и приложениями последовательности чисел 
Фибоначчи, проводятся под эгидой Fibonacci Associa-
tion. Регулярно проводятся конференции, издаются 
книги и журнал Fibonacci Quarterly. К сожалению, 
большинство из этих изданий практически недоступ-
но российскому читателю. Приоритет в области при-
менения теории чисел Фибоначчи к задачам инфор-
матики в СССР принадлежит А.П. Стахову (напри-
мер, [2], [15] и др.), рассматривавшему представления 
данных в системе счисления Фибоначчи как средство 
построения отказоустойчивых машинных кодов. Ра-
зумеется, вопрос о целесообразности широкого ис-
пользования «процессоров Фибоначчи» остается от-
крытым с неоднозначным к нему отношением, хотя, 
скорее всего, в настоящее время создание таких про-
цессоров не представляет принципиальной техноло-
гической трудности.  
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Abstract 

The paper considers nonstandard binary number systems for rings of Gauss and Eisenstein in-
tegers. The principal difference ("exoticism") of such number systems from the canonical number 
systems introduced by I. Katai for quadratic fields is that as a binary "digital alphabet", it uses a 
two-element set that does not contain a numeric zero. The paper also synthesizes algorithms for 
the representation of numbers in the considered number system and characterizes the possibility of 
an efficient implementation of arithmetic operations. 
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