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Аннотация 

Рассмотрена мультиспиральная фазовая пластинка, у которой имеется множество цен-
тров сингулярности фазы, расположенных в произвольных точках в плоскости пластинки. 
Получены замкнутые выражения для топологического заряда вихревого поля в начальной 
плоскости сразу за обычной спиральной фазовой пластинкой и нормированного на мощ-
ность пучка орбитального углового момента. Топологический заряд в начальной плоско-
сти равен сумме топологических зарядов каждой сингулярности, если их центры находят-
ся внутри круглой апертуры конечного радиуса. Если часть центров сингулярности фазы 
лежит на границе круглой диафрагмы, ограничивающей обычную спиральную фазовую 
пластинку, то их топологический заряд в сумме нужно поделить на 2. Орбитальный угло-
вой момент зависит от расположения центров сингулярности: чем дальше от центра пла-
стинки расположен центр сингулярности, тем меньше вклад в орбитальный угловой мо-
мент. Если все центры сингулярности лежат на границе, ограничивающей мультиспи-
ральную фазовую пластинку диафрагмы, то орбитальный угловой момент пучка равен 
нулю, хотя топологический заряд пучка в этом случае будет отличен от нуля. 
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Введение 

Вихревые лазерные пучки [1] продолжают напря-
женно исследоваться из-за их уникальных топологи-
ческих свойств [2, 3] и широкого применения в кван-
товой информатике [4], системах беспроводной связи 
[5], манипулировании микрочастицами [6], зондиро-
вании атмосферы в присутствии турбулентности [7]. 
Впервые вихревые лазерные пучки с фазовой сингу-
лярностью были сформированы с помощью ампли-
тудной голограммы с «вилочкой» [8] и спиральной 
фазовой пластинки (СФП) [9]. Сегодня такие пучки 
удобно формировать с помощью пространственного 
модулятора света (ПМС) [10]. Лазерные пучки с фа-
зовой сингулярностью характеризуются определен-
ным топологическим зарядом (ТЗ) [2] и несут орби-
тальный угловой момент (ОУМ) [3]. Эти характери-
стики отражают разные стороны вихревого пучка. 
Если ОУМ сохраняется при распространении пучка, 
то ТЗ может сохраняться, а может не сохраняться при 
распространении [11]. Топологический заряд пучка, 
состоящего из линейной комбинации ОУМ-гармоник 
[12], определяется «топологической конкуренцией» 
между ними [13]. При распространении лазерного 
пучка с начальным дробным ТЗ могут рождаться но-
вые оптические вихри (центры сингулярности) [14, 
15]. В [16, 17] было показано, что Гауссов пучок с 

внедренным в его перетяжку множеством оптических 
вихрей с топологическими зарядами одного знака яв-
ляется структурно-стабильным и при распространении 
изменяет только масштаб и может вращаться. В [18] 
рассмотрен частный случай, когда центры сингулярно-
сти (нули интенсивности) лежат равномерно на 
окружности (центр окружности лежит на оптической 
оси) в поперечном сечении Гауссова пучка. В [18] уда-
лось получить точные выражения для ТЗ и ОУМ тако-
го мультивихря. Измерять ТЗ можно с помощью ци-
линдрической линзы [19] или треугольной диафрагмы 
[20], а измерять ОУМ можно с помощью двух цилин-
дрических линз [21]. 

В данной работе мы рассматриваем новый оптиче-
ский элемент – мультиспиральную фазовую пластинку 
(МСФП), которая имеет множество центров сингуляр-
ности фазы, произвольно расположенных по плоско-
сти пластинки. В практическом плане формировать 
вихревой лазерной пучок с помощью МСФП можно 
как обычно, с помощью ПМС. Приводятся замкнутые 
выражения для ТЗ и ОУМ оптических вихрей, сфор-
мированных МСФП. Особенностью такой спиральной 
фазовой пластинки является то, что при попадании 
центра сингулярности на край ограничивающей диа-
фрагмы ТЗ пучка в начальной плоскости становится 
полуцелым. Если все центры сингулярности попали 
на край диафрагмы, то ОУМ пучка будет равен нулю. 
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Если все центры сингулярности собраны в центре 
пластинки, то МСФП становится обычной СФП. 

Заметим, что ранее авторы уже рассматривали 
пучки с несколькими сингулярностями [22]. Но в [22] 
были рассмотрены поляризационные сингулярности, 
внедренные в Гауссов пучок. В каждой точке у такого 
пучка поляризация линейная, но вектор поляризации 
изменяется по полю, аналогично как у радиальной 
или азимутальной поляризации. В данной работе мы 
рассматриваем другую ситуацию, когда Гауссов пу-
чок с линейной поляризацией падает на фазовую пла-
стинку с несколькими синулярностями, центры кото-
рых произвольно расположены по полю. Сходство 
этих работ в том, что в обеих работах в начальном 
поле несколько произвольно расположенных по сече-
нию пучка сингулярностей (неопределенностей) фазы 
или поляризации. Оба типа таких неопределенностей 
приводят к изолированным нулям интенсивности в 
поле. А различия в том, что для случая поляризаци-
онных сингулярностей удалось только найти коорди-
наты нулей интенсивности, а для пучка с фазовыми 
сингулярностями удалось рассчитать ОУМ и ТЗ. 

Топологический заряд поля от МСФП 

Рассмотрим комплексную функцию пропускания 
мультиспиральной фазовой пластинки, у которой име-

ются M центров фазовой сингулярности, находящихся в 
точках с полярными координатами (rp, p): 
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где (r,,z) – цилиндрические координаты, np – топо-
логический заряд каждой отдельной сингулярности, 
circl(r / R) = {1, r  R; 0, r > R} – функция круглой диа-
фрагмы с радиусом R, которая ограничивает МСФП. 
Рассчитаем полный ТЗ светового поля в начальной 
плоскости, которое появляется сразу за МСФП (1), 
если осветить ее нормально световым пучком с ради-
ально-симметричной амплитудой A(r). Для расчета 
ТЗ воспользуемся формулой Берри [2]: 
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Подставим в первый из интегралов выражения (3) 
аргумент функции (1), получим: 
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При получении (4) воспользовались справочным 
интегралом [23] 
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Из (4) следует, что если точка сингулярности фазы 
МСФП находится на краю диафрагмы, то ТЗ светово-
го поля в начальной плоскости будет дробным (це-
лым или полуцелым). Ранее авторами было показано 
[13], что при распространении оптического вихря с 
начальным дробным ТЗ могут возникать несколько 
сценариев эволюции такого вихря, в зависимости от 
близости начального ТЗ к четному или нечетному це-
лому числу. В нашем случае механизм возникновения 
дробного ТЗ другой, и в данном случае начальный ТЗ 
может быть только целым или полуцелым. Заметим, 
что если в (1) вместо освещающей плоской волны, 

ограниченной круглой диафрагмой, осветить СФП 
Гауссовым пучком, то ТЗ оптического вихря, сфор-
мировавшегося за СФП, будет равен сумме топологи-
ческих зарядов всех сингулярностей: 
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Орбитальный угловой момент пучка после МСФП 

Найдем далее ОУМ светового поля (1) в начальной 
плоскости. Для этого воспользуемся известным выра-
жением для расчета ОУМ и мощности пучка [21]: 
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Для взятия производной под интегралом в (6) от 
поля (1) удобно переписать амплитуду поля (1) в виде: 
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Подставим (8) в (6), получим: 
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При получении (9) воспользовались справочными 
интегралами [23]: 
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Нормированный ОУМ светового пучка с амплитудой 
A(r), прошедшего МСФП (1), будет равен выражению:  
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Выражение (11) для ОУМ обобщает ранее получен-
ное авторами выражение для СФП с одним смещенным 
центром сингулярности [24]. Из сравнения (4) и (11) 
видно, что ОУМ зависит от степени близости центров 
сингулярности фазы МСФП к краю круглой диафрагмы 
радиуса R. Если центр сингулярности фазы попадает на 
край диафрагмы, то он «пропадает» из суммы в (11) и не 
дает вклад в ОУМ. Такой «крайний» центр сингулярно-
сти (rp

 = R) дает «половинный» (np
 / 2) вклад в общий ТЗ 

пучка. В случае, если все центры сингулярности лежат 
на окружности радиуса r0, выражение (11) упрощается: 
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Если радиус окружности, на которой лежат цен-
тры сингулярностей, совпадает c радиусом диафраг-
мы (r0 = R), то из (12) следует, что ОУМ пучка после 
СФП будет равен нулю. Однако ТЗ такого пучка бу-
дет отличен от нуля и равен 0,5np. Простой пример 
оптического вихря, у которого ОУМ равен нулю, а ТЗ 
отличен от нуля, приведен в Приложении. Из (12) 
видно, что если все центры сингулярности свести в 
центр диафрагмы (rp = 0), то ОУМ пучка (12) будет 
равен ТЗ (4): Jz

 / W =  np
 . 

Амплитуда светового поля, прошедшего МСФП 

Найти амплитуду светового поля в зоне Френеля 
или в дальней зоне для светового поля (1) в замкну-
том виде (без использования рядов) не удается. По-
этому упростим задачу и рассмотрим, к чему приво-
дит смещение с оптической оси одного центра сингу-
лярности оптического вихря, внедренного в перетяж-
ку Гауссова пучка, в Фурье-плоскости сферической 
линзы. То есть вместо (1) рассмотрим в начальной 
плоскости световое поле с амплитудой вида: 
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В Фурье-плоскости сферической линзы с фокус-
ным расстоянием f комплексная амплитуда поля (13) 
выражается через преобразование Фурье 
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где k – волновое число света. Из сравнения (13) и (14) 
видно, что ноль интенсивности (центр сингулярно-
сти) n-го порядка в начальной плоскости, находящий-
ся в точке с координатами (r0, 0, z = 0) в Фурье-
плоскости, останется по-прежнему нулем интенсив-
ности n-го порядка, но будет находиться в точке с ко-
ординатами (2r0

 / kw2, 0+  2, z = ). То есть повер-
нется на 90 градусов по отношению к начальному по-
ложению. ОУМ такого пучка, в котором оптический 
вихрь смещен с оси, уменьшается с ростом величины 
смещения r0 [24]. Можно показать, что аналогичным 
образом будут распространяться и несколько нулей 
интенсивности (оптические вихри), внедренных в 
разные точки перетяжки Гауссова пучка. Комплекс-
ная амплитуда такого пучка на любом расстоянии от 
перетяжки будет иметь вид [16,17]: 
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где z0
 = kw2 / 2 – длина Рэлея. 

Найдем также комплексную амплитуду поля в 
Фурье-плоскости для поля c комплексной амплиту-
дой в начальной плоскости:  

 

 

0

2

02

/ 22 2
0 0 0

( , ) exp

2 cos( ) .

ni i

n

r
E r re r e

w

r r rr

 



      
 

   

 (16) 

Фурье-преобразование для поля (16) будет иметь вид: 
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Введем новые переменные: 
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Тогда в новых переменных получим вместо (17): 
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где  
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Интеграл по r’ в (19) можно вычислить с помо-
щью справочного интеграла [23]: 
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где Iv
 (x) – модифицированные функции Бесселя. 

Окончательно вместо (19) получим: 
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Из (21) следует, что как и у поля (14), так и поля 
(16) ноль интенсивности порядка n будет в Фурье-
плоскости находиться в точке с координатами 
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То есть оба поля (4) и (16) топологически одинаковы. 

Эксперимент и моделирование 

На рис. 1 показана использованная эксперимен-
тальная установка. Линейно-поляризованный лазер-
ный луч Гаусса (λ = 532 нм, w0 составляет около 5 мм) 
был расширен и коллимирован с помощью комбина-
ции точечного отверстия PH (с апертурой 40 мкм) и 
линзы L1 с фокусным расстоянием 350 мм. Зеркала 
M1 и M2, а также два светоделителя B1 и B2 были ис-
пользованы для реализации интерферометрической 
установки Маха – Цендера. Коллимированный лазер-
ный пучок далее падал на дисплей пространственного 
модулятора света SLM (HOLOEYE LC-2012, 
1024×768 пикселей), который использовался для реа-
лизации функции мультиспиральной фазовой пла-
стинки. Оптическая система 4-f состояла из линз L2 
(фокусное расстояние f2

 = 150 мм) и L3 (фокусное рас-
стояние f3

 = 150 мм), а диафрагма D пространственно 
фильтровала лазерный пучок, генерируемый SLM. 

Распределение интенсивности, сформированное в 
зоне Френеля на расстоянии 50 мм от фокальной 
плоскости объектива L4 (фокусное расстояние 
f4

 = 350 мм), было записано с помощью видеокамеры 
(3264×2448 пикселей, размер пикселя 1,67 мкм). 
Фильтр нейтральной плотности F использовался для 
выравнивания интенсивностей объектного и опорно-
го пучков. 

 
Рис. 1. Схема экспериментальной установки в виде 

интерферометра Маха – Цендера 

На рис. 2 показаны экспериментальные (в ,г, ж, з, 
л, м) и для сравнения модельные (а, б, д, е, и, к) кар-
тины сечения интенсивности пучка (а, в, д, ж, и, л) и 
его интерферограммы (б, г, е, з, к, м) в зоне Френеля 
(на 50 мм от фокуса линзы L4). Пучок был сформиро-
ван мультиспиральной фазовой пластинкой с тремя 
центрами сингулярности, лежащими внутри круга с 
радиусом 4 мм (а, б, в, г). По сбоям полос на интер-
ферограммах (б, г) можно видеть, что в пучке присут-
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ствуют 3 оптических вихря с ТЗ +1 (выделены чер-
ными кружками). Таким образом, ТЗ всего пучка бу-
дет равен 3. Интересно, что если центр одного из 
вихрей на рис. 2 будет находиться на краю диафраг-
мы (д, е, ж, з), то в распределении интенсивности 
этот «обрезанный» вихрь не проявляется (д, ж). А на 
интерферограммах (е, з) он проявляется в виде сбли-
жения интерференционных полос (отмечено кружком 
на рис. 2e, з). Поэтому в данном случае ТЗ всего пуч-
ка дробный 2,5. Если же центр третьего вихря нахо-
дится за пределами диафрагмы, то он не проявляется 
ни в интенсивности пучка (и,л), ни на интерферо-
грамме (к,м). Заметим, что световые «ободки» вокруг 
нулей интенсивности на рис. 2а,в,д,ж,и,л были опи-
саны в [25] и появляются из-за того, что оптический 

вихрь, как воронка, «выбрасывает» интенсивность из 
своего центра на периферию. 

На рис. 3 показаны распределения интенсивности 
и их интерферограммы для пучка с 4 оптическими 
вихрями в зоне Френеля, сформированного мульти-
спиральной фазовой пластинкой. И так же, как на 
рис. 2е, з, на рис. 3е, з видно из интерферограммы, что 
когда центр одного из вихрей попадает на край диа-
фрагмы, то вместо сбоя полос на половину полосы 
происходит сбой меньше, чем на половину полосы 
(выделено кружком на рис. 3е, з). То есть ТЗ пучка на 
рис. 3д, ж равен 3,5. 

В заключение этого параграфа заметим, что экс-
перимент (рис. 2, 3) согласуется с теорией (4).  

а)    б)    в)    г)  

д)    е)  ж)    з)  

и)    к)    л)   м)  
Рис. 2. Модельные (а, б, д, е, и, к) и экспериментальные (в, г, ж, з, л, м) распределения интенсивности без опорного пучка 

(а, в, д, ж, и, л) и с опорным пучком (б, г, е, з, к, м) на расстоянии 50 мм от фокуса линзы L4, сформированные  
мультиспиральной фазовой пластинкой (SLM), с тремя центрами сингулярности, находящимися внутри круглой 

диафрагмы радиусом 4 мм (а, б, в, г), с тремя центрами сингулярности, но один из которых находился  
на краю диафрагмы радиусом 4 мм (д, е, ж, з), и с тремя центрами сингулярности, но один из которых находился  

за пределами диафрагмы радиусом 4 мм (и, к, л, м). Размеры кадров – 10×10 мм 

Заключение 

Рассмотрена мультиспиральная фазовая пластинка, у 
которой вместо одного центра сингулярности фазы рас-
сматриваются множество центров сингулярности одно-
го знака, но разного порядка, расположенных в произ-
вольных точках в плоскости спиральной пластинки. То-
пологический заряд такой МСФП равен сумме всех по-
рядков каждой сингулярности, если все они лежат внут-

ри границы круглой диафрагмы. Если некоторые цен-
тры сингулярности лежат на границе диафрагмы, то их 
топологический заряд учитывается со множителем 1 / 2. 
Орбитальный угловой момент мульти-СФП (вернее по-
ля, которое она формирует) зависит от расстояния каж-
дого центра сингулярности от оптической оси (от цен-
тра пластинки или от центра круглой диафрагмы). Чем 
дальше от центра расположен центр сингулярности, тем 
меньше его вклад в общий ОУМ пучка. Если все центры 
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сингулярности СФП расположены на краю диафрагмы 
(или вне диафрагмы), то ОУМ пучка равен нулю. Если 
все центры сингулярности собраны в центре СФП, то ее 
ОУМ максимален и совпадает с ее ТЗ. Эксперимент по 

формированию лазерного пучка с помощью мультиспи-
ральной фазовой пластинки согласуется с предсказани-
ями теории и с моделированием в том, что ТЗ пучка, у 
которого центр лежит на краю диафрагмы, дробный.   

а)    б)    в)    г)  

д)    е)  ж)    з)  

и)    к)    л)   м)  
Рис. 3. Модельные (а, б, д, е, и, к) и экспериментальные (в, г, ж, з, л, м) распределения интенсивности без опорного пучка 

(а, в, д, ж, и, л) и с опорным пучком (б, г, е, з, к, м) на расстоянии 50 мм от фокус линзы L4, сформированные  
мультиспиральной фазовой пластинкой (SLM) с четырьмя центрами сингулярности, находящимися внутри круглой 
диафрагмы радиусом 4 мм (а, б, в, г), с четырьмя центрами сингулярности, но один из которых находился на краю 
диафрагмы радиусом 4 мм (д, е, ж, з), и с четырьмя центрами сингулярности, но один из которых находился  

за пределами диафрагмы радиусом 4 мм (и, к, л, м). Размер кадров – 10×10 мм 

Заметим, что рассмотренная в этой работе ситуа-
ция, когда фазы оптических вихрей ограничены круг-
лой диафрагмой, существенно отличается от ситуа-
ции, рассмотренной в [26], когда уже сформирован-
ный оптический вихрь (пучок Лагерра–Гаусса) про-
ходит через круглое отверстие в непрозрачном 
экране. В [26] показано, что после диафрагмы в пучке 
формируются другие моды Лагерра–Гаусса с ради-
альными индексами как больше, так и меньше, чем у 
исходного пучка. В нашем случае тоже возникают 
дополнительные оптические вихри, но только если 
хотя бы один центр сингулярности лежит на краю 
диафрагмы. Если же центры всех сингулярностей 
(вихрей) лежат внутри диафрагмы, то ТЗ пучка не за-
висит от радиуса диафрагмы и равен числу вихрей с 
учетом их кратности. 
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Приложение 

Рассмотрим суперпозицию двух соосных Гауссо-
вых оптических вихрей с разными топологическими 
зарядами и разными весовыми коэффициентами, ам-
плитуда которых имеет вид: 
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ТЗ такой суперпозиции найден в [13] и находится 
из выражения: 
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А ОУМ пучка (П1) также получен в [13] и равен: 
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Из выражений (П2) и (П3) следует, что ОУМ ра-
вен нулю при условии n = –m (b / a)2. 
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А ТЗ суперпозиции (П1) отличен от нуля и равен 
ТС = m, если b > a, и равен TC = n, если b < a. И только 
при b = a ТЗ суперпозиции будет равен нулю. 

Из этого простого примера следует, что у оптического 
вихря может быть ТЗ равен нулю, а ОУМ отличен от ну-
ля. И наоборот, ТЗ отличен от нуля, а ОУМ равен нулю. 
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Abstract  

We investigate a multispiral phase plate (MSPP) with multiple centers of phase singularity ar-
bitrarily located in the MSPP plane. Equations to describe the topological charge of an optical vor-
tex in the initial plane immediately behind the MSPP and orbital angular momentum (OAM) nor-
malized relative to the beam power are derived. The topological charge in the initial plane is found 
as a sum of the topological charges of all singularities if their centers are located inside a finite-
radius circular aperture. If the phase singularity centers are partially located on the boundary of a 
circular diaphragm limiting the MSPP, the total topological charge is found as the sum of all sin-
gularities divided by 2. Total OAM that the vortex carries depends on the location of the singulari-
ty centers: the farther from the center of the plate the singularity center is located, the smaller is its 
contribution to the OAM. If all singularity centers are located on the boundary of the diaphragm 
limiting MSPP, then the OAM of the vortex beam equals zero, although in this case the topologi-
cal charge of the beam is nonzero. 
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