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Аннотация 

В работе теоретически и численно рассмотрена острая фокусировка лазерного пучка, у 
которого распределение поляризации в начальной плоскости представляет собой суперпо-
зицию цилиндрического векторного пучка порядка m и однородной линейной поляризации. 
Хотя в начальной плоскости у такого пучка нет спинового углового момента и третья про-
екция вектора Стокса равна нулю, в плоскости фокуса формируются субволновые локаль-
ные области, в которых при нечетном номере m имеет место поперечный вихревой поток 
энергии и третья проекция Стокса (продольная компонента спинового углового момента) 
отлична от нуля. То есть в фокусе у такого пучка при нечетном m будут области с эллипти-
ческой или круговой поляризацией с чередующимися направлениями вращения (по часовой 
и против часовой стрелки). При четном m в фокусе поле имеет линейную поляризацию в 
каждой точке и не имеет поперечного потока энергии. 
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Введение 

Цилиндрические векторные поля, в том числе вы-
соких порядков, хорошо известны [1, 2]. Они пред-
ставляют собой пример неоднородно поляризованных 
пучков света, в сечении которых локальный вектор 
линейной поляризации меняет свое направление от 
точки к точке. Цилиндрические пучки первого поряд-
ка называют пучками с радиальной и азимутальной 
поляризациями [1]. Такие пучки можно, например, 
формировать с помощью двух повернутых относи-
тельно друг друга полуволновых пластин [1], много-
секторного поляризатора [3], метаповерхности [4], 
четвертьволновых пластинок [5] и модулятора света 
[6]. Цилиндрические векторные пучки применяются в 
микроманипулировании частицами [7], микроскопии 
[8], квантовой информатике [9, 10]. 

У цилиндрических векторных пучков любого по-
рядка нет спинового углового момента и третья ком-
понента вектора Стокса равна нулю. Это означает, 
что и в начальной плоскости, и в любом другом сече-
нии пучка при его распространении поляризация ло-
кально линейная. Недавно было показано, что если 
рассмотреть в начальной плоскости цилиндрические 
векторные пучки дробного порядка, то в фокусе воз-
никают локальные субволновые области с круговой и 

эллиптической поляризацией [11]. В лазерных пучках 
известен оптический эффект спин-орбитальной кон-
версии, когда при острой фокусировке обычного 
Гауссова пучка с круговой поляризацией формирует-
ся поперечный вихревой поток энергии. То есть у та-
кого пучка в фокусе появляется орбитальный угловой 
момент [12]. Но объяснить возникновение локального 
углового спинового момента в фокусе цилиндрических 
векторных пучков дробного порядка [11] не получает-
ся, так как в начальной плоскости у такого пучка нет 
спинового углового момента. Еще один недостаток ра-
боты [11] в том, что затруднительно применить анали-
тическую теорию Ричардса–Вольфа [13] для описания 
электромагнитного поля в остром фокусе из-за дроб-
ного порядка пучка. В [14] рассмотрена модификация 
цилиндрического векторного поля с помощью форми-
рования суперпозиции такого поля с полем с однород-
ной линейной поляризацией. Но в [14] не рассмотрена 
острая фокусировка такой суперпозиции. 

В данной работе теоретически и численно с по-
мощью применения подхода Ричардса–Вольфа [13] 
рассчитаны все шесть проекций векторов напряжен-
ности электрического и магнитного полей в остром 
фокусе начального поля в виде суперпозиции цилин-
дрического векторного поля и однородного поля с 
линейной поляризацией. Рассчитаны в фокусе потоки 
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энергии (проекции вектора Пойнтинга), распределе-
ния интенсивности и компоненты Стокса. Показано, 
что в фокусе такого поля при нечетном целом поряд-
ке формируются локальные поперечные вихревые по-
токи энергии и субволновые области с эллиптической 
и круговой поляризацией. 

Проекции векторов напряженности 
электрического и магнитного полей в фокусе 

Рассмотрим начальное световое поле с неодно-
родной поляризацией, вектора Джонса электрическо-
го и магнитного полей которого имеют вид: 
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где (r, φ) – полярные координаты в сечении пучка 
в начальной плоскости, a – действительное число. 
Световое поле было рассмотрено в [14]. Было показа-
но, что поле (1) имеет индекс поляризационной син-
гулярности η Пуанкаре–Хопфа [15], равный η = m при 
| a | < 1, η = m/2 при | a | = 1, и равный 0 при | a | > 1. Све-
товое поле (1) является осевой суперпозицией двух 
хорошо известных световых полей: 

цилиндрического векторного поля m-го порядка (с 
радиальной поляризацией при m = 1) и светового поля 
с линейной поляризацией, направленной вдоль гори-
зонтальной оси. Действительное число a выступает 
в роли параметра, от которого зависит не только ве-
личина индекса поляризационной сингулярности по-
ля (1), но и распределение интенсивности, потока 
энергии и плотности спин-углового момента (СУМ) 
в остром фокусе поля (1). 

При a = 0 поле (1) является хорошо известным 
цилиндрическим векторным (ЦВ) пучком высокого 
порядка [2, 16]. Пучок (1) при a = 0 имеет неодно-
родную поляризацию, и в каждой точке в сечении 
пучка поляризация локально линейная. У ЦВ-пучка 
в фокусе при любом m поляризация в каждой точке 
также линейная. Цель данной работы – показать, что 
при a ≠ 0 в фокусе поля (1) формируются локальные 
области, в которых имеет место поперечный поток 
энергии (энергия циркулирует по замкнутому кон-
туру) и продольная проекция вектора СУМ отлична 
от нуля, то есть имеет место эллиптическая и круго-
вая поляризация. 

Используя формализм Ричардса–Вольфа [13], 
можно получить явные выражения для всех проек-
ций векторов напряженности электрического и маг-
нитного полей в плоскости острого фокуса светово-
го поля (1): 
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В (2) функции Iν,µ зависят только от радиальной 
переменной r и равны выражению: 
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где k – волновое число света, λ – длина волны све-
та, f – фокусное расстояние идеальной сферической 
линзы, формирующей фокус, z – оптическая ось, 
при z = 0 – плоскость фокуса, x = krsinθ, Jμ (x) – 
функция Бесселя первого рода μ-го порядка, 
NA = sinθ0 – числовая апертура апланатической оп-
тической системы, A(θ) – любая действительная 
функция, описывающая амплитуду входного поля, 
обладающего осевой симметрией (плоская волна, 
Гауссов пучок, пучок Бесселя–Гаусса). У интегра-
лов Iν,µ (3) первый индекс v = 0,1,2 описывает тип 
интеграла, а второй индекс μ = 0,1, 2,…, m равен 
порядку функции Бесселя. 

Каждая проекция векторов электрического и маг-
нитного полей (2) является суммой проекций векто-
ров двух пучков: цилиндрического векторного поля 
m-го порядка и светового поля с линейной поляриза-
цией. В этом легко убедиться, если вспомнить, какие 
проекции в фокусе имеет электромагнитное поле 
с линейной поляризацией, направленной вдоль гори-
зонтальной оси [13]: 
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Распределение интенсивности в фокусе 

На основе полученных амплитуд проекций векто-
ра электрического поля в фокусе (2) можно получить 
выражения для распределения интенсивности и ее со-
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ставляющих по декартовым осям. Заметим, что вы-
ражения для интенсивности с четным и нечетным 

номерами m будут разные. Действительно, из (2) сле-
дуют выражения для I = Ix+Iy+Iz = |Ex|2+|Ey|2+|Ez|2.  
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Из (7) видно, что при m = 2p = 2 продольная состав-
ляющая интенсивности равна простому выражению: 
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Из (8) видно, что продольная интенсивность (8) 
равна нулю при a =1, а при a ≠1 имеет два локальных 
максимума на горизонтальной оси x при φ = 0 и φ = π. 

Запишем выражения для полной интенсивности 
в фокусе при m = 2p +1, потому что, как мы увидим 
далее, поперечные потоки энергии и продольная про-
екция СУМ в фокусе возникают только для нечетных 
номеров m: 
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Так как в выражении для интенсивности в (5) и (9) 
при любом m присутствует слагаемое 2 2

0,0 0a I  , в ко-
тором в интеграле (3) сомножителем является функ-
ция Бесселя нулевого порядка, то на оптической оси 
(при r = 0) интенсивность будет отлична от нуля (бу-
дет локальный максимум), так как J0

 (0) =1. Так как в 
выражении для интенсивности (9) аргументы косину-
сов четные, то это означает, что картина интенсивно-
сти хотя и не имеет радиальной симметрии, но имеет 
центральную симметрию, то есть I (r, ) = I (r,  + ). 
Также из (5) видно, что интенсивность Ix будет иметь 
максимум на оптической оси из-за слагаемого 2 2

0,0a I , 
а из (6) видно, что Iy будет иметь ноль на оптической 
оси. Также из (6) видно, что у картины интенсивности Iy 

будет 2m локальных максимумов, так как в выражении

 для Iy присутствует квадрат sin (mφ). В картине распре-
деления полной интенсивности (9) будет 2 (m –1) ло-
кальных максимумов (кроме максимума интенсивно-
сти на оптической оси), так как в (9) присутствует 
cos (2 (m –1) φ). Эти выводы будут подтверждены мо-
делированием. 

Плотность потока энергии в фокусе 

В этом параграфе найдем выражения для трех 
проекций вектора Пойнтинга в плоскости фокуса све-
тового поля (1). Известно [16, 17], что цилиндриче-
ское векторное поле любого порядка и в начальной 
плоскости (Ex, Ey) = (cos (mφ), sin (mφ)), и в плоскости 
фокуса (2) при a = 0 не имеет спина и вихревых по-
токов энергии. То есть продольная проекция вектора 
СУМ равна нулю в каждой точке фокуса и продоль-
ная компонента вектора орбитального углового мо-
мента тоже равна нулю в каждой точке фокуса. Ни-
же мы покажем, что суперпозиция цилиндрического 
векторного поля и светового поля с линейной поля-
ризацией (2) имеет локальный спин и вихревой по-
ток энергии. Вектор Пойнтинга определяется выра-
жением [13]: 
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где E и Н – вектора напряженности электрического 
и магнитного полей, * – знак комплексного сопряже-
ния,   – векторное умножение, c – скорость света 
в вакууме. В дальнейшем постоянную c /(2π) будем 
игнорировать. Подставим выражения для проекций 
электромагнитного поля в фокусе (2) в выражение 
(10) и получим:  
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1,1 2, 2 0,0 1, 1

2,2 1, 1 1,1 0,

2 ( 1) cos(( 1) )

( , ) cos(( 1) ) , 2 1,

0, 2 , 0,1, 2,...

m
m m

x m m

a m I I I I

P r m I I I I m p

m p p


 



              
  

 (11) 

 
 

( 1)/2
1,1 2, 2 0,0 1, 1

2,2 1, 1 1,1 0,

2 ( 1) sin(( 1) )

( , ) sin(( 1) ) , 2 1,

0, 2 , 0,1,2,...

m
m m

y m m

a m I I I I

P r m I I I I m p

m p p


 



               
  

 (12) 
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   
 

   

2 2 2 2 2
0,0 2,2 0, 2, 2

2,2 2, 2 0,0 0,

2 2 2 2 2
0,0 2,2 0, 2, 2

( , ) 2 ( 1) cos( ) , 2 ,

, 2 1, 0,1, 2,...

m m

p
z m m

m m

a I I I I

P r a m I I I I m p

a I I I I m p p







    
      


     

 (13) 

Из (13) видно, что распределение продольной 
компоненты вектора Пойнтинга в фокусе для не-
четных номеров m обладает круговой симметрией, 
а при четном номере m – зависит от полярного угла 
и имеет m максимумов при обходе вокруг оптиче-
ской оси. Из (11) и (12) видно, что поперечный по-
ток энергии имеет место только для нечетных но-
меров m и равен нулю для четных m. Чтобы более 
детально охарактеризовать поперечный поток 
энергии в фокусе, перейдем к полярным проекциям 
вектора поперечного потока энергии. C помощью 
перехода от декартовых проекций вектора Пойн-
тинга к полярным 

cos sin ,

sin cos ,

r x y

x y

P P P

P P P

  

   
 (14) 

из (11) и (12) найдем поперечные компоненты вектора 
Пойнтинга в остром фокусе поля (1) в полярных коор-
динатах для нечетных номеров m (для четных номеров 
m компоненты вектора Пойнтинга равны нулю): 

   

   

1

1 1, 1 2,2 0,0 1,1 2, 2 0,

2

2 1, 1 2,2 0,0 1,1 0, 2, 2

2 ( 1) cos( ) ( ), 2 1,

( ) ,

2 ( 1) sin( ) ( ), 2 1,

( ) .

p
r

m m m

p

m m m

P a m Q r m p

Q r I I I I I I

P a m Q r m p

Q r I I I I I I

 



 

    

   

    

   

  (15) 

Из (15) видно, что поперечный поток энергии 
неравномерно вращается на разных радиусах и при 
разном p против или по часовой стрелке. Неравно-
мерность заключается в том, что поперечный век-
тор потока энергии вращается вокруг оптической 
оси не по касательной к некоторой окружности, а 
под изменяющимся углом к некоторой окружности. 
На окружности некоторого радиуса с центром на 
оптической оси имеет место 2(m +1) субволновая 
область, в которой поперечный поток энергии вра-
щается по замкнутой траектории. Причем в сосед-
них областях поток энергии вращается в разные 
стороны (по часовой или против часовой стрелки). 
Интегрирование радиального и азимутального по-
токов энергии в (15) по углу φ дает ноль, то есть 
суммарный поперечный поток энергии в фокусе 
равен нулю. 

Плотность вектора Стокса в фокусе 

В этом параграфе найдем проекции вектора Сток-
са в плоскости фокуса для начального векторного по-
ля (1). Компоненты вектора Стокса S вычисляются 
по формулам [18]: 

 

 

 
 

22

1 22

*

2 22

*

3 22

22
1

*
2

*
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,

2Re
,

2 Im
,

,

2Re ,

2 Im ,

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

x y

E E
S

E E

E E
S

E E

E E
S

E E

s E E

s E E

s E E












 





 (16) 

где Re и Im – знаки реальной и мнимой части числа. 
В (16) малыми буквами (s1, s2, s3) обозначены ненор-
мированные компоненты вектора Стокса. Нормиро-
ванный вектор Стокса, как видно из (16), имеет еди-
ничную длину 2 2 2

1 2 3 1S S S   . Из-за громоздкости 
выражений и чтобы узнать, будет ли в фокусе круго-
вая поляризация, получим выражения только для тре-
тьей проекции Стокса без нормировки, то есть рас-
считаем функцию вида  *

3 2 Im x ys E E . Предвари-
тельно заметим, что третья компонента вектора Сток-
са пропорциональна продольной проекции вектора 
спинового углового момента (СУМ) [17]: 

 1
Im * ,

16
 


S E E  (17) 

где ω – циклическая частота света. В дальнейшем по-
стоянную 1/(16πω) будем игнорировать. Из (17) вид-
но, что продольная компонента СУМ (без учета кон-
станты) совпадает с ненормированной третьей ком-
понентой вектора Стокса: 

 *
3 2 Im .z x ys S E E   (18) 

Подставляя проекции электрического поля (2) в 
(18), получим: 

   ( 1)/2
0,0 2, 2 2,2 0, 0,0 0, 2,2 2, 2

3

2 ( 1) sin(( 2) ) sin( ) , 2 1,
( , )

0, 2 , 0,1,2,...

m
m m m m

z

a m I I I I m I I I I m p
s S r

m p p


                

 
 (19) 

Из (19) видно, что при четном m в фокусе поля (1) 
нет областей с круговой (эллиптической) поляриза-
цией. При нечетном m и если a ≠ 0 в фокусе имеется 

2m локальных областей, в которых свет имеет эллип-
тическую поляризацию. Заметим, что из (15) видно, 
что при нечетном m в фокусе также имеются 2m ло-
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кальных областей с поперечным вихревым потоком 
энергии, т.е. число областей в фокусе с поперечным 
вихревым потоком энергии равно числу областей 
с эллиптической поляризацией. Причем в соседних 
областях направление вращения поперечного потока 
энергии разное, так же как и направление вращения 
вектора поляризации чередуется в соседних областях. 
Так как в начальной плоскости у поля (1) нет попе-
речного потока энергии и нет продольного СУМ, то и 
в плоскости фокуса суммарный (по всей плоскости 
фокуса) продольный СУМ должен быть равен нулю, 
и суммарный поперечный поток энергии в фокусе 
тоже должен быть равен нулю. Заметим, что если 
проинтегрировать плотность спина (19), то есть про-
дольную компоненту спинового углового момента, по 
всему сечению пучка в фокусе, то интегралы по углу 
φ дадут ноль, и полный спин пучка (1) в фокусе, как 
и в начальной плоскости, будет равен нулю: 

2

3 3

0 0

( , ) 0.ss s r rdrd
 

      

Для сравнения теории и результатов моделирова-
ния приведем выражение для s2 только при четном 
номере m = 2p, p = 0, 1, 2,… : 

  
 

2
2 0, 2, 2 2,2 0,0 2,2

2 2
0, 2, 2

sin(2 ) 2 cos(2 )

sin(2 ) sin 2( 2) ,

2 .

m m

m m

s I I a I I I

m I m I

m p





     
    



 (20) 

Из (20) видно, что так как все аргументы косину-
сов и синусов четные, то распределение s2 в фокусе 
будет осесимметричное. Максимальный множитель 
перед углом φ в аргументе у sin (2mφ) в (20) равен 2m, 
следовательно, число смены знаков функции s2 будет 
равно 4m. 

Численное моделирование 

В этом параграфе мы приведем результаты расче-
та распределения интенсивности, проекций векторов

 Стокса (или продольной проекции СУМ), а также 
проекции вектора Пойнтинга в фокусе для начально-
го светового поля (1). Расчет производился с помо-
щью общих формул Ричардса–Вольфа [13], которые 
описывают свет в области фокуса: 

       

  

max 2

0 0

, , , ,

exp sin cos cos sin d d ,

if
z B T

ik z

 

         


          

 U P
 (21) 

где U (ρ, ψ, z) – напряжённость электрического или 
магнитного поля, B (θ, φ) – электрическое или маг-
нитное поле на входе широкоапертурной оптической 
системы в координатах выходного зрачка (θ – поляр-
ный угол, φ – азимутальный), T (θ) – функция аподи-
зации линзы, f – фокусное расстояние, k = 2π /λ – вол-
новое число, λ – длина волны, α – максимальный по-
лярный угол, определяемый числовой апертурой лин-
зы (NA = sinα), P (θ, φ) – матрица поляризации. Инте-
грал (21) позволяет вычислять распределение компо-
нент электромагнитного поля в координатах выход-
ного зрачка (рис. 1)  

x

y

z

ρ
ψ

φ

θ

α

 
Рис. 1. Геометрия рассматриваемой задачи 

Матрица поляризации P (θ, φ) для напряжённости 
электрического и магнитного полей имеет вид [19, 20]: 

 
 

 
 
 

2 2

2 2

sin cos cos sin cos cos 1 cos sin ,

( , ) sin cos cos 1 cos sin cos sin sin , ,

sin cos sin sin cos ,

a

b

c

             
                   
              

P          (22) 

где a (θ, ϕ), b (θ, ϕ) и c (θ, ϕ) – функции поляризации 
для x-, y- и z-компонент падающего поля. Напри-
мер, для света, линейно-поляризованного вдоль оси 
x-компоненты, будут равны a =1, b = 0 и c = 0.  

Для всех рассмотренных в этом параграфе приме-
ров продольная компонента фокусируемого поля 
считалась нулевой: c = 0 (начальная плоскость), то-
гда: 

 
 
   

 
   

2

2

sin cos cos 11 cos cos 1

, sin cos cos 1 , 1 sin cos 1 , ,

sin cos sin sin

a b

      
                 
           

P  (23) 

Для начального поля (1) функции поляризации 
будут иметь вид: 

( , ) cos( )
( , ) ,

( , ) sin( )

a m a
E

b m

      
           

 (24) 
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для напряжённости электрического поля и 

( , ) sin( )
( , ) ,

( , ) cos( )

a m
H

b m a

      
            

 (25) 

для напряжённости магнитного поля. 

Распределение векторов линейной поляризации 
в начальной плоскости 

В начальной плоскости распределение векторов 
поляризации по сечению пучка будет зависеть от но-
мера m и параметра a [14]. На рис. 2 показаны рас-
пределения векторов линейной поляризации в сече-
нии поля (1) при m = 2 (а, в, д) и m = 3 (б, г, е), и при 
a =1/2 (а, б), a = 3/2 (в, г), a = 1 (д, е). 

( )а ( )б

( )в ( )г

( )д ( )е

 
Рис. 2. Распределения векторов линейной поляризации 
в сечении поля (1) при m = 2 (а, в, д) и m = 3 (б, г, е), 

и при a =1/2 (а, б), a = 3/2 (в, г), a = 1 (д, е) 

В [14] показано, что при a < 1 индекс поляризаци-
онной сингулярности (число поворотов вектора ли-
нейной поляризации на 2π при обходе по замкнутому 
контуру вокруг оптической оси – вокруг точки сингу-
лярности) равен m, то есть равен 2 (a) и 3 (б) на 
рис. 2. При a = 1 индекс поляризационной сингуляр-
ности равен m /2, так как в поле (1) при этом имеются 
только линии сингулярности (рис. 2 д,е) и вектора 
линейной поляризации поворачиваются от линии до 
линии на угол π. Поэтому индекс равен 1 (д) и 3/2 (е) 
на рис. 2. При a >1 индекс поляризационной сингу-
лярности поля (1) равен нулю (рис. 2 в,г). 

Распределение интенсивности в плоскости фокуса 

Расчет интенсивности в фокусе для поля (1) про-
водился по формулам Ричардса–Вольфа (21 – 25) для 
длины волны 633 нм и числовой апертуры NA = 0,95. 
Рассчитывалось распределение интенсивности и ее 
составляющих для векторного пучка (1) второго 
(m = 2) (рис. 3 – 5) и третьего (m = 3) (рис. 6 – 8) по-
рядков. Параметр a пучка (1) выбирался равным 1 
(рис. 3,6), 1/2 (рис. 4, 7) и 3/2 (рис. 5, 8).  
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Рис. 3. Интенсивность I (а) и ее составляющие Ix

 (б), Iy
 (в), 

Iz
 (г) при фокусировке векторного поля (1) второго 

(m = 2) порядка при a = 1 
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Рис. 4. Интенсивность I (а) и ее составляющие Ix

 (б), Iy
 (в), 

Iz
 (г) при фокусировке векторного поля (1) второго 

(m = 2) порядка при a = 1/2 

Из рис. 3а – 5а видно, что при любом a > 0 в центре 
фокуса вблизи оптической оси имеется фокусное пятно 
эллиптической формы, вытянутое вдоль оси x. Макси-
мум интенсивности на оптической оси следует из фор-
мул (6 – 9). Разница между распределениями интенсив-
ности на рис. 3а – 5а только в величине центрального и 
2 боковых лепестков. При a >1 боковые лепестки малы 
и почти вся интенсивность идет в центральное эллипти-
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ческое пятно. При a =1 энергия боковых лепестков уве-
личивается, и при a <1 энергия двух боковых лепестков, 
максимумы интенсивности которых лежат на верти-
кальной оси y, сравнима с интенсивностью центрально-
го фокусного пятна. Особенностью распределения ин-
тенсивности на рис. 3 – 5 является то, что при a = 1 нет 
продольной составляющей. Этот уникальный случай 
имеет место только при m = 2 и a =1 и описывается фор-
мулой (8). Рис. 3г – 5г подтверждают формулу (8), со-
гласно которой продольная интенсивность Iz при a ≠ 1 
имеет два локальных максимума интенсивности на го-
ризонтальной оси при φ = 0 и φ = π. На рис. 3в – 5в при 
любом a имеют место 4 локальных максимума, что со-
гласуется с формулой (6), так как таких максимумов у Iy 
должно быть 2m. На рис. 6 – 8 показаны распределения 
интенсивности, аналогичные показанным на рис. 3 – 5, 
только для нечетного m = 3. 
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Рис. 5. Интенсивность I (а) и ее составляющие Ix

 (б), Iy (в), 
Iz

 (г) при фокусировке векторного поля (1) второго 
(m = 2) порядка при a = 3/2 
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Рис. 6. Интенсивность I (а) и ее составляющие Ix

 (б), Iy
 (в), 

Iz
 (г) при фокусировке векторного поля (1) третьего (m = 3) 

порядка при a = 1 
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Рис. 7. Интенсивность I (а) и ее составляющие Ix

 (б), Iy
 (в), 

Iz
 (г) при фокусировке векторного поля (1) третьего (m = 3) 

порядка при a = 1/2 
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Рис. 8. Интенсивность I (а) и ее составляющие Ix

 (б), Iy
 (в), 

Iz
 (г) при фокусировке векторного поля (1) третьего (m = 3) 

порядка при a = 3/2 

Из рис. 6a – 8a видно, что в центре картины ин-
тенсивности вблизи оптической оси имеет место фо-
кусное эллиптическое пятно с боковыми лепестка-
ми, число которых, согласно формуле (9), равно 
2 (m –1) = 4. Эти лепестки отчетливо видны на 
рис. 7a, когда параметр a <1, и почти не видны на 
рис. 8a, когда a >1. Рис. 6г – 8г подтверждают форму-
лу (7), согласно которой продольная интенсивность Iz 
при любом a имеет 4 локальных максимума интенсив-
ности, два из которых на горизонтальной оси x больше 
по величине, чем два максимума на вертикальной оси 
y. На рис. 6в – 8в при любом a имеют место 6 локаль-
ных максимумов, что согласуется с формулой (6), так 
как таких максимумов у Iy должно быть 2m. 

Распределение проекций вектора Стокса 
в плоскости фокуса 

Из (19) видно, что при четном m третья проекция 
вектора Стокса равна нулю, то есть в фокусе в каж-
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дой точке поляризация линейная. На рис. 9 показаны 
проекции ненормированного вектора Стокса s1 и s2 
(s3

 = 0) для четных номеров m = 2 (a, б) и m = 4 (в, г). 
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Рис. 9. Компоненты вектора Стокса s1

 (а, в) и s2
 (б, г) 

при фокусировке векторного поля (1) второго (m = 2) (a, б) 
и четвертого (m = 4) (в, г) порядков при a = 1 

Из рис. 9а видно, что картина распределения s1 

почти совпадает с Ix (рис. 3б). Это происходит пото-
му, что s1

 = Ix
 – Iy и Ix

 >> Iy.  
Третья проекция вектора Стокса в фокусе отлична 

от нуля только при нечетном номере m. На рис. 10 
показаны три проекции ненормированного вектора 
Стокса в фокусе для поля (1) при m = 3, при a = 1. 
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Рис. 10. Компоненты вектора Стокса s1

 (а), s2
 (б) и s3

 (в) 
при фокусировке векторного поля (1) третьего (m = 3) 

порядка при a = 1 

Из рис. 10а видно, что картина распределения s1 по-
чти совпадает с Ix (рис. 6б). Это происходит потому, что 
s1

 = Ix
 – Iy и Ix

 > Iy. Из рис. 10в видно, что на окружностях 
некоторых радиусов с центром на оптической оси тре-
тья проекция веткора Стокса s3 сменяет знак 2m = 6 раз. 
Это согласуется с формулой (19), в которую входит 

sin (mφ) и который меняет знак 2m раз за оборот. А вто-
рая проекция Стокса меняет знак при обходе по замкну-
той траектории вокруг оптической оси 4m раз: 8 
(рис. 9б), 16 (рис. 9г) и 12 (рис. 10б). Это согласуется с 
формулой (20), в которой слагаемое с максимальным 
аргументом имеет вид sin (2mφ). 

Для сравнения на рис. 11 показаны вторая s2
 (а, в) 

и третья s3
 (б, г) компоненты вектора Стокса в фокусе 

для векторного поля (1) для других нечетных номеров 
m: 1 (а, б) и 5 (в, г). 
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Рис. 11. Компоненты вектора Стокса s2

 (а, в) и s3
 (б, г)) 

при фокусировке векторного поля (1) первого (m = 1) (а, б) 
и пятого (m = 5) (в, г) порядков 

Из (1) видно, что распределение s2 меняет знак при 
обходе вокруг оптической оси 4m раз: 4 (рис. 11а) и 20 
(рис. 11в). Это согласуется с формулой (20). 
А распределение s3 меняет знак 2m раз: 2 (рис. 11б) 
и 10 (рис. 11г). Это согласуется с формулой (19). 

Для полноты картины покажем распределения 
третьей компоненты нормированного вектора Стокса 
(рис. 12). 

Из рис. 12 видно, что величина и размер областей 
эллиптической и круговой поляризации, там, где 
компонента S3 близка к +1 (самые светлые) или –1 
(самые темные), уменьшается при уменьшении пара-
метра a. Из сравнения рис. 10в и рис. 12 видно, что 
структура нормированного S3 и ненормированного s3 
качественно согласуются. 

Итак, в этом параграфе показано на численных 
примерах, что при фокусировке векторного поля (1) в 
плоскости фокуса формируются локальные области 
размером около 200 – 250 нм (длина волны – 633 нм, 
NA = 0,95), в которых поляризация эллиптическая или 
круговая. Число таких областей связано с номером 
поля (1) m. На некоторой окружности в фокусе с цен-
тром на оптической оси число таких областей равно 
2m. Заметим, что области с локальной эллиптической 
поляризацией возникают в фокусе только при нечет-
ном номере m и при ненулевом параметре a. Если па-
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раметр a = 0, то поле (1) сводится к хорошо известно-
му цилиндрическому векторному полю порядка m, у 
которого в фокусе при любом m имеет место только 
локальная линейная поляризация и нет областей с эл-
липтической поляризацией. 
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Рис. 12. Третья компонента нормированного вектора 
Стокса (16) S3 при фокусировке векторного поля (1) 

третьего (m = 3) порядка при разном параметре а: 1/2 (а), 
1 (б) и 3/2 (в) 

Распределение проекций вектора Пойнтинга 
в плоскости фокуса 

В этом параграфе приведены результаты расчета 
по формулам Ричардса–Вольфа (20 – 24) распределе-
ний вектора потока энергии (вектора Пойнтинга) (10) 
в остром фокусе поля (1). 

На рис. 13 показаны проекции вектора Пойнтинга 
в фокусе для поля (1) с четным номером m = 2 и а = 1. 
Согласно полученным формулам (11 – 13) при четном 
номере m поперечные проекции вектора потока энер-
гии Px и Py равны нулю (рис. 13 б,в), а продольная 
компонента Pz не имеет радиальной симметрии 
(рис. 13а). Из рис. 13а и формулы (13) видно, что у 
продольной компоненты вектора Пойнтинга на опти-
ческой оси имеет место локальный максимум и на 
вертикальной оси имеются два локальных максимума 
(боковых лепестка) при φ = π /2 и φ = 3π /2, так как 
функция Pz (13) при m = 2 зависит от угла, как 
cos (2φ). Параметры расчета на рис. 13 и 14 такие же, 
как на всех предыдущих рисунках. Из рис. 13а также 
видно, что продольная компонента вектора Пойнтин-
га внешне совпадает с распределением интенсивно-
сти на рис. 3а (m = 2). Это объясняется тем, что выра-
жение (9) для интенсивности при m = 2 так же, как и 
(13), зависит от угла, как cos (2φ). 

На рис. 14 показаны проекции вектора Пойнтинга 
в фокусе для нечетного номера m = 3 и a = 1. Из 
рис. 14а видно, что продольная компонента Pz ради-
ально симметричная и на оптической оси имеет мак-
симальное значение. Это согласуется с уравнением 
(13). Из рис. 14 б, в видно, что поперечный поток 

энергии вращается в 8 локальных субволновых обла-
тях, в 4 областях против часовой стрелки, а в других 
4 областях по часовой стрелке. При обходе вокруг 
оптической оси по окружности некоторого радиуса 
обе поперечные проекции потока энергии Px и Py ме-
няют знак 4 раза, что согласуется с формулами (11) и 
(12), так как в этих формулах зависимость от угла 
определяется функцией cos ((m +1) φ) при m = 3. Инте-
грируя в (15) по углу φ угловую Pφ и радиальную Pr 
проекции вектора Пойнтинга, получим, что суммар-
ный поперечный поток энергии в фокусе равен нулю. 
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Рис. 13. Компоненты вектора Пойнтинга в фокусе 

для m = 2 и a = 1: Pz
 (а), Px

 (б), Py
 (в) 
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Рис. 14. Компоненты вектора Пойнтинга в фокусе 

для m = 3 и a = 1: Pz
 (а), Px

 (б), Py
 (в) 

Сравнивая рис. 10в и рис. 14в, видно, что 6 обла-
стей, в которых вектор поляризации вращается по эл-
липсу, не совпадают, но перекрываются с 8 областя-
ми, в которых вращается поперечный поток энергии. 

Заключение 

В работе теоретически и численно с помощью 
применения подхода Ричардса–Вольфа рассчитаны 
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все шесть проекций векторов напряженности элек-
трического и магнитного полей в остром фокусе 
начального поля в виде суперпозиции цилиндриче-
ского векторного поля порядка m и однородного поля 
с линейной поляризацией. Рассчитаны в фокусе пото-
ки энергии (проекции вектора Пойнтинга), распреде-
ления интенсивности и компоненты Стокса. В работе 
показано, что при фокусировке данного векторного 
поля в плоскости фокуса формируются локальные 
области размером около 200 – 250 нм (длина волны – 
532 нм, NA = 0,95), в которых поляризация эллипти-
ческая или круговая. Число таких областей связано с 
номером поля m. Вдоль некоторой окружности 
в фокусе с центром на оптической оси число таких 
областей равно 2m. Заметим, что области с локальной 
эллиптической поляризацией возникают в фокусе 
только при нечетном номере m и при ненулевом па-
раметре a. Если параметр a начального поля нулевой, 
то поле сводится к хорошо известному цилиндриче-
скому векторному полю порядка m, у которого в фо-
кусе при любом m имеет место только локальная ли-
нейная поляризация и нет областей с эллиптической 
поляризацией. Кроме наличия локального углового 
спинового момента в фокусе при нечетном номере m, 
имеются локальные субволновые области, в которых 
поперечный поток энергии распространяется по зам-
кнутому контуру. Число таких областей, располо-
женных вдоль окружности некоторого радиуса, равно 
2(m+1). Причем поток энергии в соседних областях 
вращается в разные стороны (по часовой и против ча-
совой стрелки). Суммарный поперечный поток энер-
гии равен нулю. 
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Sharp focusing of on-axis superposition 
 of a high-order cylindrical vector beam and a beam with linear polarization 
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Abstract  

In this work, the sharp focusing of a laser beam whose initial polarization pattern is formed by 
superposition of a cylindrical mth-order vector beam and a homogeneous linearly polarized beam 
is considered theoretically and numerically. Although in the source plane of such a beam both the 
angular spin momentum and the third Stokes parameter are equal to zero, we reveal that given odd 
m, subwavelength local regions are formed in the focal plane, where transverse vortex energy 
flows occur and the third Stokes parameter (the on-axis component of the angular spin momen-
tum) is non-zero. Thus, at odd m, at the focus of such a beam there are –sub-regions with elliptical 
polarization of light with alternating handedness in the adjacent sub-regions (clockwise and coun-
terclockwise). This phenomenon can be interpreted as a variant of an optical Hall effect. We note 
that at even m, the field at the focus is linearly polarized at every point and no transverse energy 
flow is observed. 

Keywords: linear and circular polarization, sharp focusing, Richards-Wolf formulas, Stokes 
vector, spin angular momentum. 
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