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Аннотация 
Для произвольного оптического вихря с целым топологическим зарядом m и круговой 

поляризацией получены явные выражения для всех проекций векторов напряженности 
электрического и магнитного поля вблизи фокуса, а также выражения для интенсивности 
(плотности энергии) и потока энергии (проекции вектора Пойнтинга) в плоскости фокуса в 
апланатической оптической системе. Из полученных выражений следует, что вблизи  опти-
ческой оси в плоскости фокуса оптического вихря c m > 2 и левой круговой поляризацией 
обратный поток энергии на самой оптической оси равен нулю и растет по модулю как сте-
пень 2(m – 2) радиальной координаты. Также из полученных формул следует, что вблизи 
плоскости фокуса обратный поток энергии вращается вокруг оптической оси. 
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Введение 
Начиная с работы [1], стало известно об обратном 

потоке энергии при распространении светового поля в 
свободном пространстве. В местах обратного потока 
продольная компонента вектора Пойнтинга принимает 
отрицательные значения. Этому явлению в оптике по-
священо относительно немного работ [1 – 10]. В [1] по-
казано, что при фокусировке плоской волны с линей-
ной поляризацией с помощью апланатической системы 
в плоскости фокуса в области первого тёмного кольца 
интенсивности имеется область, в которой поток све-
товой энергии направлен в обратную сторону по от-
ношению к направлению распространения падающей 
плоской волны. В [2] теоретически было показано на-
личие отрицательного значения продольной состав-
ляющей вектора Пойнтинга на оптической оси у ли-
нейной комбинации двух пучков Бесселя m-го порядка 
с ТЕ- и ТМ-поляризациями. В [3] рассмотрена практи-
чески реализуемая ситуация (фокусировка с помощью 
апланатической системы) и теоретически и численно 
показано, что при фокусировке моды Лагерра – Гаусса 
порядка (0, m) = (0, 2) и левой круговой поляризации 
(σ = –1) на оптической оси в фокусе у продольной про-
екции вектора Пойнтинга имеются отрицательные зна-
чения. В [4] рассмотрена суперпозиция двух произ-
вольных световых полей, у которых разные проекции 
волнового вектора на продольную ось. Показано, что у 
таких световых полей имеют место локальные облас-
ти, в которых продольная компонента силы, дейст-
вующей на микрочастицу, направлена против волново-
го вектора светового пучка. В [5] численно показано 
наличие обратного потока на оптической оси в фокусе 
вихревой металинзы. В [6] численно показано наличие 
обратного распространения энергии в векторном пучке 
Бесселя с дробным топологическим зарядом. Такой 
световой пучок фактически является линейной комби-

нацией счётного числа обычных мод Бесселя. В [7] 
теоретически получены выражения для плотности век-
тора Пойнтинга для векторных Х-пучков и необходи-
мые условия для появления обратного потока энергии. 
В [8] численно показано наличие обратного течения 
энергии в непараксиальном ускоряющемся 2D-пучке 
Эйри. В [9] теоретически с помощью локального вол-
нового вектора рассматриваются условия, которые 
нужно наложить на световое поле, чтобы оно локально 
имело обратное распространение (или имел место об-
ратный поток энергии). В [10] численно показано, что в 
вихревом поле с круговой поляризацией, сформирован-
ном спиральной зонной пластинкой, вблизи оптиче-
ской оси имеет место обратный поток световой энер-
гии. Кроме того, известны теоретические работы по 
изучению свойств вектора Пойнтинга и вектора орби-
тального углового момента в произвольных и вихре-
вых скалярных и векторных световых полях [11 – 14]. В 
[11] исследуются параксиальные вихревые пучки с не-
сколькими фазовыми сингулярностями в поперечном 
сечении пучка. В [12] найдены спиральные траектории 
потока энергии для пучков Бесселя и Лагерра – Гаусса, 
а в [13] исследуется «оптический ток» (optical current) 
в вихревых пучках. 

В данной работе получены общие формулы для 
проекций электрического и магнитного полей произ-
вольного оптического вихря с целым топологическим 
зарядом и круговой поляризацией вблизи фокуса 
апланатической системы, а также выражения для ин-
тенсивности и проекций вектора Пойнтинга в плоско-
сти фокуса. Теоретически показано, что при любом 
m > 2 вблизи оптической оси в плоскости фокуса оп-
тического вихря с левой круговой поляризацией име-
ет место обратный поток энергии, который возрастает 
по модулю как степень радиальной переменной и 
вращается вокруг оптической оси по спирали при 
распространении. 
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Распределение интенсивности  
в плоскости фокуса оптического вихря 

Рассмотрим с помощью формул Ричардса – Вольфа 
[1] интенсивность и поток энергии (проекции вектора 
Пойнтинга) в плоскости острого фокуса произвольного 
оптического вихря с круговой поляризацией, сфокуси-
рованного апланатической системой. Выражения для 
трёх проекций вектора напряжённости электрического 
поля оптического вихря в области фокуса были получе-
ны в [14]. Ниже мы приведём также три проекции век-
тора напряжённости магнитного поля, выражение для 
интенсивности и для трёх проекций вектора Пойнтинга. 
Для напряжённости электрического поля с круговой по-
ляризацией E = Exex

 + iσEyey, где ex, ey – единичные век-
тора вдоль декартовых координат, будем считать, что 
при σ = 1 – правая поляризация, а при σ = –1 – левая по-
ляризация, следуя [14]. Для оптического вихря с топо-
логическим зарядом m и произвольной функцией апо-
дизации зрачка (действительная функция Am(θ)) 

( )( , ) ( ) expm mA A imθ ϕ = θ ϕ , (1) 

где (θ, ϕ) – углы, задающие точку на сходящемся сфе-
рическом волновом фронте, запишем проекции элек-
трического вектора E вблизи фокуса в апланатиче-
ской системе в цилиндрических координатах (r, ϕ, z), 
следуя [14]: 
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где B = kf / 2, α = arcsin (NA), x = kr sin θ, γ± = (1 ± σ) / 2, 
Jν(x) – функция Бесселя, k – волновое число света, f – 
фокусное расстояние апланатической системы с чи-
словой апертурой NA. 

На основе (2) можно записать выражение для ин-
тенсивности в плоскости фокуса (z = 0) произвольного 
оптического вихря (1): 

( )
( ) ( )2 2 2 2 2

0, 2, 2 1, 1 2, 2 1, 1

, , 0

2 2 2 .

m

m m m m m

I r z

I I I I I+ + + − − −

ϕ = =

⎡ ⎤= + γ + + γ +⎣ ⎦
(4) 

Из (4) видно, что распределение интенсивности в 
плоскости фокуса имеет осевую симметрию, так как 

не зависит от азимутального угла ϕ. И так как у инте-
гралов Ip,q, входящих в (3) и (4), второй индекс пока-
зывает порядок функции Бесселя, то из (4) можно за-
ключить, что на оптической оси (r = 0) интенсивность 
будет равна нулю при любом m > 2. При m = 1,2 на оп-
тической оси интенсивность оптического вихря с ле-
вой круговой поляризацией (σ = –1) будет отлична от 
нуля. Но в обоих случаях (m = 1,2) световой поток не 
будет распространяться вдоль положительного на-
правления оптической оси: при m = 1 поток энергии 
на оси будет нулевой, а при m = 2 – обратный.  

Продольная проекция вектора Пойнтинга  
в фокусе оптического вихря 

Чтобы доказать наличие обратного потока в фокусе 
оптического вихря с произвольным целым топологи-
ческим зарядом m ≠ 0, приведём выражения для трёх 
проекций вектора напряжённости магнитного поля: 
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С помощью (2), (3), (5) и (6) найдём продольную 
проекцию вектора Пойнтинга [1] S = c Re [E×H] / (8π)  
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( )* *Re
8z x y y x
cS E H E H= −
π

, (7) 

с точностью до константы c / 8π, где c – скорость света 
в вакууме, Re(...) – действительная часть числа, в 
плоскости фокуса (z = 0): 
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Из (8) видно, что продольный поток энергии имеет 
круговую симметрию. Наличие в (8) слагаемых с от-
рицательными знаками показывает, что в плоскости 
фокуса можно найти локальные области, в которых 
продольная проекция вектора Пойнтинга будет отри-
цательной. Интересно выяснить, может ли эта локаль-
ная область располагаться вблизи оптической оси.  

Обратный поток энергии  
вблизи оптической оси в плоскости фокуса 
Из (8) следует, что при m = 1 продольный поток 

энергии оптического вихря с левой круговой поляри-
зацией 

( ) ( )1 0,1 0,1 1,1 2,1 2,1 1,12zS I I I I I I−
⎡ ⎤= + + −⎣ ⎦  (9) 

на оптической оси (r = 0) равен нулю, а при m = 2 про-
дольный поток для левой круговой поляризации 
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То есть вблизи оптической оси поток энергии (10) 
распространяется в обратном направлении по отно-
шению к падающему потоку энергии. При m = 3 вме-
сто (10) получим: 
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Из (12) следует, что вблизи оптической оси 
(kr << 1) в плоскости фокуса имеет место обратный 
поток энергии, который на самой оси равен нулю и 
возрастает по модулю квадратично с ростом радиаль-
ной переменной r: 
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Из сравнения (11) и (13) видно, что обратный по-
ток при m = 3 примерно в 3–4 меньше, чем для m = 2. 

Далее приведём выражение, аналогичное (11) и (13), 
для оптического вихря с левой круговой поляризаци-
ей и произвольным целым топологическим зарядом. 
Вблизи оптической оси (kr << 1) в плоскости фокуса 
для продольной проекции вектора Пойнтинга имеет 
место приближённое выражение: 
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Из (14) видно, что при любом целом m > 2 на оп-
тической обратный оси поток равен нулю, а вблизи 
оси с ростом радиальной переменной обратный поток 
растёт по модулю как степень 2(m – 2) радиальной пе-
ременной. 

Поперечные составляющие вектора Пойнтинга  
в плоскости фокуса 

Можно показать, что поперечный поток энергии 
(как прямой, так и обратный) у оптического вихря с 
левой круговой поляризацией вблизи плоскости фо-
куса вращается. Для этого найдём поперечные со-
ставляющие вектора Пойнтинга: 
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Из (15) видно, что в плоскости фокуса поток энер-
гии вращается вокруг оптической оси по часовой или 
против часовой стрелки, в зависимости от знака функ-
ции Qm(r). Вблизи плоскости фокуса поток энергии бу-
дет вращаться по спирали. Можно показать, что для 
m = 2 и m = 3 и левой круговой поляризации обратный 
поток энергии будет распространяться вдоль оптиче-
ской оси по спирали, вращаясь против часовой стрел-
ки. Например, при m = 2 вместо (16) получим: 

( )( )2 0,2 2,0 2,1 3,1

1,1 0,2 2,0 1,1

( )

22 .

Q r I I I I

I I I I
kr

= + + +

⎛ ⎞+ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (17) 

Заменяя в (17) функции Бесселя, входящие в инте-
гралы (3) и (6), первыми членами ряда Тейлора, вбли-
зи оптической оси (kr << 1) вместо (17) получим при-
ближённое выражение: 

2

2 1/2
2

0

3 1/ 2
2

0

( 0)

( ) sin cos ( )(1 cos )d

sin cos ( )d 0.

a

a

Q r

kr B A

A

→ ≈

≈ θ θ θ − θ θ ×

× θ θ θ θ >

∫

∫

 (18) 

При a < π / 2 и A2(θ) > 0 выражение (18) положи-
тельное, и, значит, поперечный поток энергии для оп-
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тического вихря с m = 2 вблизи оптической оси вра-
щается против часовой стрелки. 

Моделирование FDTD-методом дифракции 
оптического вихря на зонной пластинке Френеля 
Мы провели моделирование острой фокусировки 

оптического вихря зонной пластинкой FDTD-методом. 
На рис. 1 показаны распределения фазы составляющих 
Ex и Ey падающего вихревого светового поля при m = 2 
и m = 3 с левой круговой поляризацией, а также фаза 
зонной пластинки Френеля (черные кольца – фаза 0, 
белые кольца – фаза π). Зонная пластинка размером 
10 × 10 мкм в материале с показателем преломления 
1,5 и с глубиной бинарного рельефа 532 нм фокусиру-

ет падающее поле с длиной волны λ = 532 нм на рас-
стоянии λ. На рис. 2 показаны распределения продоль-
ной составляющей вектора Пойнтинга в фокальной 
плоскости (z = λ) при m = 2 (рис. 2a) и m = 3 (рис. 2б), а 
также сечения продольной составляющей вектора 
Пойнтинга вдоль оси x (рис. 2в) и распределения ин-
тенсивности при m = 2 (рис. 2г) и m = 3 (рис. 2д). 
Рис. 2a – д подтверждают наличие обратного потока 
световой энергии вблизи фокуса и оптической оси (или 
на самой оптической оси при m = 2). Стрелки на 
рис. 2г, д показывают прямой и обратный поток энер-
гии вблизи оптической оси, вращающийся вокруг оп-
тической оси по спирали против часовой стрелки. 

a)   б)   в)   г)   д)  
Рис. 1. Распределения фазы составляющих Ex (a, в)  

и Ey (б, д) падающего поля при m = 2 (a, б) и при m = 3 (в, г) соответственно, а также фаза зонной пластинки Френеля, 
осуществляющей острую фокусировку оптического вихря (д) 

a)       б)  

в)     г)     д)  
Рис. 2. Распределения продольной составляющей вектора Пойнтинга при m = 2 (a) и m = 3 (б) в фокальной плоскости (z = λ), 

сечения продольной составляющей вектора Пойнтинга вдоль оси x при m = 2 (сплошная кривая)  
и m = 3 (пунктирная кривая)(в), и распределения интенсивности при m = 2 (г) и m = 3 (д), стрелками показаны  

поперечные направления вектора Пойнтинга. Размер областей на рисунках г, д равен 2×2 мкм 

Заключение 
В работе получены общие формулы для интенсив-

ности и потока энергии вблизи фокуса для произвольно-
го оптического вихря с топологическим зарядом m и 

круговой поляризацией, сфокусированного идеальной 
сферической линзой (апланатической системой). На ос-
нове этих формул было показано, что при m > 2 и левой 
круговой поляризации (σ = –1) вблизи оптической оси 
световая энергии распространяется по спирали в обрат-
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ном направлении. Причём на самой оси при m > 2 об-
ратный поток равен нулю, а вблизи оси растёт по моду-
лю с ростом радиальной переменной как её 2(m – 2)-я 
степень. Поведение обратного потока световой энергии 
вдоль спирали вокруг оптической оси вблизи фокуса 
был подтверждено FDTD-моделированием острой фо-
кусировки оптического вихря с круговой поляризацией 
с помощью фазовой зонной пластинки Френеля с чи-
словой апертурой, близкой к 1. Понятно, что для опти-
ческих вихрей с отрицательным топологическим заря-
дом m < 0 обратный поток энергии вблизи оптической 
оси и вблизи фокуса будет иметь место для правой кру-
говой поляризации (σ = 1). Полученные соотношения 
позволяют быстро и качественно анализировать поведе-
ние интенсивности и потока энергии произвольного оп-
тического вихря вблизи острого фокуса. Микрочастица, 
захваченная близи оптической оси такого острого фоку-
са, будет двигаться в обратном направлении, демонст-
рируя эффект «оптического трактора» [15, 16]. 
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BACKWARD FLOW OF ENERGY FOR AN OPTICAL VORTEX WITH ARBITRARY INTEGER 
TOPOLOGICAL CHARGE  

V.V. Kotlyar 1,2, A.A. Kovalev 1,2, A.G. Nalimov 1,2 
1 Samara National Research University, Samara, Russia, 

2 Image Processing Systems Institute оf RAS, – Branch of the FSRC “Crystallography and Photonics” RAS, Samara, Russia 

Abstract  
We analyze the sharp focusing of an arbitrary optical vortex with the integer topological charge m 

and circular polarization in an aplanatic optical system. Explicit formulas to describe all projections of 
the electric and magnetic fields near the focal spot are derived. Expressions for the near-focus intensity 
(energy density) and energy flow (projections of the Pointing vector) are also derived. The expressions 
derived suggest that for a left-hand circularly polarized optical vortex with m > 2, the on-axis backward 
flow is equal to zero, growing in the absolute value as a power 2(m – 2) of the radial coordinate. These 
relations also show that upon the negative propagation, the energy flow rotates around the optical axis. 

Keywords: backward energy flow, optical vortex, rotating beams, Umov-Poynting vector. 
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