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Аннотация 

Рассмотрены особенности организации нелинейной фильтрации контуров изображе-
ний, заданных в виде последовательности комплексных чисел. Исследовано влияние ли-
нейных преобразований масштабирования и поворота контура на результат фильтрации. 
Исследовано изменение спектра контура при прохождении через нелинейные фильтры. 
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Введение 

Контуры изображений объектов определяют фор-
му изображений и содержат необходимую информа-
цию для их распознавания. В работе [1] предложен 
подход к кодированию контура Г = (n), n = 0,,s –
 1 изображения последовательностью, состоящей из 
комплексных чисел (n) = 1(n) + i2(n). Образуемая по-
следовательность рассматривается как дискретный 
комплекснозначный сигнал, к которому могут быть 
применены методы обработки теории сигналов. В 
частности, для контура изображения используются 
методы спектрального и корреляционного анализа, 
методы линейной фильтрации и т.п. [1]. 

Вопросы синтеза и применения контурных линей-
ных фильтров достаточно подробно рассмотрены в 
целом ряде работ, например, в [1, 4, 5]. При этом 
комплекснозначный характер такого сигнала, как 
контур, определяет особенности реализации контур-
ных линейных фильтров. Однако применение мето-
дов линейной фильтрации в ряде случаев не позволя-
ет получать требуемый результат. Использование ме-
тодов линейной фильтрации предполагает аддитив-
ную модель зашумления, а в том случае, когда шум 
носит мультипликативный характер, линейная филь-
трация не всегда показывает хорошие результаты. 
Шум в контурах, как правило, возникает при выделе-
нии контуров и может носить как флуктуационный, 
так и импульсный характер из-за включения части 
фона в изображение объекта или наоборот. Кроме то-
го, в таких ситуациях оправданным является исполь-
зование методов нелинейной фильтрации. 

В настоящее время используются различные виды 
нелинейных фильтров [2, 3, 7–11]. Как и линейные 
контурные фильтры, нелинейные контурные фильтры 
работают в скользящем окне, определяемом аперту-

рой фильтра Fw,m с размером w и с центром в текущем 
элементе m. 

1. Контурные фильтры, основанные на порядковых 
статистиках 

В таких фильтрах отклик определяется предвари-
тельным упорядочиванием элементов, входящих в 
апертуру фильтра Fw,m, и выбором значения, находя-
щегося на определенной позиции упорядоченной по-
следовательности [2, 7, 10]. Непосредственно филь-
трация сводится к замене исходного значения эле-
мента на полученное значение отклика фильтра. При 
этом главной сложностью организации работы кон-
турных фильтров, основанных на порядковых стати-
стиках, является процедура упорядочивания элемен-
тов контура, заданного комплекснозначным кодом. 
Из-за этого, например, для комплексных чисел не 
определено понятие «медиана». Упорядочивание 
элементов контура Г = (n), n = 0,,s – 1, входящих 
в апертуру фильтра, можно производить по одному из 
четырех параметров элементов контура: модулю, ар-
гументу, вещественной или мнимой части. 

Контурный медианный фильтр при обработке 
контуров изображений заменяет центральный эле-
мент медианой упорядоченной выборки, сформиро-
ванной из всех элементов контура, входящих в апер-
туру Fw,m фильтра: 

,( ) { ( ) }w mm med n n F


    , 

где α – принцип упорядочивания (α = |γ(n)| – по модулю, 
α = arg γ(n) – по аргументу, α = γ1(n) – по вещественной 
части, α = γ2(n) – по мнимой части). На рис. 1 представ-
лен пример медианной фильтрации контура. 

Представлял интерес вопрос о влиянии линейных 
преобразований масштабирования и поворота контура 
на результат фильтрации. Контурные фильтры, осно-
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ванные на порядковых статистиках, являются нели-
нейными, и результат фильтрации определяется, в 
первую очередь, процедурой упорядочивания элемен-
тов контура. Таким образом, требовалось установить, 
как линейные преобразования масштабирования и по-
ворота контура влияют на результат упорядочивания 
ЭВ контура. 

а)    б)  
Рис. 1. Контурная медианная фильтрация  

с упорядочиванием по вещественной части  = 1(n):  
исходный зашумлённый контур(а),  

результат фильтрации (б) 

При масштабировании контура, т.е. когда 
(n) = μ (n), упорядочивание по любому из пара-
метров α не изменяется, т.к. модули, вещественные и 
мнимые части элементов контура Ν, изменяются про-
порционально величине μ, а аргументы элементов 
контура не изменяются. 

При повороте контура Γ на угол arg μ модули эле-
ментов контура Ν также не изменяются, и, следова-
тельно, не изменяется упорядочивание по модулю 
α = |γ(n)|. Вещественные и мнимые части контура Ν 
изменяются в соответствии с выражением: 
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что может приводить к изменению упорядочивания по 
вещественной α = γ1(n) и (или) мнимой α = γ2(n) ча-
стям. Аргументы элементов контура Ν при повороте 
контура Γ на угол arg  получают одинаковое прира-
щение и поэтому, если выполняется условие: 

arg ( ) arg ( ) arg 2n n       , 

то упорядочивание по аргументу α = arg γ(n) также не 
изменяется.  

При одновременном воздействии преобразований 
масштабирования и поворота контура, т.е. когда 
(n) = μ (n), где μ = μ1 + iμ2, упорядочивание по мо-
дулю α = |γ(n)| не изменяется, а упорядочивания по 
вещественной части α = γ1(n), мнимой части α = γ2(n) 
и аргументу α = arg γ(n) могут как изменяться, так и 
не изменяться в зависимости от конкретных значений 
элементов контура Γ и величины μ.  

Контурный фильтр, основанный на вычислении 
усеченного среднего, является модификацией кон-

турного сглаживающего фильтра [2], но при этом из 
рассмотрения удаляются d/2 наименьших и d/2 
наибольших элементов контура, упорядоченных по 
одному из четырех параметров α, в пределах маски 
Fw,m фильтра с размером w и с центром в текущей 
точке m. Отклик фильтра представляет собой резуль-
тат усреднения оставшихся элементов: 

,

1
( ) ( )

w mn F

m n
w d 

  
  , (1) 

где (n) – оставшиеся элементы в пределах маски 
Fw,m фильтра после удаления d элементов контура. 

Величина d может изменяться в пределах от 0 до w –
1. При d = 0 контурный фильтр усеченного среднего 
преобразуется в контурный фильтр скользящего средне-
го, а при d = w – 1 – в контурный медианный фильтр.  

На рис. 2 представлен пример фильтрации, осно-
ванной на вычислении усеченного среднего, с упоря-
дочиванием  = 1(n), w = 5 и d = 2. 

a)    б)  
Рис. 2. Пример фильтрации, основанной на вычислении 
усеченного среднего: исходный зашумленный контур (а), 

результат фильтрации при упорядочивании 
по вещественной части элементов контура (б) 

Исследовано, как изменяется спектр контура на вы-
ходе контурных фильтров, основанных на порядковых 
статистиках, при фильтрации элементарного контура, 
спектр которого содержит только одну гармонику. На 
рис. 3 представлен элементарный контур порядка 7, 
размерность s = 8, и его амплитудный спектр [1, 5]. 

На рис. 4 представлен результат контурной меди-
анной фильтрации элементарного контура с апертурой 
фильтра w = 3, а на рис. 5 – с апертурой фильтра w = 5. 

 
Рис. 3. Элементарный контур порядка 7, размерность  

s = 8, и его амплитудный спектр 

Упорядочивание по модулю при медианной филь-
трации элементарного контура, содержащего в своем 
спектре только одну гармонику, не приводит к изме-
нению формы контура. Изменение способа упорядо-
чивания приводит к тому, в спектре выходного кон-
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тура появляются гармоники, которых изначально не 
было в спектре входного контура. 

а)  

б)  

в)  
Рис. 4. Медианная фильтрация с апертурой фильтра w=3 
элементарного контура при упорядочивании: по модулю 

(а), вещественной части (б), мнимой части (в) 

а)  

б)  

в)  
Рис. 5. Медианная фильтрация с апертурой фильтра w=5 

элементарного контура при упорядочивании по:  
модулю (а), вещественной части (б), мнимой части (в) 

2. Контурный адаптивный фильтр 

Особенностью адаптивных фильтров является из-
менение их параметров в зависимости от статистиче-
ских свойств обрабатываемых контуров [2]. Для ор-
ганизации работы адаптивного локального фильтра 
подавления шума должна быть заранее известна или 
оценена перед обработкой дисперсия шума в контуре. 
Принцип работы контурного адаптивного локального 
фильтра подавления шума задается выражением: 

 
2

2
( ) ( ) ( ) F

F

m m m m


     


, (2) 

где 2 – дисперсия шума в контуре, mF и 2
F  – сред-

нее значение элементов и дисперсия шума в пределах 
маски Fw,m фильтра с размером w и с центром в теку-
щем элементе m.  

В том случае, когда контур не зашумлен и диспер-
сия 2 шума в контуре равна нулю, то отклик фильтра 
N = (m) равен обрабатываемому контуру 
Г = (m). Если дисперсия шума 2

F  в пределах мас-
ки фильтра много больше дисперсии 2 шума в кон-
туре, то отклик фильтра N = (m) также прибли-
женно равен обрабатываемому контуру Г = (m). 
Обычно большое значение дисперсии шума 2

F  в 
пределах маски фильтра вызвано наличием суще-
ственных изменений аргументов следующих друг за 
другом элементов контура Г = (m), например, из-за 
острых углов в форме контура изображения. 

Когда статистические характеристики текущего 
участка обрабатываемого контура и всего контура в 
целом совпадают, то значения обеих дисперсий 2 и 

2
F  примерно равны. В этом случае требуется 

уменьшить шум за счет усреднения элементов конту-
ра в пределах апертуры фильтра. При этом отклик 
фильтра равен mF среднему значению элементов кон-
тура в пределах апертуры фильтра. 

Для корректной работы адаптивного локального 
фильтра подавления шума должно выполняться усло-
вие, что дисперсия флуктуационного шума в контуре 
не превышает дисперсию шума в пределах маски 
фильтра. В противном случае отношение 2 / 2

F  
приравнивается к единице. 

На рис. 6 представлен пример адаптивной локаль-
ной фильтрации контура. 

3. Контурный сигма-фильтр 

Центральный ЭВ маски Fw,m фильтра с размером w 
и с центром в текущем элементе m замещается сред-
ним значением, вычисленным только по тем элемен-
там контура в пределах апертуры фильтра, значения 
которых попадают в kσ – область относительно сред-
него элемента  , где σ – СКО шума.  

Средний элемент контура   в пределах маски 
фильтра определяется как: 
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  
1

0

1
2

w

k

m w k
w





    , 

где [*] – целая часть числа. Величина kσ определяет 
радиус окружности на комплексной плоскости. 
Окружность ограничивает область с центром в конце 
вектора  . Попадание в данную область элемента 
контура в пределах маски фильтра определяет, будет 
ли он учитываться для формирования выходного от-
клика фильтра. При этом выбор параметра k в значи-
тельной степени определяет результат сигма-
фильтрации контуров изображений. 

а)     б)  
Рис. 6. Адаптивная локальная фильтрация контура: 

зашумленный контур (а), результат  
фильтрации при w = 5 (б) 

На рис. 7 представлен пример фильтрации зашум-
ленного контура сигма-фильтром с апертурой филь-
тра w = 5 и k = 1. 

а)    б)  
Рис. 7. Пример сигма-фильтрации: исходный  

зашумлённый контур (а), контур на выходе фильтра (б) 

4. Гомоморфная фильтрация контуров 
изображений 

В том случае, когда шум Ζ = {ζ(n)}, n = 0,1,…, s-1, 
накладывается на исходный контур Γ = {γ(n)}, 
n = 0,1,…, s-1,  мультипликативно, т.е. 

Ν ΓΖ ,   ( ) ( ) ( )n n n    , (3) 

то непосредственное использование спектрального 
метода анализа при фильтрации контуров затрудни-
тельно. При этом спектр PN контура Ν не равен про-
изведению спектров PГ и PZ контуров Γ и Ζ соответ-
ственно: 

Ν Γ ΖΡ Ρ Ρ . 

Рассмотрим подход, заключающийся в обработке 
не самого контура Ν, а логарифма контура Ν. В этом 
случае: 

ln ln ln  Ε Ν Γ Ζ ,   

( ) ln ( ) ln ( ) ln ( )n n n n       . 

Так как величины ν(n), γ(n) и ζ(n) представляют 
собой комплексные числа, то натуральный логарифм 
определяется следующим образом [6]: 

 

  

2
1 2

1
ln ( ) ln ( ) ( ) ln ( )

2

arg ( ) 2 , 0, 1, 2,... .

n n i n n

i n k k

       

      

 (4) 

Вещественная часть комплексного логарифма опре-
деляется однозначно, а мнимая часть имеет беско-
нечное множество значений.  

Дальнейшее рассмотрение проведем для главного 
значения комплексного логарифма, т.е. при k = 0. 

ДПФ контура Ε: 

ln ln ln  Ε Ν Γ ΖΡ Ρ Ρ Ρ , 

а ДПФ PΗ  ́контура Η´ на выходе фильтра, заданного 
частотной характеристикой Ω: 

ln ln   Η Ε Γ ΖΡ Ρ Ω Ρ Ω Ρ Ω . 

С помощью обратного ДПФ получим контур на 
выходе фильтра: 

( ) ( ) ( )n n n       . 

Поскольку контур Ε = {ε(n)}, n = 0,1,…, s-1, был 
сформирован как натуральный логарифм контура 
Ν = {ν(n)}, n = 0,1,…, s-1, то обратная операция (по-
тенцирование) результата фильтрации позволяет по-
лучить искомый обработанный контур: 

 ( ) ( )( ) nn nn e e e     . 

Для комплексных чисел операция потенцирования 
вычисляется следующим образом [6]: 

   
1 2 1 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
2 2cos ( ) sin ( ) .

n n i n n i n

n

e e e e

e n i n

     



  

     
 

Исследуем вопрос о влиянии линейных преобра-
зований масштабирования, поворота и сдвига началь-
ной точки контура на результат логарифмирования 
контура. При масштабировании контура, когда 
(n) = μ(n), в соответствии с выражением (4): 

 2

( ) ln ( ) ln ( ) ln

1
ln ( ) ln arg ( ) ,

2

n n n

n i n

       

        

 

т.е. к результату логарифмирования контура прибав-
ляется величина ln||, которая представляет собой 
вещественное число. 

При повороте контура Γ на угол arg μ, когда 
(n) = (n)ei arg μ: 
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 

arg

2

( ) ln ( ) ln ( ) ln ln ( ) arg

1
ln ( ) arg ( ) arg ,

2

in n n e n i

n i n

          

       
 

т.е. к результату логарифмирования контура прибав-
ляется величина i arg μ. При этом вещественная часть 
контура Ε не изменяется. Очевидно, что при сдвиге 
начальной точки контура Γ в контуре Ε также проис-
ходит сдвиг начальной точки.  

Также представляет интерес, как изменяется 
спектр контура после логарифмирования. Спектр 
контура Ε с учетом выражения (4): 

2 21 1

0 0

( ) ( ) ln ( )
i mn i mns s

s s

n n

m n e n e
    

 

      Ε  

 
2 21 1

2

0 0

1
ln ( ) arg ( )

2

i mn i mns s
s s

n n

n e i n e
    

 

     . (5) 

Если контур Γ представляет собой ЭК, у которого 
|γ(n)| = 1, n = 0,1,…,s-1, то ln|γ(n)|2 = 0 и контур Ε бу-
дет состоять только из мнимых компонент: 

 ( ) arg ( )n i n   , n=0,1,…,s-1. 

В этом случае спектр контура Ε определяется 
только вторым слагаемым выражения (5). Тогда 

 
1

0

2 2
( ) arg ( ) cos sin

s

n

mn mn
m i n i

s s





             
    

Ε  

   
1 1

0 0

2 2
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s s

n n

mn mn
n i n

s s

 

 

          
   

  .  

На рис. 8 представлены амплитудные спектры 
контуров Ε при логарифмировании ЭК Γ1 с размерно-
стями s = 3, 4 и 5. 

а)      б)  

в)  
Рис. 8. Амплитудные спектры контуров,  
полученных после логарифмирования ЭК Γ1  

с размерностями s: 3 (а), 4 (б), 5(в) 

Заключение 

Основной сложностью организации работы кон-
турных фильтров, основанных на порядковых стати-
стиках, является процедура упорядочивания элемен-
тов контура, заданных в виде дискретной последова-
тельности комплексных чисел. Предложено упорядо-
чивание элементов контура, входящих в апертуру 
фильтра, производить по одному из четырех парамет-
ров: модулю, аргументу, вещественной и мнимой ча-
стям. Исследовано влияние линейных преобразова-
ний масштабирования и поворота контура на резуль-
тат фильтрации. Показано, что при одновременном 
воздействии преобразований масштабирования и по-
ворота контура упорядочивание по модулю не изме-
няется, а упорядочивания по вещественной части, 
мнимой части и аргументу могут как изменяться, так 
и не изменяться в зависимости от конкретных значе-
ний элементов контура и величины μ.  

Рассмотрены принципы работы контурного ло-
кального фильтра подавления шума и контурного 
сигма-фильтра. Показано, что применение контурных 
адаптивных фильтров при обработке контуров изоб-
ражений позволяет удалить импульсную помеху и 
обеспечить сглаживание шумов. 

Рассмотрен подход к организации контурной го-
моморфной фильтрации. Исследован вопрос о влия-
нии линейных преобразований масштабирования, по-
ворота и сдвига начальной точки контура на резуль-
тат логарифмирования контура. Показано, что при 
масштабировании контура в результате логарифми-
рования изменяется вещественная часть контура, а 
при повороте контура Γ на угол arg μ – мнимая часть 
контура. При сдвиге начальной точки контура Γ в 
контуре Ε также происходит сдвиг начальной точки. 
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Nonlinear filtering of image contours defined in a complex-valued code 
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Abstract  

The article describes special aspects of the organization of nonlinear filtering of image con-
tours defined as a sequence of complex numbers. An effect of scale and rotation of the contour 
on the filtering result is studied. Changes in the contour spectra caused by different nonlinear 
filters are studied. 
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