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Аннотация 
Предложены и исследованы численно и экспериментально два метода определения ор-

битального углового момента параксиальных лазерных пучков. Один метод основан на ре-
гистрации интенсивности в зоне Френеля, численном усреднении этой интенсивности по 
углу на дискретных радиусах и решении линейной системы уравнений для нахождения 
квадратов модулей коэффициентов разложения светового поля по базисным функциям. 
Другой метод основан на регистрации двух распределений интенсивности в Фурье-
плоскости двух цилиндрических линз, повернутых друг относительно друга на 90°, и вы-
числении моментов первого порядка для измеренных интенсивностей. Экспериментальная 
ошибка определения небольших дробных значений орбитального углового момента (до 4) – 
около 1 %, а для больших дробных значений (до 30) – около 8 %. 
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Введение 
Оптические вихри, или лазерные пучки с орби-

тальным угловым моментом (ОУМ), интенсивно изу-
чаются в настоящее время и имеют широкое приме-
нение в задачах оптической беспроводной связи, 
квантовой информации, зондирования атмосферы и 
микроманипуляции [1, 2]. Им посвящаются совре-
менные обзоры [3, 4] и монографии [5]. 

Поэтому актуально разрабатывать простые и эф-
фективные методы, позволяющие измерять ОУМ та-
ких лазерных пучков. Известно, что ОУМ паракси-
альных лазерных пучков можно измерять с помощью 
многопорядковых дифракционных оптических эле-
ментов [6, 7], дифракционной трансформационной 
оптики [8], метаповерхностей [9], цилиндрической 
[10 – 14] или астигматической [15] линз, интерферо-
грамм [16 – 18], треугольной апертуры [19] и кольце-
вой дифракционной решётки [20]. 

Правда, не все перечисленные выше методы при-
менимы для определения как целого ОУМ, так и 
дробного. Любой ОУМ можно измерять с помощью 
цилиндрической линзы, интенсивности и расчёта мо-
ментов интенсивности [13, 14, 21]. 

В [21] предложено измерять орбитальный угловой 
момент параксиального лазерного пучка с помощью 
моментов интенсивности. Эта работа вдохновила нас, 
и мы модернизировали и упростили метод, предло-
женный в [21], так, что по измерению всего одного 
распределения интенсивности в любой поперечной 
плоскости пучка мы можем определить (измерить) 
ОУМ. Метод позволяет измерять как целый, так и 
дробный ОУМ. Ограничение метода состоит только в 
том, что применим он к тем лазерным пучкам, кото-
рые можно с хорошей точностью аппроксимировать 

конечной суперпозицией мод Лагерра – Гаусса (ЛГ) с 
номерами (n, 0). Второй метод, рассмотренный в этой 
работе, основан на методе, предложенном в [13, 14]. 
Но в этих работах авторы использовали только одну 
цилиндрическую линзу, которой достаточно для пуч-
ков с радиальной симметрией. Для произвольных ла-
зерных пучков нужно использовать две цилиндриче-
ские линзы. Заметим здесь, что метод [13, 14] при-
ближённый (смотри Приложение). 

1. Определение ОУМ по измерению одного 
распределения интенсивности пучка 

Пусть, аналогично [21], комплексная амплитуда 
лазерного пучка в некоторой плоскости, перпендику-
лярной оптической оси z, описывается выражением: 
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ϕ = ϕ Ψ∑ , (1) 

где (r, φ) – полярные координаты, Сn – неизвестные 
постоянные, подлежащие определению, Ψn(r, z) – ра-
диальная амплитуда ЛГ-моды с номерами (n, 0) [22]: 
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кривизны волнового фронта Гауссова пучка. Из (1) 
следует, что не любую функцию можно аппроксими-
ровать такой конечной суммой, но многие вихревые 
лазерные пучки, которые встречаются на практике, 
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например, в оптических системах связи [23], описы-
ваются выражениями (1). 

Вместо (2), в качестве базисных функций можно 
выбрать радиальные функции квазимодовых пучков 
Бесселя – Гаусса (БГ) [24]: 
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где q(z) = 1 + iz / z0, Jn(x) – функция Бесселя n-го по-
рядка, α – масштабный параметр функции Бесселя. 
Из-за того, что функции (3) имеют два масштабных 
параметра (α, w0), в отличие от (1), использование их 
для аппроксимации светового поля (1) предпочти-
тельнее. 

Далее запишем интенсивность поля (1): 
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где ,C Ψ  – комплексно-сопряжённые величины. Вы-
числим интеграл по угловой переменной от обеих 
частей равенства (4): 
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Измеряя интенсивность светового поля I(r, φ, z) 
ПЗС-матрицей и суммируя значения интенсивности 
на 2N радиусах rm, вместо (5) получим систему 
2N×2N линейных алгебраических уравнений: 
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где ( , )m mI I r z=  – усреднённая по углу интенсив-
ность на радиусах rm, Mnm = |Ψn(rm, z)|2 – известные из 
теории значения квадратов модулей базисных функ-
ций, например, (2) или (3), xn

 = |Cn|2 – неизвестные ве-
личины, квадраты модулей коэффициентов разложе-
ния (1). Решая систему уравнений (6) каким-либо из 
известных методов, можно найти квадраты модулей 
всех коэффициентов в (1). Заметим, что для одно-
значного решения системы (6) требуется выполнение 
следующего условия на радиальные базисные функ-
ции в (1): |Ψn(r, z)| ≠ |Ψ–n(r, z)|, n∈[–N, N]. Чтобы удов-
летворить этому условию, можно выбрать в качестве 
базисных функций в (1), например, функции вида: 

( ) ( )2 2
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где rn
 = r0 + nΔ, n∈[–N, N], An – нормировочная постоянная. 

Для базисных функций (2) и (3) система уравне-
ний (6) может быть однозначно решена при n∈[–N, 0] 
или n∈[0, N]. 

Далее получим формулу определения ОУМ пара-
ксиального светового поля (1). Будем исходить из из-

вестных определений проекции на оптическую ось 
вектора полного ОУМ Jz и полной энергии (мощно-
сти) светового поля W [7]: 
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Подставим (1) в (7) и (8) и получим нормирован-
ный полный ОУМ пучка (1) в виде: 
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∞
= Ψ∫  – мощность каждого из пуч-

ков в линейной комбинации (1). Из (9) видно, что для 
определения ОУМ нужно найти из измерений только 
квадраты модулей коэффициентов в (1), а их фазы 
знать не надо. Квадраты модулей коэффициентов в 
(1) находятся из решения системы уравнений (6) 
xn = |Cn|2, а мощности каждого из пучков In рассчиты-
ваются по известному виду выбранного базиса раз-
ложения (2) или (3), с учетом сделанных замечаний. 

2. Определение ОУМ по измерению интенсивности 
в фокусе двух цилиндрических линз 

В [13, 14] предложено определять ОУМ по изме-
рению одного распределения интенсивности в фокусе 
цилиндрической линзы. Но этот метод работает толь-
ко для оптических вихрей с круговой симметрией ра-
диальной компоненты пучка, то есть если амплитуда 
пучка представима в виде: 

( ) ( ) ( ), , exp ,nE r z in r zϕ = − ϕ Ψ , (10) 

где (r, φ, z) – цилиндрические координаты, а также 
для оптического вихря с дробным топологическим 
зарядом, у которого вместо целого n в (10) действи-
тельное число μ: 

( , , ) exp ( ) ( , )E r z i r zμ ϕ = − μϕ Ψ . (11) 

Ниже описывается простое обобщение данного 
метода, когда ОУМ любого параксиального светового 
поля определяется по измерению двух распределений 
интенсивности в Фурье-плоскостях двух цилиндриче-
ских линз, повернутых относительно друг друга на 
90° и расположенных в разных ветвях пучка, после 
его разделения делительным кубиком на два одина-
ковых пучка (рис. 1). 

ОУМ (7) можно переписать в декартовых коорди-
натах в виде: 

Im ( , , ) ( , , )d dzJ E x y z x y E x y z x y
y x

∞ ∞

−∞ −∞

⎛ ⎞∂ ∂
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∫ ∫ . (12) 

Подставляя в (12) комплексную амплитуду 
E(x, y, z) в виде одномерного преобразования Фурье 
отдельно по каждой декартовой координате в виде 
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где k – волновое число света, f – фокусное расстояние 
цилиндрических линз, получим вместо (12) выражение: 
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где в (13) – (15) ˆ ˆ( , , ) , ( , , )y xE x z E y zξ η  – одномерные 
Фурье-образы по поперечным декартовым координа-
там y и x соответственно. В (15) координаты x, ξ, y, η 
берутся вдоль осей декартовых координат в плоскости 
фокуса цилиндрических линз. При этом координаты x 
и y, по которым не выполняется преобразование Фурье 
(13) и (14), остаются такими же, как в плоскости ци-
линдрических линз. Заметим, что определение ОУМ 
по формуле (15) требует измерения двух распределе-
ний интенсивности в фокальных плоскостях двух ци-
линдрических линз, а определение ОУМ по формулам 
(6) и (9) требует измерения только одного распределе-
ния интенсивности. Но преимущество подхода (15) пе-
ред подходом (6), (9) в том, что он применим к любому 
параксиальному световому полю, а не только к свето-
вым полям, которые являются суперпозицией конеч-
ного числа мод Лагерра – Гаусса (n, 0) (2) или Бесселя –
 Гаусса (3). Заметим, что выражение (15) не точное, а 
точная формула получена в Приложении. Эта точная 
формула (А5) не позволяет вычислить ОУМ по дан-
ным эксперимента. Но приближённое выражение (15) 
даёт почти точный результат (отклонение от точного 
около 1 – 4 %) для случая параксиального распростра-
нения исследуемого пучка. 

 
Рис. 1. Схема измерения ОУМ с помощью 

двух цилиндрических линз: Laser – лазер, PH – непрозрачный 
экран с круглым отверстием, L1, L2, L3 – сферические 

линзы, SLM – модулятор, формирующий пучок,  
F – пространственный фильтр, блокирующий нулевой 
дифракционный порядок, содержащий излучение, 

непромодулированное модулятором света,  
BS – кубик, разделяющий пучок на два одинаковых пучка, 

CL1, CL2 – цилиндрические линзы, повернутые 
по отношению друг к другу на 90°,  

ССD1, CCD2 – ПЗС-камеры, PC – компьютер 

3. Параксиальные лазерные пучки с дробным ОУМ 
Оптические вихри могут иметь как целый, так и 

дробный ОУМ. Но пучки с дробным ОУМ могут иметь 
разную природу. Например, в [25] подробно разобрана 
структура оптического вихря с дробным топологиче-
ским зарядом (11). А в [26] получена точная формула 
для дробного ОУМ таких вихрей. Такой оптический 
вихрь имеет дробный ОУМ, если μ не целое число, при-
чём в центре такого пучка (на оптической оси) нет изо-
лированного нуля (нет сингулярности), но вблизи одной 
из поперечных декартовых координат имеет место це-
почка (конечная или бесконечная) изолированных ну-
лей с топологическими зарядами +1 и –1. По мере рас-
пространения такого вихря в свободном пространстве 
эти изолированные нули могут взаимно аннигилировать 
[25]. Подобным образом ведут себя изолированные ну-
ли в асимметричных пучках Бесселя [27], пучках Бессе-
ля – Гаусса, модах Ломмеля [5]. У всех этих пучков 
ОУМ дробный, и на поперечной оси имеет место це-
почка изолированных нулей с топологическими заряда-
ми +1 и –1. 

С другой стороны, пучок с дробным ОУМ можно 
сформировать с помощью линейной комбинации ко-
нечного числа обычных мод Лагерра – Гаусса (1), (2) 
или Бесселя – Гаусса (3). В этом случае структура пуч-
ка может при распространении сохраняться (с точно-
стью до изменения масштаба и вращения). Число изо-
лированных нулей интенсивности у таких пучков ко-
нечное, оно определяется числом N слагаемых в (1). 

Для оптического вихря с дробным топологиче-
ским зарядом (11) в [26] на основе квантового форма-
лизма получена формула для дробного ОУМ такого 
пучка. Ниже мы получим её для обычных, а не кван-
товых вихрей. Разложим оптический вихрь с дроб-
ным топологическим зарядом по оптическим вихрям 
с целыми топологическими зарядами: 
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Подставим правую часть (16) в (7), получим: 
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где W – энергия (мощность) пучка, определённая (8). 
Ряд в правой части (17) можно свести к справочному 
ряду [28]: 
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с помощью которого можно получить окончательное 
выражение для нормированного ОУМ поля (11) [26]: 

sin 2
2

zJ
W

πμ
= μ −

π
. (19) 

Из (19) следует, что ОУМ равен топологическому 
заряду μ, только если μ целое или полуцелое число. В 
[13] формула (19) подтверждена экспериментально 
для n < 3. 
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3.1. Гауссов оптический вихрь 
 с дробным топологическим зарядом 

Получим выражение для комплексной амплитуды 
в зоне Френеля, описывающей Гауссов пучок, про-
шедший через СФП с дробным топологическим заря-
дом. Амплитуда такого пучка в начальной плоскости 
описывается выражением: 

( )
2

2
0

, , 0 expg
rE r z i
wμ

⎛ ⎞
φ = = μφ−⎜ ⎟

⎝ ⎠
. (20) 

Тогда на расстоянии z от начальной плоскости с 
помощью преобразования Френеля получим ком-
плексную амплитуду поля (20) в виде: 

2

0 2

1

( 1)/ 2 ( 1)/2

sin( , , )
( ) 2

( ) ( ) ( ) ,

iki
zg

n in
x

n n
n

iz eE z e
zq z

i exe I x I x
n

ρμπ

μ

∞ θ
−

− +
=−∞

⎛ ⎞⎛ ⎞− μπ
ρ θ = ×⎜ ⎟⎜ ⎟

π⎝ ⎠⎝ ⎠
−

× −⎡ ⎤⎣ ⎦μ −∑
 (21) 
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, 

Iν (x) – модифицированная функция Бесселя с целым 
и полуцелым порядком. При получении (21) был ис-
пользован справочный интеграл [28]: 
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Из (21) видно, что на оптической оси (ρ = 0) будет 
нулевая интенсивность, и распределение интенсивно-
сти не будет иметь круговую симметрию. Аргумент 
модифицированных функций Бесселя в (21) ком-
плексный, и только в дальней зоне (z >> z0) аргумент 
становится действительным. ОУМ поля (21) будет 
такой же, как и у начального поля (20), и равен (19). 

3.2. Бесселев оптический вихрь 
 с дробным топологическим зарядом 

Рассмотрим еще один пример оптического вихря с 
дробным топологическим зарядом. Пусть СФП с 
дробным топологическим зарядом освещается узким 
кольцевым пучком, тогда комплексная амплитуда та-
кого поля в начальной плоскости будет равна: 

( )0 0( , , 0) exp ( )bE r z r i r rμ φ = = μφ δ − , (23) 

где r0 – радиус светового кольца, δ(x) – дельта-
функция Дирака. Тогда на расстоянии z от начальной 
плоскости комплексная амплитуда пучка Бесселя с 
дробным топологическим зарядом будет иметь вид: 
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∑
 (24) 

где Jn(x) – функция Бесселя n-го порядка. ОУМ поля 
(24) такой же, как у поля (23), и равен (19). Заметим, 
что у поля (24) на оптической оси (ρ = 0) нет нуля ин-
тенсивности. Ноль интенсивности на оси в (24) будет 
только тогда, когда µ – целое. Действительно, если 
µ – нецелое, то на оси (ρ = 0) отличным от нуля будет 
только нулевое слагаемое в сумме в (24), так как 
J0(0) = 1. А если µ – целое, то и это слагаемое будет 
равно нулю, так как синус перед суммой в (24) будет 
равен нулю. 

Оптический вихрь с дробным топологическим за-
рядом (11) является суперпозицией счётного числа 
оптических вихрей с целым топологическим зарядом. 
Напротив, световое поле (1) состоит из конечного 
числа оптических вихрей с целым топологическим 
зарядом. Для того, чтобы у поля (1) был дробный 
ОУМ, достаточно всего двух слагаемых. Действи-
тельно, если в (13) мощности отдельных пучков нор-
мировать на единицу 2

0
( , ) d 1n nI r z r r

∞
= Ψ =∫  и сум-

му квадратов модулей всех коэффициентов в (1) так-
же положить равной 1: 2 1N

nn N
C

=−
=∑ , то выражение 

(13) для двух слагаемых с топологическими зарядами 
n и m будет иметь вид (W = 1): 

2(1 ) , 1zJ na m a a C= + − = ≤ . (25) 

Из (25) видно, что если a – иррациональное число, 
меньшее единицы, то достаточно сложения двух оп-
тических вихрей с целыми топологическими заряда-
ми, чтобы сформировать пучок с дробным ОУМ. 

4. Моделирование 
Далее мы численно и потом экспериментально 

проверим оба предложенных метода определения 
ОУМ (6), (9) и (15) на примере светового поля (11), 
которое будет формироваться с помощью фазы вида 
μϕ, генерируемой на дисплее жидкокристаллического 
модулятора света. 

4.1. Расчёт ОУМ поля, сформированного СФП  
с дробным топологическим зарядом 

Моделирование проводилось с помощью числен-
ного вычисления преобразования Френеля. Пара-
метры расчёта: длина волны λ = 532 нм, радиус пе-
ретяжки Гауссова пучка w0

 = 1 мм, фокусное рас-
стояние цилиндрической линзы f = 1 м, расчётная 
область: –R ≤ x, y ≤ R, (R = 5 мм), z = f, шаг дискрети-
зации по обеим координатам Δ x = Δy = 20 мкм. 

На рис. 2 приведены распределения фазы (рис. 1а, г, 
ж, к) в начальной плоскости z = 0, а также интенсивно-
сти в фокусе цилиндрической линзы, ось которой па-
раллельна оси x (рис. 2б, д, з, л) и y (рис. 2в, е, и, м) для 
Гауссова пучка, прошедшего через СФП с топологиче-
ским зарядом, равным 3,00 (рис. 2а – в), 3,25 (рис. 2г –
 е), 3,50 (рис. 2ж – и) и 3,75 (рис. 2к – м). Интенсивно-
сти в фокусе цилиндрической линзы (рис. 2б, в, д, е, з, 
и, л, м) показаны в области –R / 2 ≤ x, y ≤ R / 2. 

Согласно формуле (19), нормированный ОУМ при 
выбранных значениях топологического заряда дол-
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жен быть равен 3,00; 3,09; 3,50; и 3,91. При расчёте 
по формуле (15) по распределениям интенсивности с 
рис. 2 были получены значения соответственно 2,98 
(1,50 + 1,48), 3,06 (1,46 + 1,60), 3,45 (1,70 + 1,75) и 3,87 
(2,00 + 1,87). Ошибка составила соответственно 0,7 %, 
1 %, 1,4 % и 1 %. Здесь и далее представление ОУМ в 

виде суммы двух слагаемых соответствует слагаемым 
в формуле (15). Это сделано для того, чтобы показать, 
что эти слагаемые дают разный вклад в ОУМ (хотя и 
близкий). В [13, 14] предполагалось, что вклад в ОУМ 
обоих слагаемых в (15) одинаковый, но противопо-
ложный по знаку. 

а)    б)    в)  

г)    д)    е)  

ж)    з)    и)  

к)    л)   м)  
Рис. 2. Распределения фазы (а, г, ж, к) в начальной плоскости z = 0, а также интенсивности (негатив) в фокусе 

цилиндрической линзы, ось которой параллельна оси x (б, д, з, л) и y (в, е, и, м) для Гауссова пучка, прошедшего через СФП 
с топологическим зарядом, равным 3,00 (а – в), 3,25 (г – е), 3,50 (ж – и) и 3,75 (к – м) 

Аналогично, с помощью вычисления преобразо-
вания Френеля проводилось моделирование измере-
ния большого дробного значения ОУМ. В этом слу-
чае оптический вихрь расходится сильнее и потому 
потребовалось увеличение размеров расчётной облас-
ти R и уменьшение шагов дискретизации Δx и Δy. Па-
раметры расчёта: длина волны λ = 532 нм, радиус пе-
ретяжки w0 = 1 мм, фокусное расстояние цилиндриче-
ской линзы f = 1 м, расчётная область: –R ≤ x, y ≤ R, 
(R = 10 мм), z = f, шаг дискретизации по обеим коор-
динатам Δx = Δy = 10 мкм. 

На рис. 3 приведены распределения фазы (рис. 3а) 
в начальной плоскости z = 0, а также интенсивности в 
фокусе цилиндрической линзы, ось которой парал-
лельна оси x (рис. 3б) и y (рис. 3в) для Гауссова пучка, 
прошедшего через СФП с топологическим зарядом, 
равным 30,3. 

Согласно формуле (19), нормированный ОУМ при 
топологическом заряде, равном 30,3, должен быть равен 
30,15. При расчёте по формуле (15) по распределениям 
интенсивности с рис. 3 было получено значение 28,87 
(14,31 + 14,56), то есть ошибка составила 4 %. 
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а)    б)    в)  
Рис. 3. Распределения фазы (а) в начальной плоскости z = 0, а также интенсивности (негатив) в фокусе цилиндрической 
линзы, ось которой параллельна оси x (б) и y (в) для Гауссова пучка, прошедшего через СФП с топологическим зарядом 30,3 

4.2. Расчёт дробного ОУМ суперпозиции мод ЛГ 
Далее с помощью формулы (9) мы можем сконст-

руировать световое поле с заданным значением ОУМ. 
Например, подберём суперпозиции мод Лагерра –
 Гаусса (2) порядков (0, 2) и (0, 4) так, чтобы их нор-
мированный ОУМ был равен 3 и 3,5, то есть постро-
им поля вида: 
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Множители 1/(πw0
2)1/2 и 1/(12πw0

2)1/2 введены для 
того, чтобы энергии обеих мод были одинаковыми. 
Согласно (9), при C2 = 1, C4 = 1 должно быть Jz /W = 3, 
а при C2 = 1, C4 = 31/2 должно быть Jz /W = 3,5. 

Моделирование проводилось также с помощью 
численного преобразования Френеля. Параметры 
расчёта: длина волны λ = 532 нм, радиус перетяжки 
w0 = 1 мм, фокусное расстояние цилиндрической лин-
зы f = 1 м, расчётная область: –R ≤ x, y ≤ R, (R = 5 мм), 

z = f, шаг дискретизации по обеим координатам 
Δ x = Δy = 20 мкм. 

На рис. 4 приведены распределения интенсивно-
сти (рис. 4а, д) и фазы (рис. 4б, е) в начальной плос-
кости z = 0, а также интенсивности в фокусе цилинд-
рической линзы, ось которой параллельна оси x 
(рис. 4в, ж) и y (рис. 4г, з) для суперпозиций мод ЛГ с 
нормированным ОУМ, равным 3 (рис. 4а – г) и 3,5 
(рис. 4д – з). Интенсивности в фокусе цилиндрической 
линзы (рис. 4в, г, ж, з) показаны в области  
 – R / 2 ≤ x, y ≤ R / 2. 

При расчёте по формуле (15) по распределениям 
интенсивности с рис. 4 были получены значения 
ОУМ соответственно 2,99 (2,35 + 0,64) и 3,49 
(2,49 + 1,00). Ошибка в обоих случаях составила 
0,3 %. Заметим, что вклад каждого из слагаемых в 
(15) по модулю отличается более, чем в 2 раза. 

Для пучков, показанных на рис. 4, ОУМ был также 
рассчитан по формулам (6) и (9). При расчёте ОУМ 
предполагалось, что в пучке имеется 5 мод с тополо-
гическими зарядами от m = 1 до m = 5. В качестве ра-
диусов rm выбирались значения mΔr (m = 1,..., 5) так, 
чтобы в круге радиусом 5Δr содержалось 80 % энер-
гии пучка (рис. 5а). 

а)   б)   в)   г)  

д)   е)  ж)   з)  
Рис. 4. Распределения интенсивности (негатив) (а, д) и фазы (б, е) в начальной плоскости z = 0, а также интенсивности 

(негатив) в фокусе цилиндрической линзы, ось которой параллельна оси x (в, ж) и y (г, з) для суперпозиций мод ЛГ 
с нормированным ОУМ, равным 3 (а – г) и 3,5 (д – з) 
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Для пучка на рис. 4а – г значения коэффициентов в 
суперпозиции (1) равны C1 = 0; C2 = 1; C3 = 0; C4 = 1; 
C5 = 0. При решении системы уравнений (6) были по-
лучены значения квадратов модулей коэффициентов 
|C1|2 = 0,001; |C2|2 = 0,98; |C3|2 = 0,05; |C4|2 = 0,94; 
C5 = 0,03. Теоретическое значение нормированного 
ОУМ такого пучка равно Jz / W = 3,00. Значение, по-
лученное по формуле (9), равно 3,01. 

Для пучка на рис. 4д – з значения коэффициентов в 
суперпозиции (1) равны C1 = 0; C2 = 1; C3 = 0; C4 = 31/2; 
C5 = 0. Аналогично были рассчитаны радиусы rm 
(рис. 5б) и при решении системы уравнений (6) были 
получены значения квадратов модулей коэффициен-
тов |C1|2 = – 0,002; |C2|2 = 1,03; |C3|2 = -0,09; |C4|2 = 3,12; 
|C5|2 = -0,06. Теоретическое значение нормированного 
ОУМ такого пучка равно Jz / W = 3,50. Значение, по-
лученное по формуле (9), равно 3,51. 

а)   б)  
Рис. 5. Радиусы колец, по которым рассчитывалась 
интенсивность для решения системы уравнений (6) 

для пучка, показанного на рис. 4а, б (а) и на рис. 4д, е (б) 
Существенно меньшая ошибка для суперпозиции 

двух мод ЛГ объясняется тем, что такие пучки состоят 
всего из двух угловых гармоник, в то время как пучки, 
формируемые СФП с дробным топологическим заря-
дом, состоят из бесконечного их числа. На рис. 6 при-
ведены зависимости нормированной мощности от-
дельных угловых гармоник (ОУМ-спектр) от тополо-
гического заряда для Гауссова пучка, прошедшего че-
рез СФП (16) с топологическим зарядом μ = 3,5, и для 
суперпозиции мод ЛГ (26) порядка (0, 2) и (0, 4), также 
имеющей нормированный ОУМ, равный 3,5. 

Из рис. 6 ясно видно, что один и тот же ОУМ мо-
гут иметь пучки с разным спектром угловых гармо-
ник с целым топологическим зарядом. И чем меньше 
угловых гармоник содержит лазерный пучок, тем 
точнее определение его ОУМ с помощью предложен-
ного метода (по измерению двух распределений ин-
тенсивности в фокусах двух цилиндрических линз). 
Метод позволяет с точностью 4 % определить дроб-
ный ОУМ, меньший 30. Причём эта точность зависит 
от размера области, на которой рассчитывалась ин-
тенсивность. Например, на рис. 3 интенсивность рас-
считывалась в кадре размером 10×10 мм. Если эту 
область нужным образом увеличить, то ошибку опре-
деления ОУМ можно уменьшить. На практике нельзя 
поступить аналогичным образом, так как измерение 
малых значений интенсивности (меньше 0,01 от мак-
симального значения) не будет приводить к увеличе-
нию точности определения ОУМ из-за уменьшения 
отношения сигнал/шум. 

а)     б)  
Рис. 6. Зависимости нормированной мощности угловых 
гармоник от топологического заряда для Гауссова пучка, 
прошедшего через СФП с топологическим зарядом μ = 3,5 

(а), и для суперпозиции мод ЛГ порядка (0, 2) и (0, 4), 
также имеющей нормированный ОУМ, равный 3,5 (б) 

5. Эксперимент 
Экспериментальное исследование было проведено 

с использованием схемы, показанной на рис. 1. Длина 
волны излучения лазера была равна 532 нм. Круглое 
отверстие PH диаметром 40 мкм в непрозрачном эк-
ране и линза L1 были использованы для расширения 
и коллимирования исходного Гауссова пучка. Колли-
мированный пучок света нормально падал на пропус-
кающий модулятор света SLM (HOLOEYE LC 2012, 
число пикселей 1024×768, размер одного пикселя 
36 мкм, размер активной рабочей области: 
36,9×27,6 мм). В качестве линз L1, L2 и L3 были ис-
пользованы сферические линзы с фокусными рас-
стояниями 350, 250 и 150 мм. Система, образованная 
линзами L2, L3 и пространственным фильтром F, по-
зволяла выполнить пространственную фильтрацию 
сформированного модулятором светового поля и за-
блокировать нулевой дифракционный порядок, со-
держащий нерабочее излучение. Цилиндрические 
линзы CL1 и CL2, повёрнутые по отношению друг к 
другу на 90°, имели фокусное расстояние 500 мм. За-
метим, что выбор длиннофокусных цилиндрических 
линз при моделировании и в эксперименте обуслов-
лен требованием параксиальной фокусировки рас-
сматриваемых световых полей. Плоскости данных 
линз совпадали с плоскостями, сопряжёнными с дис-
плеем модулятора света. Размер перетяжки Гауссова 
пучка в этих плоскостях был равен примерно 6,5 мм. 
Распределение интенсивности в фокусе цилиндриче-
ских линз CL1 и CL2 регистрировалось ПЗС-
камерами CCD1 и ССD2 (число пикселей 3264×2448, 
размер одного пикселя 1,67×1,67 мкм). 

На рис. 7 показаны распределения интенсивности, 
полученные в фокусах линз CL1 и CL2 при различ-
ных значениях топологического заряда сформиро-
ванных модулятором света оптических вихрей (3; 
3,25; 3,5; 3,75 и 30,3). Измеренные в данных случаях 
по формуле (15) значения нормированного ОУМ рав-
ны 3,02; 3,10; 3,47; 3,96 и 27,78 соответственно. Дан-
ные результаты находятся в хорошем соответствии с 
результатами численного расчёта. 

Заключение 
В работе предложены и исследованы численно и 

экспериментально два метода определения ОУМ пара-
ксиальных лазерных пучков. Один метод основан на 
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регистрации интенсивности в зоне Френеля, численном 
усреднении этой интенсивности по углу на дискретных 
радиусах и решении линейной системы уравнений для 
нахождения квадратов модулей коэффициентов разло-
жения светового поля по базисным функциям. Другой 
метод основан на регистрации двух распределений ин-

тенсивности в Фурье-плоскости двух цилиндрических 
линз, повернутых друг относительно друга на 90°, и 
вычислении моментов первого порядка для измерен-
ных интенсивностей. Экспериментальная ошибка оп-
ределения небольших дробных ОУМ (до 4) – около 
1 %, а для больших дробных ОУМ (до 30) – около 8 %. 

а)    б)    в)    г)  

д)    е)   ж)    з)  

и)    к)  
Рис. 7. Распределения интенсивности (негативное изображение) в фокусах цилиндрических линз CL1 и CL2, оси которых 
параллельны оси x (а, в, д, ж, и) и y (б, г, е, з, к) для Гауссова пучка, прошедшего через СФП с топологическим зарядом, 

равным 3,00 (а, б), 3,25 (в, г), 3,50 (д, е), 3,75 (ж, з) и 30,3 (и, к) 

Для сравнения ниже, в табл. 1, собраны данные по 
численному и экспериментальному определению 
ОУМ с помощью двух цилиндрических линз. Для 
пучков, сформированных при прохождении Гауссова 
пучка через СФП с дробным топологическим зарядом 

3,00; 3,25; 3,50; 3,75; 30,3, в табл. 1 приведены теоре-
тические значения ОУМ, рассчитанные по формуле 
(19), а также значения, рассчитанные по формуле (15) 
по распределениям интенсивности, полученным чис-
ленно и экспериментально. 

Табл. 1. Теоретические значения ОУМ, рассчитанные по формуле (19), а также значения, рассчитанные по формуле (15) 
по распределениям интенсивности, полученным численно и экспериментально 

n 3,00 3,25 3,50 3,75 30,3 
ОУМ (19) 3,00 3,09 3,50 3,91 30,15 
ОУМ, числ., (15) 2,98 3,06 3,45 3,87 28,87 
Ошибка, числ., % 0,7 1,0 1,4 1,0 4,25 
ОУМ, эксп., (15) 3,02 3,10 3,47 3,96 27,78 
Ошибка, эксп. 0,7 0,3 0,9 1,3 7,9 
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Приложение A 
Если учесть, что цилиндрические линзы выполняют преобразование Фурье по одной координате, а по вто-

рой декартовой координате свободное пространство выполняет преобразование Френеля, то вместо (13), (14) 
получим: 
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Тогда ОУМ будет иметь вид: 
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Интегралы в (A3) можно вычислить, тогда получим: 
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Или в другой форме: 
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Выражение (A5) для ОУМ отличается от (15) третьим и четвертым слагаемыми, которые нельзя получить из 
эксперимента. Но, как показывает моделирование и эксперимент, для случая параксиального распространения 
пучка эти два слагаемых вносят в момент незначительный вклад (всего несколько процентов). 
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Abstract 

We propose and study numerically and experimentally two methods for determining the orbital 
angular momentum (OAM) of paraxial laser beams. One method is based on registering the inten-
sity in the Fresnel zone, numerically averaging this intensity over the polar angle at discrete radii, 
and solving a system of linear equations to find squared modules of the coefficients of the light 
field expansion in terms of basis functions. The other method is based on registering two intensity 
distributions in the Fourier plane of two cylindrical lenses rotated 90 degrees relative to each other, 
and calculating the first-order moments of the measured intensities. The experimental error of the 
OAM determination is about 1% for small fractional OAM (up to 4), and about 8% for large frac-
tional OAM (up to 30). 

Keywords: paraxial laser beam, fractional orbital angular momentum, fractional topological 
charge, optical vortex, cylindrical lens, superposition of spatial modes. 
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