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Аннотация 

Определяется влияние априорных сведений о независимости случайных величин на 
аппроксимационные свойства непараметрической оценки плотности вероятности Розен-
блатта–Парзена. Предлагается новая методика формирования наборов независимых ком-
понент многомерной случайной величины. Методика основывается на проверке гипотез о 
независимости сочетаний компонент многомерной случайной величины с использовани-
ем двухальтернативного непараметрического алгоритма распознавания образов ядерного 
типа, соответствующего критерию максимального правдоподобия. Классы соответствуют 
областям определения плотностей вероятностей наборов независимых и зависимых ком-
понент многомерной случайной величины. Для оценивания плотностей вероятностей ис-
пользуются непараметрические статистики ядерного типа. Выбор коэффициентов размы-
тости ядерных оценок плотностей вероятностей осуществляется из условия минимума 
среднего квадратического критерия. Последовательная процедура формирования набора 
независимых компонент начинается с анализа парных сочетаний компонент многомерной 
случайной величины. Для каждой пары компонент вычисляется оценка вероятности 
ошибки распознавания классов, соответствующих предположениям независимости и за-
висимости рассматриваемых компонент. Определяется пара компонент с максимальным 
отличием этих ошибок. Если полученные ошибки достоверно не отличаются, то в рас-
сматриваемой многомерной случайной величине независимые компоненты отсутствуют. 
При достоверном отличии оценок вероятностей ошибок распознавания классов устанав-
ливается пара независимых компонент. Эти компоненты входят в набор из трёх компо-
нент многомерной случайной величины. Анализ их сочетаний осуществляется аналогично 
по представленным выше рекомендациям. Правилом остановки процесса формирования 
набора независимых компонент является отсутствие достоверного отличия между вероят-
ностями ошибок распознавания ситуаций, принадлежащих принятым классам. В этом 
случае предыдущий набор независимых компонент является искомым результатом. В от-
личие от традиционной методики, основанной на применении критерия Пирсона, предла-
гаемый подход позволяет обойти проблему декомпозиции области значений случайных 
величин на многомерные интервалы. 

Методика формирования набора независимых компонент многомерной случайной ве-
личины иллюстрируется результатами анализа спектральных признаков данных дистан-
ционного зондирования лесных массивов с использованием космической съёмки со спут-
ника Landsat-8. 
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Введение 

Проблема формирования набора независимых 
компонент многомерной случайной величины являет-
ся актуальной при синтезе эффективных алгоритмов 
обработки статистических данных. Априорная ин-
формация о независимости случайных величин поз-
воляет повысить аппроксимационные свойства непа-
раметрической оценки плотности вероятности типа 
Розенблатта–Парзена по сравнению с ядерной стати-
стикой для зависимых переменных [1 – 3]. Данный 
вывод подтверждается при анализе асимптотических 
свойств непараметрических решающих функций 
ядерного типа в задаче распознавания образов [4]. 

В настоящее время для проверки гипотезы о неза-
висимости случайных величин наиболее часто ис-
пользуется 2 критерия Пирсона в силу его универ-
сальности и простоты. Его применение содержит 
трудно формализуемый этап декомпозиции области 
значений случайной величины на многомерные ин-
тервалы [5]. Поэтому возникает задача обхода суще-
ствующей проблемы. Примером её успешного реше-
ния является методика проверки гипотезы о распре-
делениях случайных величин на основе использова-
ния непараметрического алгоритма распознавания 
образов [6 – 8]. Непараметрический алгоритм распозна-
вания образов, соответствующий критерию максималь-
ного правдоподобия, формируется по статистическим 
данным, которые характеризуют законы распределения 
сравниваемых случайных величин. Показана возмож-
ность замены поставленной гипотезы о тождественно-
сти законов распределения случайных величин на зада-
чу проверки гипотезы о равенстве ошибки распознава-
ния образов пороговому значению. 

Цель данного исследования состоит в развитии 
предложенного подхода на задачу последовательного 
формирования набора независимых компонент мно-
гомерной случайной величины с использованием не-
параметрического алгоритма распознавания образов 
ядерного типа, соответствующего критерию макси-
мального правдоподобия. 

1. Свойства непараметрической оценки плотности 
вероятности независимых случайных величин 

Имеется выборка  , 1,iV x i n   из n статистиче-
ски независимых наблюдений k-мерной случайной 
величины  , 1,vx x v k   с априори неизвестной 
плотностью вероятности p (x). 

Для оценивания плотности вероятности в данных 
условиях используется непараметрическая статистика 
Розенблатта–Парзена [9, 10] 
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где ядерные функции  (uv) удовлетворяют условиям H: 

0 ( )vu    ,    v vu u    , ( ) 1v vu du  , 

( )m
v vu u du   , 0 m   , 1,v k . 

Коэффициенты размытости ядерных функций 
cv

 = cv
 (n) убывают с ростом n. Здесь и далее беско-

нечные пределы интегрирования опускаются. 
Методы оптимизации статистики (1) по коэффи-

циентам размытости cv, 1,v k , рассмотрены в рабо-
тах [11 – 19]. 

При статистически независимых компонентах xv, 
1,v k , случайной величины x непараметрическая 

оценка плотности вероятности p(x) запишется в виде 
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Отметим, что статистика (2) допускает использо-
вание технологии параллельных вычислений. 

Исследуем асимптотические свойства непараметри-
ческой оценки плотности вероятности типа (2). Для 
упрощения выкладок без существенной потери общности 
получаемых выводов будем оценивать плотность вероят-
ности p (x1, x2) = p1

 (x1) p2
 (x2) по выборке V при k = 2. 

Справедливо следующее утверждение [2]. 
Теорема. Пусть плотности вероятностей pv

 (xv) слу-
чайных величин xv, v = 1,2, и первые их производные до 
второго порядка ограничены и непрерывны; ядерные 
функции  (uv) удовлетворяют условиям H; последова-
тельности c1

 = c1
 (n), c2

 = c2
 (n) коэффициентов размыто-

сти ядерных функций непараметрической оценки плот-
ности вероятности  1 2,p x x  таковы, что при n   
значения c1

  0, c2
  0, а nc1

   и nc2
  . 

Тогда асимптотические значения смещения и 
среднего квадратического отклонения 
     1 2 1 2,p x x p x p x  от p (x1, x2) = p (x1) p (x2) опре-

деляются соответственно выражениями 
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где M – знак математического ожидания. Здесь 
   2
2 vp x  – вторая производная p (xv) по компоненте xv, 

v = 1, 2; 

   2
2 ;u u du    

        22
2 2 .v v vp x p x dx   

Из анализа выражения (5) следует, что при выпол-
нении условий c1

  0, c2
  0, nc1

   и nc2
   стати-

стика    1 1 2 2p x p x  обладает свойством сходимости в 
среднем квадратическом, а с учётом её асимптотиче-
ской несмещённости (4) является состоятельной. 

Исследуем значимость влияния сведений о неза-
висимости случайных величин на аппроксимацион-
ные свойства непараметрической оценки плотности 
вероятности p1

 (x1) p2
 (x2). 

Сравним минимальные значения асимптотических 
выражений для средних квадратических отклонений 
непараметрической оценки      1 2 1 1 2 2,p x x p x p x , 
формируемой на основе статистики (2), и оценки 
плотности вероятности  1 2,p x x  (1) при k = 2. 

Для этого вычислим выражение (5) при оптималь-
ных значениях коэффициентов размытости ядерных 
функций: 

     
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непараметрических оценок  1 1p x  и  2 2p x  плотно-
стей вероятностей p1

 (x1), p2
 (x2) [10]. 

Данное преобразование является объёмным. По-
этому в качестве примера вычислим значение фраг-
мента выражения (5) 
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при оптимальном коэффициенте размытости 1c . Вто-
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При оптимальном 1c  выражение (6) преобразует-
ся к виду 
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Выполняя подобные преобразования с другими 
фрагментами критерия (5) при значениях vc , v = 1, 2 и 
обобщая их результаты, получим 

В этих условиях минимальное среднее квадрати-
ческое отклонение непараметрической оценки плот-
ности вероятности  1 2,p x x  (1) при k = 2 и c1

 = c2 
определяется выражением 
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где    2
1 2,vp x x  – вторая производная плотности веро-

ятности p (x1, x2) по переменной xv, v = 1, 2. 
При конечных значениях pv

 (xv),    2
v vp x , v = 1, 2 с 

ростом объёма n статистических данных значения W2 
минимального среднего квадратического отклонения 

   1 1 2 2p x p x  стремятся к нулю пропорционально ве-
личине r = n –4/5. Порядок подобной сходимости выше, 

чем для 2W  , значения которого убывают пропорцио-
нально величине n –4/6. Данная закономерность свой-
ственна и для дисперсий непараметрических оценок 
плотности вероятности  1 2,p x x ,    1 1 2 2p x p x . 

Полученные результаты обосновывают значи-

мость информации о независимости случайных вели-

чин при синтезе непараметрической оценки их плот-

ности вероятности. 

2. Формирование набора независимых компонент 
многомерной случайной величины 

Разработанная методика предполагает выполнение 

следующей последовательности действий. 

1. Сформировать из исходной выборки наблюдений 

многомерной случайной величины 

 , 1, , 1,i
vV x v k i n    массив данных 

   , , , 1,i i
j rV j r x x i n  , где xj, xr – компоненты 

 , 1,vx x v k  . Проверить гипотезу 

       0 , : ,j r j rH j r p x x p x p x  (7) 

о независимости случайных величин xj, xr. 
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Для проверки гипотезы H0
 ( j, r) (7) решить двух-

альтернативную задачу распознавания образов. 
Классы 1, 2 соответствуют областям определения 
плотностей вероятностей p (xj) p (xr), p (xj, xr). В этих 
условиях байесовское решающее правило, соответ-
ствующее критерию максимального правдоподобия, 
имеет вид 

 

 
     

 
     

1

2

, ,

если , ,
, :

, ,

если , .

j r

j r j r

j r

j r

j r j r

x x

p x x p x p x
m x x

x x

p x x p x p x

 






 

 (8) 

В отличие от традиционной постановки задачи 
распознавания образов при синтезе решающего пра-
вила (8) в условиях исходной неопределённости явно 
отсутствует обучающая выборка. Оценивание плот-
ностей вероятностей p (xj) p (xr), p (xj, xr) осуществля-
ется по выборке V ( j, r). Для этого используются не-
параметрические статистики типа Розенблатта–
Парзена [9, 10] 

 
1

1
, ,

n i i
j j r r

j r
j r j ri

x x x x
p x x

nc c c c

   
     

  
  (9) 

   
2

1 1

1
.

n n i l
j j r r

j r
j r j ri l

x x x x
p x p x

n c c c c 

   
     

  
  (10) 

Значения коэффициентов размытости cj, cr ядер-
ных функций убывают с ростом объёма n выборки 
статистических данных V ( j, r). 

Тогда с учётом выражений (8 – 10) непараметри-
ческое решающее правило классификации случайных 
величин xj, xr запишется как 

 

 
     

 
     

1

2

, ,

если , ,
, :

, ,

если , .

j r

j r j r

j r

j r

j r j r

x x

p x x p x p x
m x x

x x

p x x p x p x

 






 

 (11) 

В этой модификации непараметрического алго-
ритма распознавания образов (11) оптимальные ко-
эффициенты размытости cj, cr ядерных оценок плот-
ностей вероятностей  ,j rp x x ,    j rp x p x  выби-
раются по результатам анализа их аппроксимацион-
ных свойств. 

Выбор коэффициентов размытости ядерных 
функций в непараметрической оценке плотности 
вероятности, например,  rp x  осуществить из 
условия минимума оценки среднего квадратическо-
го критерия 

      2
.r r r rW c p x p x dx   

Статистическая оценка W (cr) имеет вид [11, 20] 

 
2 2

1 1

2
1 1

1

2
.

n n j i
r r r r

r r
r r rj i

n n j i
r r

r rj i
i j

x x x x
W c dx

n c c c

x x

n c c

 

 


          
   

   
 



 
 (12) 

По аналогии с выражением (12) определить кри-
терии выбора оптимальных коэффициентов размыто-
сти статистик  jp x ,  ,j rp x x . 

Оптимизацию непараметрического решающего 
правила (11) по коэффициентам размытости ядерных 
функций cj, cr можно упростить, если положить в ста-
тистиках (9), (10) значения j jc c  , r rc c  . Здесь 

j , r  – оценки средних квадратических отклонений 
случайных величин xj, xr, вычисляемых по выборке 
V ( j, r). Данное утверждение является очевидным, так 
как большей длине интервала значений случайной 
величины соответствует больший коэффициент раз-
мытости ядерной функции. Подобный подход ис-
пользовался при построении «быстрых» процедур оп-
тимизации непараметрических оценок плотности ве-
роятности ядерного типа [13 – 19]. Поэтому появляет-
ся возможность оптимизацию непараметрического 
алгоритма распознавания образов (11) проводить 
лишь по одному параметру c коэффициентов размы-
тости ядерных функций. 

Определить оценки вероятностей ошибок 
 1 ,j r ,  2 ,j r  распознавания элементов выборки 

V ( j, r) решающим правилом (11) при оптимальных 
коэффициентах размытости ядерных функций стати-
стик  jp x ,  rp x ,  ,j rp x x . 

Значение  ,t j r  вычисляется в режиме «сколь-
зящего экзамена» по выборке V ( j, r) в предположе-
нии, что её элементы принадлежат классу t, 

      
1

1
, 1 , , 1, 2,

n

t
l

j r l l t
n 

      (13) 

где  ( l ) – указания типа  ,l l
j r tx x  , а  l  – «ре-

шение» алгоритма (11) о принадлежности ситуации xl к 
одному из классов t, t = 1,2. 

Индикаторная функция в формуле (13) определя-
ется выражением 

        
   

0 , если
1 ,

1 , если .

l l
l l

l l

      
  

 

При вычислении  ,t j r  в соответствии с мето-
дикой «скользящего экзамена» ситуация  ,l l

j rx x  из 
выборки V ( j, r), которая подаётся на контроль в ал-
горитм (11), исключается из процесса формирования 
статистик (2), (3). 

2. Повторить этап 1 для парных сочетаний слу-
чайных величин (xj, xr), , 1,j r k , r > j. Количество 
таких парных сочетаний равно значению k (k – 1) / 2. 
Из них выбрать пару (xq, xs), которой соответствуют 
условия 
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   
 

   
2

1 2 1 2
,

, , max , , ,
j r J

q s q s j r j r


        

где J2 – множество номеров неповторяющихся пар-
ных сочетаний компонент (xj, xr). Причём значения 

 1 ,q s ,  2 ,q s  достоверно отличаются. 
3. Сформировать из исходных статистических дан-

ных V выборку    , , , , , 1,i i i
q s jV q s j x x x i n  , где xj 

является одной из компонент xv, 1,v k , v  q, v  s.  
Основываясь на последовательности действий 

этапа 1, проверить гипотезу 

         0 , , : , ,q s j q s jH q s j p x x x p x p x p x  

о независимости случайных величин xq, xs, xj. 
Для этих условий построить непараметрическое 

решающее правило классификации случайных вели-
чин xq, xs, xj, которое запишется в виде 

 

 
       

 
       

1

2

, , ,

если , , ,
, , :

, , ,

если , , .

q s j

q s j q s j

q s j

q s j

q s j q s j

x x x

p x x x p x p x p x
m x x x

x x x

p x x x p x p x p x

 






 

 

Класс 1 характеризуется областью определения 
плотности вероятности p (xq) p (xs) p (xj), а 2 –
p (xq, xs, xj). Ядерные оценки плотности вероятности 
 , ,q s jp x x x  и      q s jp x p x p x  формируются по 

выборке V (q, s, j ) по аналогии со статистиками (2), (3) 
соответственно. 

Следуя рекомендациям этапа 1, выбрать опти-
мальные коэффициенты размытости непараметриче-
ских оценок плотностей вероятностей  , ,q s jp x x x , 
     q s jp x p x p x  из условия минимума статистиче-

ских критериев типа (12) в трёхмерном пространстве 
компонент xq, xs, xj многомерной случайной величины 

 , 1,vx x v k  . 
На основе полученной информации в режиме 

«скользящего экзамена» вычислить оценки вероятно-
стей ошибок  1 , ,q s j ,  2 , ,q s j  принадлежности 
ситуаций выборки V (q, s, j ) первому и второму классам. 

4. Повторить этап 3 для сочетаний компонент 
(xq, xs, xj), 1,j k , j  q, j  s многомерной случайной 
величины  , 1,vx x v k  . Количество таких сочета-
ний равно значению k – 2. Из них выбрать триаду 
(xq, xs, x), которой соответствует условие 

   
 

   
3

1 2 1 2
, ,

, , , , max , , , , ,
q s j J

q s q s q s j q s j


        

где J3 – множество номеров триад (xq, xs, xj), 1,j k , 
j  q, j  s.  

Проверить достоверность отличия оценок вероят-
ностей ошибок распознавания образов  1 , ,q s   и 

 2 , ,q s  . Если гипотеза об их равенстве отвергает-
ся, то количество независимых компонент случайной 
величины x может быть больше 3. В этом случае 
необходимо перейти к следующему этапу анализа че-

тырёхмерных случайных величин (xq, xs, x, xj), 
1,j k , j  q, j  s, j  , по аналогии с предыдущими 

этапами предлагаемой методики. 
При подтверждении гипотезы о равенстве значе-

ний  1 , ,q s   и  2 , ,q s   с заданным риском  про-
цесс выбора независимых компонент случайной ве-
личины x останавливается. В качестве независимых 
случайных величин определяются компоненты xq, xs. 

3. Анализ результатов вычислительных 
экспериментов 

Рассмотрим применение разработанной методики 
формирования набора независимых компонент слу-
чайной величины при анализе данных дистанционно-
го зондирования. Исследуется территория лесных 
массивов Бурлинского ленточного бора Алтайского 
края. Исходная информация определяется в виде обу-
чающей выборки для оценивания состояний лесных 
массивов по данным дистанционного зондирования. 
Под состоянием лесных массивов понимается хвой-
ный, лиственный и повреждённые древостои. Данные 
дистанционного зондирования объёма n = 1700 фор-
мировались по фрагментам спутниковой съёмки 
Landsat-8 с пространственным разрешением 30 мет-
ров: x1 (синий) – (0,450 – 0,515) мкм; x2 (зелёный) – 
(0,525 – 0,600) мкм; x3 (красный) – (0,630 – 0,680) мкм; 
x4 (ближний инфракрасный NIR) – (0,845 –
 0,885) мкм; x5 (ближний инфракрасный SWIR 2) – 
(1,560 – 1,660) мкм; x6 (ближний инфракрасный SWIR 
3) – (2,100 – 2,300) мкм. 

Количественные характеристики законов распре-
деления случайных величин xv, 1, 6,v   при объёме 
статистических данных n = 1700 приведены в табл. 1. 

Табл. 1. Количественные характеристики законов 
распределения спектральных признаков 

Значения 
Спектральные признаки 

x1 x2 x3 x4 x5 x6 

vx  8574 7782 6814 15331 9343 6859 

v  98 146 193 2629 988 461 

В табл. 1 символами vx , v  обозначены оценки 
математического ожидания и среднего квадратическо-
го отклонения случайной величины xv соответственно. 

Следуя предложенной методике формирования 
набора независимых компонент многомерной слу-
чайной величины, для парных сочетаний спектраль-
ных признаков (xj, xr) по выборке V ( j, r) осуществим 
синтез непараметрического алгоритма распознавания 
образов (11) и определим оценки вероятностей оши-
бок классификации  1 ,j r ,  2 ,j r , , 1, 6j r  , 
r > j. Полученные результаты представлены в табл. 2. 

Символом  ,R j r  в табл. 2 обозначена оценка 
коэффициента корреляции между спектральными 
признаками xj и xr. Из анализа результатов вычисли-
тельных экспериментов для парных сочетаний анали-
зируемых случайных величин следует справедли-
вость соотношения    1 2, ,j r j r   . В соответ-
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ствии с предложенной методикой данное соотноше-
ние показывает наличие зависимости исследуемых 
спектральных признаков. Для проверки достоверно-
сти полученного утверждения проверим гипотезу 

   0 1 2: , ,H j r j r     

с риском её отклонения, равным  = 0,05, используя кри-
терий Колмогорова–Смирнова. Определим значение 

 
   

2
34 1 2

,
0,514min , ,,

j r J
D j r j r


     

которое соответствует признакам x3, x4. Здесь J2 – 
множество номеров сочетаний спектральных призна-
ков, приведённых в табл. 2. Для проверки гипотезы 

0H   при n = 1700 пороговое значение [21] 

0, .
1

l 0 7n 4
2

D
n

 


   

Так как выполняется соотношение D34
 > D, то гипо-

теза 0H   отвергается. Дополнительным подтверждением 
полученного вывода является обнаружение линейной 
зависимости между спектральными признаками 

(x1, x2), (x1, x3), (x1, x6), (x2, x3), (x2, x5), 
(x2, x6), (x3, x6), (x4, x5), (x5, x6), 

для которых оценка коэффициента корреляции 
R [0,74; 0,89]. С учётом результатов использования 
предложенной методики следует ожидать, что между 
спектральными признаками 

(x1, x4), (x1, x5), (x3, x4), (x3, x5), (x4, x6) 

существует нелинейная зависимость. Этим сочетани-
ям спектральных признаков соответствуют оценки 
коэффициентов корреляции  ]– 0,233 ,[ ;  0 549R . 

Табл. 2. Результаты вычислительных экспериментов 

Значения 
Спектральные признаки 

x1, x2 x1, x3 x1, x4 x1, x5 x1, x6 

 1 ,j r  0,918 0,873 0,787 0,793 0,815 

 2 ,j r  0,077 0,121 0,207 0,203 0,179 

 ,R j r  0,890 0,842 0,085 0,549 0,753 

Значения 
Спектральные признаки 

x2, x3 x2, x4 x2, x5 x2, x6 x3, x4 

 1 ,j r  0,897 0,787 0,840 0,892 0,754 

 2 ,j r  0,096 0,208 0,156 0,102 0,240 

 ,R j r  0,721 0,370 0,739 0,800 – 0,233 

Значения 
Спектральные признаки 

x3, x5 x3, x6 x4, x5 x4, x6 x5, x6 

 1 ,j r  0,800 0,855 0,891 0,874 0,925 

 2 ,j r  0,195 0,139 0,105 0,121 0,071 

 ,R j r  0,412 0,804 0,749 0,295 0,846 
 

Заключение 

Априорные сведения о независимости случайных 
величин позволяют значительно повысить аппрокси-
мационные свойства непараметрической оценки 

плотности вероятности типа Розенблатта–Парзена. 
Предлагаемая методика формирования набора неза-
висимых признаков на основе непараметрического 
алгоритма распознавания образов позволяет обойти 
трудно формализуемую проблему декомпозиции об-
ласти значений многомерной случайной величины, 
которая свойственна критерию Пирсона. Основу ме-
тодики составляет процедура последовательного ана-
лиза оценок вероятностей ошибок распознавания 
классов, соответствующих областям определения 
плотностей вероятностей случайных величин в пред-
положении их независимости и зависимости. На каж-
дом этапе этой процедуры последовательно рассмат-
риваются наборы компонент многомерной случайной 
величины по мере увеличения их количества. Крите-
рием завершения формирования набора независимых 
компонент является заданное их количество либо до-
пустимая ошибка распознавания классов. 

Между спектральными признаками, полученными 
при дистанционном зондировании лесных массивов с 
использованием космической съёмки со спутника 
Landsat-8, существуют линейные и нелинейные зави-
симости. Эти сведения являются основой для выбора 
информативных спектральных признаков в задаче 
синтеза эффективных алгоритмов оценивания состо-
яния лесных массивов по данным дистанционного 
зондирования. 
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Abstract  

We study in which way a priori information on the independence of random variables affects 
the approximation accuracy of a nonparametric estimate of the Rosenblatt–Parzen probability den-
sity. A new technique for generating sets of independent components of a multidimensional ran-
dom variable is proposed. The methodology is based on testing the hypotheses of the independ-
ence of combinations of the multidimensional random variable components using a two-alternative 
nonparametric kernel algorithm for pattern recognition corresponding to the maximum likelihood 
criterion. Classes correspond to the domains of definition of the probability densities of sets of in-
dependent and dependent components of the multidimensional random variable. Nonparametric 
statistics of the kernel type are used to estimate the probability densities. The choice of the band-
widths of the kernel estimates of the probability densities is made from the condition of the mini-
mum root-mean-square criterion. The sequential procedure for generating a set of independent 
components begins with the analysis of paired combinations of components of a multidimensional 
random variable. For each pair of components, the probability of an error in recognizing classes 
corresponding to the assumptions of independence and dependence of the considered components 
is estimated. A pair of components with the maximum difference between these errors is deter-
mined. If the errors obtained do not differ significantly, then there are no independent components 
in the considered multivariate random variable. If there is a significant difference in the probability 
estimates of class recognition errors, a pair of independent components is established. These com-
ponents are included in a three-component set of a multidimensional random variable. The analy-
sis of their combinations is carried out in the same way, following the above-described procedure. 
The process of generating the set of independent components is stopped when no reliable differ-
ence occurs any more between the probabilities of errors in recognizing situations belonging to the 
accepted classes. In this case, the previous set of independent components is the desired result. In 
contrast to the traditional methodology based on the Pearson criterion, the proposed approach al-
lows us to bypass a problem of the decomposition of the range of values of random variables into 
multidimensional intervals. 

The method of generating a set of independent components of a multidimensional random var-
iable is illustrated by the results of the analysis of spectral features of remote sensing data of forest 
tracts using space imagery from the Landsat-8 satellite. 

Keywords: pattern recognition, information processing, optical data processing, hypothesis 
testing, forming a set of independent features, nonparametric pattern recognition algorithm, kernel 
probability density estimate, bandwidths selection of the kernel functions, remote sensing data. 

Citation: Zenkov IV, Lapko AV, Lapko VA., Kiryushina EV, Vokin VN, Bakhtina AV. A 
method of sequentially generating a set of components of a multidimensional random variable us-
ing a nonparametric pattern recognition algorithm. Computer Optics 2021; 45(6): 926-933. DOI: 
10.18287/2412-6179-CO-902. 

Acknowledgements: The research was funded by the Russian Foundation for Basic Research, 
Government of the Krasnoyarsk Territory, and Krasnoyarsk Regional Science Foundation, project 
No. 20-41-240001. 

References 

[1] Lapko AV, Lapko VA. Properties of nonparametric esti-
mates of multidimensional probability density of inde-

pendent random variables [In Russian]. Informatika i Sis-
temy Upravleniya 2012; 31(1): 166-174. 

[2] Lapko AV, Lapko VA. Nonparametric estimation of prob-
ability density of independent random variables [In Rus-



 

 

sian]. Informatika i Sistemy Upravleniya 2011; 29(3): 118-
124. 

[3] Lapko AV, Lapko VA. Effect of a priori information about 
independence multidimensional random variables on the 
properties of their nonparametric density probability esti-
mates [In Russian]. Sistemy Upravleniya i Infor-
matsionnyye Tekhnologii 2012; 48(2.1): 164-167. 

[4] Lapko AV, Lapko VA. Properties of the nonparametric de-
cision function with a priori information on independence 
of attributes of classified objects. Optoelectronics, Instru-
mentation and Data Processing 2012; 48(4): 416-422. DOI: 
10.3103/S8756699012040139. 

[5] Pugachev VS. Probability theory and mathematical statistics: 
textbook [In Russian]. Moscow: “Fizmatlit” Publisher; 2002. 

[6] Lapko AV, Lapko VA. Nonparametric algorithms of pattern 
recognition in the problem of testing a statistical hypothesis on 
identity of two distribution laws of random variables. Optoe-
lectronics, Instrumentation and Data Processing 2010; 46(6): 
545-550. DOI: 10.3103/S8756699011060069. 

[7] Lapko AV, Lapko VA. Comparison of empirical and theo-
retical distribution functions of a random variable on the 
basis of a nonparametric classifier. Optoelectronics, In-
strumentation and Data Processing 2012; 48(1): 37-41. 
DOI: 10.3103/S8756699012010050. 

[8] Lapko AV, Lapko VA. A technique for testing hypotheses 
for distributions of multidimensional spectral data using a 
nonparametric pattern recognition algorithm. Computer 
Optics 2019; 43(2): 238-244. DOI: 10.18287/2412-6179-
2019-43-2-238-244. 

[9] Parzen E. On estimation of a probability density function 
and mode. Ann Math Statistic 1962; 33(3): 1065-1076. 
DOI: 10.1214/aoms/1177704472. 

[10] Epanechnikov VA. Non-parametric estimation of a multi-
variate probability density. Theory Probab its Appl 1969; 
14(1): 153-158. DOI: 10.1137/1114019. 

[11] Rudemo M. Empirical choice of histogram and kernel den-
sity estimators. Scand Stat Theory Appl 1982; 9(2): 65-78. 

[12] Hall P. Large-sample optimality of least squares cross-
validation in density estimation. Annals of Statistics 1983; 
11(4): 1156-1174. DOI: 10.1214/aos/1176346329. 

[13] Silverman BW. Density estimation for statistics and data 
analysis. London: Chapman and Hall; 1986. 

[14] Sheather S, Jones M. A reliable data-based bandwidth se-
lection method for kernel density estimation. J R Stat Soc 
Series B 1991; 53(3): 683-690. DOI: 10.1111/j.2517-
6161.1991.tb01857.x. 

[15] Sheather SJ. Density estimation. Stat Sci 2004; 19(4): 588-
597. DOI: 10.1214/088342304000000297. 

[16] Terrell GR, Scott DW. Oversmoothed nonparametric den-
sity estimates. J Am Stat Assoc 1985; 80(389): 209-214. 
DOI: 10.1080/01621459.1985.10477163. 

[17] Jones MC, Marron JS, Sheather SJ. A brief survey of 
bandwidth selection for density estimation. J Am Stat As-
soc 1996; 91(433): 401-407. DOI: 10.2307/2291420. 

[18] Scott DW. Multivariate density estimation: Theory, prac-
tice, and visualization. New Jersey: John Wiley and Sons; 
2015. 

[19] Lapko AV, Lapko VA. Modified algorithm for rapid 
choice of spread coefficients for kernel estimates of multi-
dimensional probability densities. Measurement Tech-
niques 2021; 63(11): 856-861. DOI: 10.1007/s11018-021-
01873-w. 

[20] Lapko AV, Lapko VA. Analysis of optimization methods 
for nonparametric estimation of the probability density 
with respect to the blur factor of kernel functions. Meas-
urement Techniques 2017; 60(6): 515-522. DOI: 
10.1007/s11018-017-1228-x. 

[21] Sharakshaneh АS, Zheleznov IG, Ivnitskij VА. Complex 
system [In Russian]. Moscow: “Vysshaya shkola” Publish-
er; 1977. 

 

 

Authors’ information  

Igor Vladimirovich Zenkov (b. 1963), graduated from Krasnoyarsk Institute of Non-ferrous Metals on speciality 
“Technology and Complex Mechanization of Opencast Mining of Mineral Deposits” in 1985. Doctor of Science in 
Technology, professor, professor of Automation Systems, Automated Control and Design department at the Siberian 
Federal University; leading researcher at the Krasnoyarsk Branch of the Federal Research Center for Information and 
Computational Technologies. Research interests: solving problems in the mining industry using remote sensing re-
sources; information support for monitoring technological, logistic parameters of mining enterprises; remote sensing.  
E-mail: zenkoviv@mail.ru . 

 
Alexander Vasilievich Lapko (b. 1949), graduated from Frunze Polytechnic Institute on speciality “Automation 

and telemechanics” in 1971. Doctor of Science in Technology, professor, honored worker of science of the Russian 
Federation, chief researcher of the Institute of Computational Modeling of the Siberian Branch of the Russian Academy 
of Sciences; Professor of Space Facilities and Technologies department of the Reshetnev Siberian State University of 
Science and Technology. Research interests: nonparametric statistics; pattern recognition and image analysis; modeling 
and optimization of uncertain systems; remote sensing. E-mail: lapko@icm.krasn.ru . 

 
Vasiliy Аleksandrovich Lapko (b. 1974), graduated from Krasnoyarsk State Technical University on speciality 

“Management and Informatics in Technical Systems” in 1996. Doctor of Science in technology, professor, leading re-
searcher at the Institute of Computational Modeling of the Siberian Branch of the Russian Academy of Sciences; Head 
of Space Facilities and Technologies department of the Reshetnev Siberian State University of Science and Technology. 
Research interests: nonparametric statistics; pattern recognition and image analysis; modeling of uncertain systems; re-
mote sensing. E-mail: valapko@yandex.ru . 

 
Elena Vasilievna Kiryushina (b. 1963), graduated from the Krasnoyarsk Institute of Non-ferrous Metals on Speci-

ality “Technology and Complex Mechanization of Opencast Mining of Mineral Deposits” in 1985. Candidate of Sci-



 

 

ence in Technology, associate professor, associate professor of the Open Mining department at the Siberian Federal 
University. Research interests: solving problems in the mining industry using remote sensing resources; information 
support for monitoring technological, logistic parameters of mining enterprises; remote sensing. E-mail: 
kiryushinaev@mail.ru . 

 
Vladimir Nikolaevich Vokin (b. 1954), graduated from the Krasnoyarsk Institute of Non-ferrous Metals on Speci-

ality “Technology and Complex Mechanization of Opencast Mining of Mineral Deposits” in 1976. Candidate of Sci-
ence in Technology, associate professor, associate professor of Open Mining department at the Siberian Federal Univer-
sity. Research interests: solving problems in the mining industry using remote sensing resources; information support 
for monitoring technological, logistic parameters of mining enterprises; remote sensing. E-mail: vokin@krasmail.ru . 

 
Anna Vladimirovna Bakhtina (b. 1978), graduated from the Reshetnev Siberian State University of Science and 

Technology in the direction of 09.04.02 “Information systems of technology”, profile “Information systems for pro-
cessing remote sensing data”, postgraduate student of the Reshetnev Siberian State University of Science and Technol-
ogy. Research interests: nonparametric statistics; pattern recognition and image analysis; modeling of uncertain sys-
tems; remote sensing. E-mail: anna-denisyuk@yandex.ru . 
 

 

Received April 5, 2021. The final version – May 24, 2021.  
 

 
 


