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Аннотация 

В приближении геометрической оптики рассмотрен метод расчёта преломляющего оп-
тического элемента с двумя рабочими поверхностями, преобразующего падающий пучок с 
плоским волновым фронтом в выходной пучок, формирующий заданное распределение 
освещённости и заданный волновой фронт. Приведены примеры расчёта оптических эле-
ментов, формирующих заданные распределения освещённости и сферические волновые 
фронты (сходящиеся и расходящиеся гомоцентрические пучки). Представленные примеры 
демонстрируют хорошие рабочие характеристики метода. 
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Введение 

Задача расчёта оптических элементов с поверхно-
стями свободной формы (от англ. freeform), форми-
рующих заданные распределения освещённости и за-
данные волновые фронты, имеет множество практи-
ческих приложений, включающих дизайн систем 
освещения и подсветки, формирование лазерных 
пучков заданной формы, в т.ч. в системах литогра-
фии, лазерной печати, оптической памяти и т.п. [1, 2]. 
Одновременный контроль распределения освещённо-
сти и волнового фронта требует использования опти-
ческого элемента с двумя «рабочими» поверхностями 
(преломляющими или отражающими). 

В приближении геометрической оптики задача 
расчёта оптического элемента, формирующего задан-
ные распределение освещённости и волновой фронт, 
может быть сведена к решению нелинейного диффе-
ренциального уравнения (НДУ) эллиптического типа 
[3 – 9]. Несмотря на то, что для решения данного НДУ 
были предложены различные конечно-разностные 
методы [3 – 9], расчёт оптических элементов в рамках 
такого подхода является сложным и имеет ограниче-
ния. В частности, формулировка задачи расчёта оп-
тического элемента в виде НДУ предполагает, что 
рассчитываемые поверхности оптического элемента 
являются гладкими. Требование гладкости ограничи-
вает класс распределений освещённости, которые мо-
гут быть сформированы оптическим элементом. 
Например, оптический элемент с гладкими поверхно-

стями не позволяет сформировать распределение 
освещённости, определённое в несвязной области, 
или в области с негладкими границами [10, 11]. 

В частном случае т.н. задачи «коллимированного» 
формирования светового пучка (от англ. collimated 
beam shaping), когда волновые фронты падающего и 
выходного пучка являются плоскими, задача расчёта 
оптического элемента может быть сформулирована 
как задача Монжа–Канторовича о перемещении масс 
(ЗПМ) [10 – 12]. Данная ЗПМ описывает расчёт инте-
грируемого лучевого отображения (т.е. отображения, 
связывающего координаты падающих на оптический 
элемент лучей и координаты преломлённых (отра-
жённых) лучей в выходной плоскости), которое обес-
печивает заданное распределение освещённости. Рас-
чёт оптического элемента в рамках «ЗПМ-
формулировки» может быть сведён к решению задачи 
линейного программирования [11] или линейной за-
дачи о назначениях [10]. ЗПМ-формулировка задачи, 
в отличие от задачи решения НДУ, позволяет рассчи-
тывать оптические элементы с непрерывными, ку-
сочно-гладкими поверхностями. Это позволяет фор-
мировать распределения освещённости, заданные в 
несвязных областях и в областях со сложными и не-
гладкими границами [10, 11]. Тем не менее, когда 
волновой фронт входного или выходного пучка не 
является плоским, задача расчёта оптического эле-
мента уже не может быть сведена к ЗПМ, так что ме-
тоды [10, 11] становятся неприменимыми. 
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Одним из методов, широко используемых для 
расчёта отражающих и преломляющих поверхностей, 
является метод опорных квадрик (МОК) [13 – 19]. Ос-
новными достоинствами МОК являются его универ-
сальность и простота. В рамках метода требуемое 
распределение освещённости приближается дискрет-
ным распределением, заданным в конечном числе N 
точек. Далее оптическая поверхность представляется 
в виде набора N фрагментов квадрик, фокусирующих 
падающий пучок в требуемых точках. В зависимости 
от задачи в качестве квадрик используются парабо-
лоиды, эллипсоиды, гиперболоиды или более слож-
ные поверхности, например, картезианские овалы 
[17]. В частности, в задаче расчёта зеркала для фор-
мирования заданного дискретного распределения 
освещённости в ближней зоне поверхность зеркала 
представляется в виде набора сегментов эллипсоидов, 
у которых один фокус совпадает с источником излу-
чения, а другой – с одной из точек формируемого 
дискретного распределения. Расчёт параметров квад-
рик осуществляется итерационным методом, при 
этом в упомянутой выше задаче расчёта зеркала схо-
димость метода строго доказана [14]. 

В недавней работе [20] авторов данной статьи был 
рассмотрен вариант МОК в задаче коллимированного 
формирования светового пучка, т.е. когда волновые 
фронты падающего и выходного пучка являются 
плоскими. При этом было показано, что предложен-
ный вариант МОК является методом градиентного 
спуска для максимизации вогнутой функции, являю-
щейся дискретным аналогом функционала Лагранжа 
в задаче перемещения масс. В данной статье мы рас-
сматриваем МОК в более общем случае, когда волно-
вой фронт выходного пучка не является плоским и 
задаётся через функцию эйконала в выходной плос-
кости. Аналогично [20], предлагаемый метод являет-
ся простым в реализации и основан всего на несколь-
ких базовых формулах. Предложенный метод проил-
люстрирован примерами расчёта оптических элемен-
тов, демонстрирующими хорошие рабочие характе-
ристики метода. Представленные примеры показы-
вают возможность расчёта оптических элементов, 
формирующих выходные пучки со сферическими 
волновыми фронтами (расходящиеся и сходящиеся 
гомоцентрические пучки) и обеспечивающих задан-
ные распределения освещённости, в т.ч. требуемые 
распределения освещённости, заданные в двухсвяз-
ной области.  

1. Постановка задачи 

Рассмотрим трёхмерное пространство 3 с коор-
динатами (x1, x2, z). Пусть на оптический элемент с 
двумя преломляющими поверхностями падает свето-
вой пучок с плоским волновым фронтом, параллель-
ным плоскости z = 0, при этом пучок формирует в 
указанной плоскости распределение освещённости 
I (x), x = (x1, x2)  G и (рис. 1а). Первая поверхность R1 

задаётся функцией z = u1 (x), x  G. Вторую поверх-
ность R2 будет удобно определить относительно не-
которой «выходной» плоскости z = f > 0, расположен-
ной за элементом. В этой плоскости будут заданы 
распределение освещённости и функция эйконала, 
формируемые оптическим пучком, прошедшим через 
оптический элемент (рис. 1а). Обозначим y = (y1, y2) 
декартовы координаты в плоскости z = f. Функция эй-
конала (y), y  D, задаёт требуемый волновой фронт 
выходного пучка и определяет направления лучей в 
плоскости z = f в виде 
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|||| – евклидова норма, n0 – показатель преломления 
среды вне элемента. Далее будем считать, что 
показатель преломления элемента (т.е. показатель 
преломления среды в области между поверхностями 
R1, R2) равен n1

 > n0. 
Поскольку направления лучей в плоскости z = f 

должны совпадать с направлениями лучей, прелом-
лённых второй поверхностью R2, то определим вто-
рую поверхность через функцию l (y), равную рассто-
янию вдоль направления луча от второй поверхности 
до плоскости z = f (рис. 1а). В этом случае вторая по-
верхность может быть представлена в следующем па-
раметрическом виде: 
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Луч, выходящий из точки x  G плоскости z = 0, 
последовательно преломляется на поверхностях R1, 
R2 и попадает в некоторую точку y в выходной плос-
кости z = f (рис. 1а). Таким образом, поверхности R1, R2 
задают лучевое отображение y =  (x), определяющее ко-
ординаты преломленных лучей в выходной плоскости 
через координаты падающих лучей. Это отображение 
задаёт распределение освещённости L (y), формируемое 
в плоскости z = f. Данное распределение определяется из 
закона сохранения светового потока:  

 ( ) ( )/ ( )L I J  x x x , (3) 

где J(x) – якобиан отображения . Закон сохранения 
светового потока может быть также записан в 
интегральной форме:  
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1( )

( )d = ( )d
B B

I L

 x x y y , (4) 

где B – произвольное подмножество в выходной 
плоскости.  

Задача формирования заданного распределения 
освещённости и волнового фронта, которую мы рас-
сматриваем в данной статье, формулируется следую-
щим образом. Пусть заданы распределение освещённо-

сти I (x), x  G, формируемое в плоскости z = 0 падаю-
щим пучком с плоским волновым фронтом, требуемое 
распределение освещённости L (y), y  D, формируемое 
в выходной плоскости z = f, и требуемое распределение 
эйконала (y), y  D, в этой же плоскости (рис. 1). Тре-
буется найти такие функции u1 (x) и l (y), чтобы световой 
пучок, прошедший через оптический элемент, форми-
ровал в выходной плоскости z = f заданное распределе-
ние освещённости L (y) и заданный эйконал (y). 

a)  

б)  
Рис. 1. (а) Геометрия задачи формирования пучка, обеспечивающего заданное распределение освещённости и заданный 
волновой фронт (функцию эйконала). Для примера показан случай формирования пучка со сходящимся сферическим 
фронтом. (б) Представление первой поверхнос ти (двумерного сечения) в виде сегментов линз, фокусирующих в точки 

второй поверхности. Сегменты линз показаны жирными линиями, пунктирной линией показана огибающая 

2. Представление оптических поверхностей 

Вторая поверхность R2 оптического элемента 
определяется уравнением (2). Данное уравнение 
записано с учётом требуемой функции эйконала (y) 
в плоскости z = f. Первая поверхность элемента R1 
может быть представлена в виде огибающей семей-
ства поверхностей специального вида. Действитель-
но, для дифференцируемых поверхностей R1, R2 
лучевое отображение y =  (x) можно описать 
следующим образом. Луч, исходящий из точки x  G, 
после преломления в точке (x, u1 (x)) поверхности R1 
приходит в точку  

2 ( ) = ( , ) ( ) ( )u f p ly y y y
 

  

поверхности R2. Поэтому поверхность R1 может быть 
представлена в виде огибающей семейства поверхно-
стей, фокусирующих падающий пучок с плоским 
волновым фроном в точки поверхности R2 (рис. 1б) [8].  

Уравнение преломляющей поверхности (линзы) 
z = ulens (x), фокусирующей падающий пучок в точку  

 1 22 2, 2, 2,( ) = ( ), ( ), ( )x x zu u u uy y y y


, 

несложно получить из условия равенства оптической 
длины пути лучей из точек плоскости z = 0 до точки 

2 ( )u y


 значению эйконала в данной точке 
2 (y) = (y) – n0 l (y). Данное условие имеет вид 

 
0 lens

2 2
1 2 2, 2
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( ) ( ) ( ) = ( ),z lens

n u
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x

u y x y x y
 (5) 

где  1 22 2, 2,( ) ( ), ( )x xu uu y y y . Уравнение (5) 
определяет поверхность ulens (x; y) в неявном виде. 
Отметим, что координата y в (5) рассматривается как 
параметр, а декартовы координаты точки второй 
поверхности 2 ( )u y


 выражаются через функцию l (y) 

согласно (2). Чтобы подчеркнуть эти факты, далее мы 
будем записывать уравнение линзы в виде 
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z = ulens (x; y, l (y)). Из (5) легко видеть, что получение 
явного выражения для ulens (x; y, l (y)) сводится к 
решению квадратного уравнения. Решая данное 
уравнение, получим  

 
 

1 2
lens 1 2, 0 2

221
1 2 0 2, 2

( ; , ( )) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

z

z

u l g n u n

n g n u g





   

    

x y y y y

y y u y x
 (6) 

где 2 2
1 0g n n  . Можно показать, что поверхность 

ulens (x; y, l (y)) при n0
 < n1 является эллипсодом 

вращения [19]. Ось эллипсоида параллельна оси z, а 
один из фокусов совпадает с точкой фокусировки 

2 ( )u y


. Таким образом, первая поверхность, 
описываемая функцией z1(x), является огибающей 
семейства эллипсоидов ulens (x; y, l (y)) по параметрам 
y = (y1, y2)  D. Уравнение огибающей задаётся 
уравнением (6) и следующими двумя уравнениями [20]: 

lens ( ; , ( )) = 0,  = 1,2.
i

u l i
y




x y y  (7) 

Отметим, что уравнения (7) при фиксированном 
значении x = (x1, x2) соответствуют критической точке 
функции ulens (x; y, l (y)) по переменным y1, y2. Далее 
мы будем рассматривать частный случай огибающей 
(6), (7), когда условие (7) соответствует не просто 
какой-то критической точке функции ulens (x; y, l (y)), а 
точке минимума (случай точки максимума рассмат-
ривается аналогично). В этом случае огибающая по-
верхность примет вид  

 1 lens( ) = min ( ; , ( ))
D

u u l
y

x x y y . (8) 

Уравнение (8) позволяет определить лучевое 
отображение в виде 

 lens( ) arg min ( ; , ( ))
D

u l


 
y

x x y y . (9) 

Поскольку функция ulens (x; y, l (y)) зависит от 
функции l (y), определяющей вторую поверхность, то 
уравнения (8), (9) позволяют сформулировать задачу 
формирования заданного распределения освещённости 
и волнового фронта как задачу расчёта такой функции 
l (y), что определяемое ею лучевое отображение (9) 
удовлетворяет закону сохранения светового потока, 
определённому уравнением (3) или (4). 

3. Метод опорных квадрик 

Метод опорных квадрик (МОК) [13 – 19] широко 
используется в задачах расчёта зеркал и преломляю-
щих поверхностей, формирующих заданные распре-
деления освещённости, и состоит в следующем. Тре-
буемое непрерывное распределение освещённости 
приближается дискретным распределением, сосредо-
точенным в конечном числе точек. Оптическая по-
верхность представляется в виде кусочно-гладкой по-
верхности, состоящей из фрагментов квадрик. Далее 

параметры квадрик рассчитываются итерационно из 
условия получения требуемых значений светового 
потока в точках дискретного распределения. 

В данном параграфе мы рассмотрим вариант МОК 
для решения задачи формирования заданного распре-
деления освещённости и волнового фронта (рис. 1а). 
Вообще говоря, строгая формулировка МОК требует 
введения понятия т.н. слабого решения, позволяюще-
го корректно определить решение задачи в случае, 
когда лучевое отображение имеет разрывы на множе-
стве меры ноль [11, 15]. Однако для простоты изло-
жения мы сконцентрируемся на практической сто-
роне метода. 

Пусть заданные непрерывное распределение 
освещённости L (y), y  D, и функция эйконала (y), 
y  D, аппроксимируются дискретными распределе-
ниями Li

 = L (yi), 1,i N  и i
 = (yi), 1,i N , 

заданными в N точках yi
  D. В этом случае вектор-

функция ( )p y


, определяющая направления лучей, и 
функция l (y), задающая вторую поверхность, также 
заменяются наборами дискретных значений 

( )i ip p y
 

, = 1,i N  и li (yi), = 1,i N . Значения li далее 
будут варьироваться в процессе работы метода для 
достижения заданных значений освещённости 
Li

 = L (yi) в точках 2, 2 ( )i iu u y
 

, = 1,i N  второй 
поверхности. При этом считается, что луч ip


 

«перенесёт» световой поток Li
 = L (yi) со второй 

поверхности в точку yi выходной плоскости. 
При введённых выше дискретных аппроксимаци-

ях поверхность R1 будет представлять собой кусочно-
гладкую поверхность, состоящую из фрагментов ре-
фракционных линз (6) (эллипсоидов), фокусирующих 
падающий пучок с плоским волновым фронтом в 
точки 2, 2 ( )i iu u y

 
, = 1,i N . Данная поверхность схе-

матично изображена на рис. 1б жирными сегментами 
линий, показывающих эллипсоиды, фокусирующие в 
отдельные точки второй поверхности.  

Согласно формуле (8), функция u1 (x), задающая 
поверхность R1, имеет вид 

 1 lens( ) = min ( ; , )i i
i

u u lx x y . (10) 

Теперь для фиксированных значений li, = 1,i N , 
можно вычислить дискретное распределение энергии, 
формируемое в точках 2,iu


 при функции u1 (x) (10). 

Согласно (9), (10), в точку 2 ( )iu y


 фокусируется 
световой поток из области C (yi; l1, ..., lN)  G, которая 
определяется следующим условием: 

 
 

1

lens lens

; ...., =

 | ( ; , ) ( ; , ),   =1, .

i N

i i j j

C l l

G u l u l j N   

y

x x y x y
 (11) 

Соответственно, световой поток, фокусирующийся в 
точку 2,iu


, можно вычислить как интеграл  

 
 1

est , est , 1

; ,...,

...., ( )d .
N

i i N

C l li

L L l l I  
y

x x  (12) 
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В практических расчётах для вычисления значе-
ний Lest,i используется метод трассировки лучей, схе-
матично показанный на рис. 1б. В этом случае пада-
ющий пучок аппроксимируется набором из Ntr лучей, 
исходящих из узлов некоторой сетки xj, tr= 1,j N , в 
плоскости z = 0. Эти лучи «несут» значения светового 
потока Ij, tr= 1,j N , пропорциональные значениям 
освещённости, формируемой падающим пучком в уз-
лах сетки. Согласно (10), для каждого луча, исходя-
щего из точки xj, находится индекс линзы 

 lens( ) = arg min ( ; , )j i i
i

i j u lx y , 

которую луч «встречает» первой (рис. 1б). Этот луч 
направляется в соответствующую точку 2,iu


 второй 

поверхности. Далее в точках второй поверхности вы-
числяются световые потоки, равные световым пото-
кам лучей, пришедших в эти точки. На рис. 1б рас-
чётные значения светового потока схематично пока-
заны цифрами, равными числу лучей, пришедших в 
точки второй поверхности. 

В Приложении показано, что функция 
z = ulens (x; y, l (y)) является монотонной по параметру 
l = l (y), причём ulens /l < 0. Это означает, что при уве-
личении значения li (при условии сохранения осталь-
ных lj для j  i) поверхность ulens (xj; yi, li) «опускается». 
В этом случае область C (yi; l1, ..., lN) увеличивается и 
соответственно увеличивается световой поток 
Lest,i

 = Lest,i (l1, ..., lN). Поэтому если в точке 2,iu


 требуе-
мый световой поток Ld (yi) = Li

 > Lest,i, то требуется 
увеличить значение li, и уменьшить в противном слу-
чае. Величину увеличения (уменьшения) li естествен-
но выбрать пропорциональной величине разности 
(Li

 – Lest,i) между заданным и расчётным значениями 
светового потока [19, 20]. Таким образом, значения li 
можно рассчитывать итерационно следующим обра-
зом. Обозначим li,n, 1,i N , значения li, полученные 
на n-м шаге итерационного процесса. Тогда на шаге 
n +1 рассчитывается формируемое распределение 
Lest,i (l1,n, ..., lN,n), 1,i N , и значения li,n корректируют-
ся по правилу 

 1, ,

, 1 ,

; ....,

( )d , = 1, ,
n N n

i n i n n i

C l li

l l L I i N      
 
 


y

x x  (13) 

где n > 0 – шаг алгоритма. Описанный выше метод 
является вариантом МОК. Предложенный метод не 
имеет строгого обоснования сходимости, однако в 
частном случае, когда волновой фронт выходного 
пучка является плоским (т.е при ( ) const   y  ), 
МОК (13) можно рассматривать как метод градиент-
ного спуска для максимизации вогнутой функции, 
являющейся дискретным аналогом функционала Ла-
гранжа в задаче перемещения масс [20]. 

Интересно также отметить, что МОК (13) можно 
рассматривать как метод простой итерации решения 
системы нелинейных уравнений. Действительно, 
задачу расчёта значений li, 1,i N , обеспечивающих 

требуемые значения светового потока Li, 1,i N , 
можно рассматривать как решение следующей 
системы нелинейных уравнений  

 

 1

est , 1

; ,...,

,...,

( ) d 0, = 1, .
N

i i N

i

C l li

L L l l

L I x x i N

 

  
y

 (14) 

Систему уравнений (14) можно представить в 
следующем эквивалентном виде: 

 , 1( ...., ) , = 1,i i i est i Nl l L L l l i N     , (15) 

где  > 0 – постоянный параметр. Сравнивая (13) и 
(15), легко видеть, что алгоритм (13) соответствует 
методу простой итерации для системы (14). 

Вообще говоря, формулировка задачи в виде зада-
чи решения системы нелинейных уравнений (14) или 
(15) позволяет предложить более эффективные алго-
ритмы, основанные, например, на квазиньютоновских 
методах. Однако, как показывают расчётные примеры, 
представленные в следующем параграфе, МОК в виде 
(13) уже позволяет эффективно решать задачу форми-
рования световых пучков, обеспечивающих заданное 
распределение освещённости и заданный эйконал. 

4. Примеры расчёта 

Для иллюстрации рабочих характеристик метода 
был рассчитан ряд оптических элементов, формиру-
ющих световые пучки, обеспечивающие заданные 
распределения освещённости и имеющие сфериче-
ские волновые фронты (сходящиеся и расходящиеся). 
При расчете оптических элементов мы остановились 
на выходных пучках со сферическими волновыми 
фронтами, поскольку, по нашему мнению, такие пуч-
ки важны в прикладных задачах.  

4.1. Формирование квадратного пучка, 
обеспечивающего постоянную освещённость 

и обладающего сходящимся сферическим волновым 
фронтом 

Был рассчитан оптический элемент, преобразующий 
пучок круглого сечения, имеющий плоский волновой 
фронт в плоскости z = 0 и формирующий в этой плоско-
сти постоянное распределение освещённости 

  21/ ( )RI  x ,   2 2 2
1 2 1 2, ,G x x x x R   x  (16) 

в пучок квадратного сечения, формирующий посто-
янную освещённость и имеющий сферический волно-
вой фронт. В этом случае требуемое распределение 
освещённости, формируемое в выходной плоскости 
z = f, имеет вид 

 
  

2

1 2 1 2

1/ ,

, / 2, / 2 ,

L w D

y y y w y w

  

  

y y
 (17) 
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где w – размер пучка (размер квадратной области D). 
Будем считать, что фокус сферического волнового 
фронта выходного пучка расположен в точке 

(0,0, )x F


, где F > f. Поскольку фокус расположен за 
выходной плоскостью, то формируемый пучок имеет 
сходящийся сферический фронт. Для указанного пуч-
ка функция эйконала в выходной плоскости будет 
иметь вид 

   22
0 F f F f       y y , (18) 

где 0 – константа, задающая эйконал в точке y = 0 
выходной плоскости. Данная константа равна опти-
ческой длине пути центрального луча, исходящего 
из точки x = 0 плоскости z = 0. Выбором значения 0 
обеспечивается требуемая толщина оптического эле-
мента. Действительно, в силу симметрии задачи цен-
тральный луч должен распространяться по оси z без 
преломлений. Поэтому оптическая длина пути цен-
трального луча в точке y = 0 равна n1t0

 + n0(f – t0) = 0, 
где t0 – толщина оптического элемента в точке x = 0. 
Таким образом, толщина оптического элемента t0 вы-
ражается через значение 0 по формуле 

   0 0 0 1 0t n f n n    . (19) 

Расчёт элемента проводился при следующих па-
раметрах: радиус падающего пучка R = 1 мм; размер 
формируемого квадратного пучка – w = 2 мм; выход-
ная плоскость – z = f = 10 мм; z-координата фокуса 
сферического волнового фронта выходного пучка 
F = 14 мм, значение эйконала в точке y = 0 в выходной 
плоскости 0

 = 13 мм; показатель преломления мате-
риала элемента (область между двух рассчитанных 
поверхностей) – n1

 = 1,5; показатель преломления 
среды вне элемента – n0

 = 1. 
МОК, описанный в предыдущем параграфе, до-

пускает многомасштабную реализацию. Это означает, 
что расчет элемента можно проводить в несколько 
этапов на последовательно сгущающихся сетках (т.е. 
при последовательном увеличении числа точек yi, 

= 1,i N , в дискретных аппроксимациях требуемых 
распределения освещённости и волнового фронта). 
При этом в качестве начального приближения для 
значений li, задающих вторую поверхность элемента 
на более мелкой сетке на следующем этапе, можно 
использовать значения, полученные интерполяцией 
значений li, рассчитанных на более грубой сетке на 
предыдущем шаге. Как показывают результаты рас-
четов, такой многомасштабный подход обеспечивает 
быструю сходимость итерационного процесса (13). 

В настоящем примере расчёт поверхностей опти-
ческого элемента проводился в три этапа. На этапе 1 
заданные распределение освещённости (17) и волно-
вой фронт (18) были аппроксимированы дискретны-
ми распределениями, заданными на квадратной сетке, 
содержащей всего N = N1

 = 202 точек. При таком 
малом начальном числе точек метод (13) быстро 

сходится (за несколько сотен интераций). На этапе 2 
заданные распределение освещённости и волновой 
фронт были аппроксимированы дискретными распре-
делениями на сгущенной сетке из N = N2

 = 1002 точек. 
В качестве начальных значений li, 2= 1,i N , на 
сгущенной сетке использовались значения, 
полученные сплайновой интерполяцией значений li, 

1= 1,i N , рассчитанных на грубой сетке на этапе 1. 
При расчёте на сгущенной сетке было сделано 15000 
итераций. Наконец, на этапе 3 использовалась сгущен-
ная сетка из N = N3

 = 2002 точек и, как и ранее, в каче-
стве начальных значений li, 3= 1,i N , использовались 
значения, полученные сплайновой интерполяцией 
значений li, рассчитанных на этапе 2. На этапе 3 также 
было сделано 15000 итераций. Общее время расчёта 
элемента на персональном компьютере (CPU Core i9-
7940X) составило около 15 минут.  

В соответствии с описанием МОК в предыдущем 
параграфе, на каждой итерации каждого этапа мето-
дом трассировки лучей осуществлялся расчет значе-
ний светового потока в точках 2, ( , )i i i iu f p l y

 
, 

= 1,i N , и затем выполнялась коррекция значений li 
по формуле (13). В методе трассировки лучей 
падающий пучок аппроксимировался набором из 
Ntr

 = 2N лучей, заданных на квадратной сетке в 
плоскости z = 0.  

По окончании расчёта вторая поверхность, задан-
ная набором значений li, = 1,i N , была аппроксими-
рована по методу наименьших квадратов системой 
двумерных В-сплайнов [10, 20]. Далее по рассчитан-
ной второй поверхности по формуле (8) была рассчи-
тана первая поверхность. Рассчитанные поверхности 
оптического элемента приведены на рис. 2а. На 
рис. 2б-г показаны рассчитанные нормированные 
распределения освещённости, формируемые оптиче-
ским элементом в выходной плоскости z = f = 10 мм, в 
плоскости z = 11 мм и в плоскости z = 12 мм. Пред-
ставленные результаты расчёта показывают форми-
рование квадратного пучка. Нормированные СКО 
рассчитанных распределений освещённости от посто-
янного значения составляют 9,9% (z = 10 мм), 8,6 % 
(z = 11 мм) и 10,1 % (z = 12 мм). Линейное уменьшение 
размеров пучка, происходящее при увеличении рас-
стояния от выходной плоскости, показывает, что вол-
новой фронт сформированного пучка является схо-
дящимся сферическим. Рассчитанное СКО оптиче-
ской длины пути лучей в выходной плоскости от тре-
буемой функции эйконала (18) составляет 14 нм. 

4.2. Формирование квадратного пучка,  
обеспечивающего постоянное распределение  
освещённости и имеющего расходящийся  

сферический волновой фронт 

В качестве следующего примера был рассчитан оп-
тический элемент, преобразующий падающий пучок с 
плоским волновым фронтом (16) в квадратный пучок, 
формирующий постоянное распределение освещённо-
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сти (17) с расходящимся сферическим волновым фрон-
том. В данном случае фокус сферического фронта вы-
ходного пучка расположен перед выходной плоско-
стью в точке (0,0, )x F


, где F < f. Для расходящегося 

сферического волнового фронта функция эйконала в 
выходной плоскости z = f будет иметь вид 

   22
0 f F f F       y y , (20) 

где 0 – эйконал в точке y = 0 выходной плоскости. 
Расчёт элемента производился при F = 6 мм и 

0
 = 11 мм. Все остальные геометрические и матери-

альные параметры совпадают с параметрами преды-
дущего примера. Расчёт оптического элемента прово-
дился в 3 этапа и полностью аналогичен расчёту эле-
мента в примере 1. Рассчитанные поверхности оптиче-
ского элемента приведены на рис. 3а. На рис. 3б-г по-
казаны рассчитанные нормированные распределения 
освещённости, формируемые оптическим элементом в 

выходной плоскости z = f = 10 мм, в плоскости z = 12 мм 
и в плоскости z = 14 мм. Представленные результаты 
расчёта показывают формирование квадратного пучка. 
Линейное увеличение размеров пучка с ростом z под-
тверждает, что волновой фронт сформированного пуч-
ка является расходящимся сферическим. Рассчитанное 
СКО оптической длины пути лучей в выходной плос-
кости от требуемой функции эйконала (20) составляет 
11 нм. Нормированные СКО рассчитанных распреде-
лений освещённости от постоянного значения состав-
ляют 6,3 %, 4,4 % и 3,4 % в плоскостях z = 10 мм, 
z = 12 мм и z = 14 мм соответственно. Отметим, что 
приведённые значения СКО меньше, по сравнению с 
СКО для элемента, рассчитанного в подпараграфе 4.1. 
Это связано с тем, что поверхности элемента, рассчи-
танного в настоящем подпараграфе, являются более 
гладкими и лучше представляются системой двумер-
ных В-сплайнов. 

 
Рис. 2. Поверхности оптического элемента, преобразующего круглый пучок в квадратный пучок  

со сходящимся сферическим волновым фронтом (а); формируемые элементом распределения освещённости  
в различных плоскостях (б)-(г). Линиями сверху показаны сечения распределения освещённости 

4.3. Формирование пучка в виде квадратной рамки 
с расходящимся сферическим волновым фронтом 

В качестве более сложного примера был рассчи-
тан оптический элемент, преобразующий пучок с 
плоским волновым фронтом (16) в пучок в виде квад-
ратной рамки, имеющий расходящийся сферический 
волновой фронт. Данный пучок формирует постоян-
ную освещённость в области в виде квадратной рамки 

  2 2
1 21 / ( )L y w w  , 1 2\y D S S  , (21) 

где Si
 = {(x1, x2) || x1 |  wi /2, | x2 |  wi /2|}, i = 1, 2 – квадраты 

со сторонами w1, w2 (w1
 < w2). Функция эйконала в вы-

ходной плоскости z = f соответствует расходящемуся 
сферическому волновому фронту и имеет вид (20). 

Расчёт элемента производился при размерах вы-
ходного пучка w1

 = 2 мм и w2
 = 1 мм. Все остальные 

параметры совпадают с параметрами предыдущего 
примера. Расчёт поверхностей элемента проводился в 
несколько этапов c последовательным сгущением 
расчётных сеток и аналогичен расчёту элементов в 
примерах 1, 2. Из-за того, что требуемое распределе-
ние имеет более сложный вид и задано в двухсвязной 
области, на последнем расчётном этапе использова-

лась сетка из N = 3502 точек. При этом общее время 
расчёта элемента составило около 1 часа. 

Рассчитанные поверхности оптического элемента 
приведены на рис. 4а. Следует отметить, что в окрест-
ности начала координат первая поверхность имеет из-
ломы и по форме напоминает четырёхгранную пира-
миду. Это связано с тем, что центральная часть первой 
поверхности отображает центральную часть падающе-
го пучка (окрестность точки x = 0) во внутренний кон-
тур квадратной рамки. Такое отображение является 
разрывным. Возможность применения МОК для рас-
чёта кусочно-гладких поверхностей, реализующих 
разрывные лучевые отображения, является сильной 
стороной метода. В этом случае известные методы, ос-
нованные на численном решении НДУ эллиптического 
типа [3 – 9], становятся численно неустойчивыми. 

На рис. 4б-г показаны рассчитанные нормирован-
ные распределения освещённости, формируемые оп-
тическим элементом в выходной плоскости 
z = f = 10 мм, в плоскости z = 12 мм и в плоскости 
z = 14 мм. Представленные результаты расчёта пока-
зывают формирование пучка в виде квадратной рам-
ки. Нормированные СКО рассчитанных распределе-
ний освещённости от постоянного значения в области 
квадратной рамки составляют 8,3 % (z = 10 мм), 8,7 % 
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(z = 12 мм) и 9,3 % (z = 14 мм). Линейное увеличение 
размеров пучка с ростом z подтверждает, что волно-
вой фронт сформированного пучка является расхо-

дящимся сферическим. Рассчитанное СКО оптиче-
ской длины пути лучей в выходной плоскости от тре-
буемой функции эйконала (20) составляет 17 нм. 

 
Рис. 3. Поверхности оптического элемента, преобразующего круглый пучок в квадратный пучок  

с расходящимся сферическим волновым фронтом (а); формируемые элементом распределения освещённости  
в различных плоскостях (б)-(г). Линиями сверху показаны сечения распределения освещённости 

 
Рис. 4. Поверхности оптического элемента, преобразующего круглый пучок в пучок в виде квадратной рамки 
с расходящимся сферическим волновым фронтом (а); формируемые элементом распределения освещённости  

в различных плоскостях (б)-(г). Линиями сверху показаны сечения распределения освещённости 

Заключение 

Предложен вариант метода опорных квадрик для 
расчёта преломляющих оптических элементов с дву-
мя рабочими поверхностями, преобразующих пада-
ющий пучок с плоским волновым фронтом в выход-
ной пучок, имеющий заданный волновой фронт и 
формирующий заданное распределение освещённо-
сти. С использованием метода рассчитаны оптиче-
ские элементы, преобразующие круглый пучок с по-
стоянной освещённостью в квадратные пучки со сфе-
рическими волновыми фронтами (сходящимися и 
расходящимися), а также в пучок в виде квадратной 
рамки с расходящимся сферическим волновым фрон-
том, заданный в двусвязной области. Приведённые 
примеры показывают хорошие рабочие характери-
стики метода. Последний пример формирования 
пучка в виде квадратной рамки демонстрирует 
возможность применения метода для расчёта 
оптических элементов с непрерывными кусочно-
гладкими поверхностями. 

В силу обратимости хода лучей предложенный ме-
тод может быть также применён для расчёта оптических 
элементов, преобразующих пучок с произвольным вол-
новым фронтом в выходной пучок с плоским волновым 
фронтом, формирующий заданное распределение осве-

щённости. В частности, может быть решена практиче-
ски важная задача формирования коллимированного 
оптического пучка с заданным распределением осве-
щённости из точечного источника света. 
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Приложение 1 

Докажем свойство монотонности функции 
ulens (x; y, l (y)) по параметру l = l (y). Дифференцируя 
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уравнение (5) по параметру l, несложно получить 
производную ulens /l в виде 

  
  

0 1 1, refrlens

0 1 1, inc 1, refr

, , ( )

, ,

n n e pu

l n n e e


 

 

x y y

x y

 
  , (П1) 

где ( , )a b


 обозначает скалярное произведение 
векторов, 

  2 1
1, refr

2 1

( ) ( )
,

( ) ( )

u u
e

u u





y x

x y
y x

 
   – (П2) 

единичный вектор луча после преломления в точке 
1 1( ) ( , ( ))u ux x x


 первой поверхности, 1, inc (0,0,1)e 


 – 
единичный вектор направления лучей, падающих на 
первую поверхность.  

Обозначим dev,i (x,y), i = 1, 2, углы «девиации» на 
поверхностях элемента R1, R2. Под углом девиации 
мы понимаем угол между падающим на поверхность 
лучом и преломленным на этой поверхности лучом. В 
частности, скалярное произведение в знаменателе 
(П1) соответствует косинусу угла девиации на первой 
поверхности. 

Из закона преломления несложно получить, что 
косинусы углов «девиации» должны удовлетворять 
соотношению  

 0 1 dev,/ cos ( , ) 1, 1,2in n i   x y .  (П3) 

Отметим, что не всякие распределения эйконала 
 (y) и освещённости L (y) могут быть созданы опти-
ческим элементом. Это связано с ограниченными уг-
лами «девиации» лучей на поверхностях элемента. 
Например, если точка второй поверхности 

2, 2 ( )i iu u y
 

 является «сильно» смещённой относи-
тельно оси, так что требуемый угол девиации лучей 
больше arcsin (n0 / n1), то не будет существовать линзы 
ulens (x; yi, li), фокусирующей в эту точку (выражение 
под корнем в (6) будет отрицательным).  

Будем считать, что функции  (y) и L (y) заданы 
корректно. В этом случае можно считать, что линзы, 
фокусирующие в точки 2, 2 ( )i iu u y

 
, = 1, ,i N  суще-

ствуют и что косинусы углов между лучами, падаю-
щими на вторую поверхность, и заданными направ-
лениями преломленных лучей ( )p y


 удовлетворяют 

уравнению (П3). При указанных условиях скалярные 
произведения векторов падающих и преломленных 
лучей в (П1) удовлетворяют (П3) и поэтому произ-
водная ulens /l является отрицательной.  
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Abstract 

In the geometrical optics approximation, we consider a method for calculating a refractive op-
tical element with two freeform surfaces, which transforms an incident beam with a plane wave-
front into an output beam with a required wavefront and generating a required illuminance distri-
bution. As examples, optical elements forming given illuminance distributions and (converging 
and diverging) spherical wavefronts are designed. The presented examples demonstrate the good 
performance of the method. 
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wavefront.  
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