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Аннотация 

Рассмотрена острая фокусировка света с линейной поляризацией. С помощью формализма 
Ричардса–Вольфа показано, что до и после плоскости фокуса имеются области, в которых по-
ляризация круговая (эллиптическая). При переходе через плоскость фокуса направление вра-
щения вектора поляризации в этих областях меняется на противоположное. Если до фокуса 
в некоторой области была левая круговая поляризация, то в самом фокусе в этой области бу-
дет линейная поляризация, а после фокуса в аналогичной области будет правая круговая по-
ляризация. Этот эффект позволяет использовать линейно поляризованный свет для вращения 
вокруг своего центра масс диэлектрических микрочастиц с небольшим поглощением. 
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Введение 

Под острой фокусировкой лазерного излучения по-
нимают фокусировку света линзами с высокой число-
вой апертурой, такую, при которой нельзя уже прене-
бречь векторной природой световой волны. В данном 
случае для расчета светового поля в фокусе необходи-
мо принимать во внимание все компоненты напряжен-
ности электрического (или магнитного) поля световой 
волны. Классические формулы для расчета светового 
поля в остром фокусе были получены Ричардсом 
и Вольфом в работе [1].  

В настоящее время известно большое количество 
работ, посвященных острой фокусировке света. Одна-
ко большая часть работ посвящена изучению поведе-
ния интенсивности в фокусе, например, получению 
фокусных пятен различной формы [2 – 7]. Значительно 
меньше представлено работ по изучению других ха-
рактеристик светового поля, таких как поток энергии 
(вектора Пойнтинга) [8 – 10], спинывой или орбиталь-
ный угловой момент [11 – 14]. Отметим также, что в 
основном внимание исследователей сосредоточено 
на изучении поведения света непосредственно в фоку-
се, поведению света на некотором отдалении от плос-
кости острого фокуса уделяется уже меньше внимания. 

В данной работе рассмотрена острая фокусиров-
ка света линейной поляризации. Было показано, что 
при отдалении от плоскости фокуса возникают об-
ласти, в которых поляризация перестает быть ли-
нейной. При этом при переходе через плоскость фо-
куса направление поляризации в этих областях ме-

няется на противоположное – в областях с правой 
круговой поляризацией направление меняется на ле-
вую круговую и наоборот. 

Теоретическое основание 

В [1] получены выражения для проекций вектора 
напряженности электрического поля в фокусе апла-
натической системы. Вектор Джонса для начального 
поля с линейной поляризацией, направленной вдоль 
оси y, имеет вид: 

0
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а проекции вектора напряженности электрического 
и магнитного полей вблизи фокуса для начального 
поля (1) имеют вид: 
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где λ – длина волны света, f – фокусное расстояние 
апланатической системы, x = krsinθ, Jμ (x) – функция 
Бесселя первого рода и NA = sinθ0 – числовая апертура. 
Начальная функция амплитуды A(θ) (предположим, 
что это действительная функция) может быть констан-
той (плоская волна) или в виде Гауссова пучка. Из (2) 
можно получить распределения интенсивности каждой 
компоненты электрического вектора в фокусе 
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Из (4) видно, что распределение интенсивности Ix 
горизонтальной проекции электрического вектора 
в плоскости фокуса будет иметь вид четырех локаль-
ных максимумов (световых пятен), центры которых 
расположены на окружности с центром на оптиче-
ской оси и которые лежат на лучах, исходящих из 
центра под углами φ = π / 4, 3π / 4, 5π / 4, 7π / 4. Распре-
деление интенсивности Iy будет иметь вид почти 
круглого пятна с максимумом на оптической оси 

2
0,0yI I . Отличие от круглой формы пятна возникает 

из-за того, что по вертикальной оси распределение 
интенсивности Iy будет больше (Iy

 = (I0,0
 + I2,2) 2), чем 

по горизонтальной оси (Iy
 = (I0,0

 – I2,2) 2). Распределе-
ние интенсивности (4) в фокусе продольной компо-
ненты электрического вектора Iz будет иметь вид 
двух световых пятен, центры которых лежат на вер-
тикальной оси. Такой вид распределения интенсивно-
сти отдельных компоненты электрического вектора 
приводит к тому, что распределение полной интен-
сивности в фокусе имеет вид эллипса, вытянутого 
вдоль вертикальной оси:  
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Найдем далее продольную компоненту вектора 
спинового углового момента (СУМ) вблизи фокуса 
поля (1), воспользовавшись формулой: 

 Im * , S E E  (6) 

где Im – мнимая часть числа,  – знак векторного 
умножения, * – знак комплексного сопряжения. Под-
ставляя из (2) в (6), будем считать, что интегралы (3) 
комплексные, так как z отлично от нуля. Получим: 
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Выделим реальные и мнимые части у интегралов, 
входящих в (7) I0,0

 = R0
 + iI0, I2,2

 = R2
 + iI2. Тогда вместо 

(7) запишем: 
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В интегралы R0, R2 в (8) входит сомножитель 
cos (kz cos θ) ≈ 1 при kz << 1, а в интегралы I0, I2 входит 
сомножитель sin (kz cos θ) ≈ kz cos θ при kz << 1. 
С учетом этого, вместо (8), запишем: 
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В (9) использованы обозначения: 
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Пусть на окружности некоторого радиуса выра-
жение в круглых скобках в (9) больше нуля 

0 2 2 0 0 I R I R , и так как синус двойного угла в (9) 
положителен в 1-м и 3-м квадрантах и отрицателен во 
2-м и 4-м, то до фокуса (z < 0) продольная компонента 
СУМ Sz в (9) будет положительна во 2-м и 4-м квад-
рантах и отрицательна в 1-м и 3-м. И так как знак все-
го выражения после фокуса (z > 0) поменяется на про-
тивоположенный, то продольная компонента СУМ Sz 
в (9) будет положительна в 1-м и 3-м квадрантах и 
отрицательна во 2-м и 4-м. Это означает, что до фо-
куса во 2-м и 4-м квадрантах вектор поляризации бу-
дет вращаться против часовой стрелки (правая круго-
вая или эллиптическая поляризация), а после фокуса 
в этих квадрантах вектор поляризации будет вра-
щаться по часовой стрелке (левая круговая или эл-
липтическая поляризация). Напомним, что в плоскости 
фокуса свет в каждой точке имеет только линейную по-
ляризацию, так как при z = 0 продольная компонента 
СУМ Sz в (9) равна нулю. Заметим также, что продоль-
ная компонента СУМ в точности равна третьей компо-
ненте вектора Стокса: 
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32Im , z x yS E E s  (11) 

которая показывает наличие в световом поле круго-
вой и эллиптической поляризации. В следующем па-
раграфе приведенные здесь теоретические предсказа-
ния будут подтверждены с помощью моделирования.  

Моделирование по формулам Ричардса–Вольфа 

В данном параграфе с помощью формул 
Ричардса–Вольфа моделировалась фокусировка 
линейно-поляризованной плоской волны (длина 
волны – 633 нм) объективом с NA = 0,95. Поле 
вблизи острого фокуса рассчитывалось с помощью 
интегралов [1]: 
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где U(, , z) – напряжённость электрического или маг-
нитного поля, B (, ) – электрическое или магнитное 
поле на входе широкоапертурной системы 
в координатах выходного зрачка ( – полярный угол,  
– азимутальный), T () – функция аподизации линзы, f – 
фокусное расстояние, k = 2 /  – волновое число,  – 
длина волны (в моделировании считалась равной 
633 нм), max – максимальный полярный угол, определя-
емый числовой апертурой линзы (NA = sin max), P (, ) 
– вектор поляризации, для напряжённости электриче-
ского и магнитного полей имеющий вид: 
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где a (, ) и b (, ) – функции, описывающие состо-
яние поляризации x- и y-компонент напряжённостей 

фокусируемого пучка. После расчета компонент 
электрического поля рассчитывалось поведение ком-
понент вектора Стокса вблизи острого фокуса. Ком-
поненты вектора Стокса вычисляются с помощью 
формул: 
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Для оценки относительного вклада отдельных со-
ставляющих поляризации удобно пользоваться норми-
рованными на поперечную интенсивность компонента-
ми вектора Стокса: (S1, S2, S3) = (s1

 / s0, s2
 / s0, s3

 / s0). Из-
вестно, что при фокусировке света линейной поляриза-
ции в фокусе наблюдаются все три компоненты напря-
женности электрического поля [15]. Рис. 1 иллюстриру-
ет распределение суммарной интенсивности и отдель-
ных ее составляющих в фокусе апланатического объек-
тива с NA = 0,95 при фокусировке плоской волны 
с длиной волны 633 нм и поляризацией вдоль оси y.  
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Рис. 1. Распределение суммарной интенсивности Ix

 + Iy
 + Iz

 (а) и отдельных составляющих 
 интенсивности Ix

 (б), Iy
 (в), Iz

 (г) в плоскости фокуса 

Из рис. 1 видно, что основной вклад в формиро-
вание фокусного пятна вносит исходная компонен-
та, но значительный вклад начинает вносить и про-
дольная составляющая интенсивности. Компонен-
та, перпендикулярная входной поляризации, при-
сутствует, но достаточно мала, при этом свет в фо-
кусе все еще продолжает оставаться линейно-
поляризованным. Заметим, что распределения пол-

ной интенсивности в фокусе и интенсивности от-
дельных компонент на рис. 1 подтверждают теоре-
тические предсказания, которые следуют из выра-
жений (4) и (5). 

Распределение компонент вектора Стокса (s1, s2, 
s3) и нормированных компонент вектора Стокса (S1, 
S2, S3) на расстоянии z = λ после фокуса показано 
на рис. 2 и 3 соответственно.  
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Из рис. 2 и 3 видно, что поляризация после фокуса 
преимущественно линейна. В центре фокусного пят-
на на рис. 2а наблюдается минимум, что говорит 
о том, что поляризация в фокусе направлена вдоль 
оси y. Это же подтверждает и рис. 3а: для волны, 
полностью поляризованной вдоль оси y, S1

 = – 1. 
Из рис. 3а видно, что поляризация не меняет своего 
направления в фокусе и вдоль осей x и y, а вот вдоль 
прямых, расположенных под углом ±45° к осям, от-
клонение от исходной поляризации оказывается мак-
симальным. Из рис. 2 и 3 также видно, что расходя-
щийся пучок содержит области с круговой поляриза-
цией. Напомним, что в самом фокусе таких областей 
нет – свет линейно поляризован. Из рис. 3в видно, что 
вклад круговой поляризации в таких областях доста-
точно ощутим – при S3

 = ± 1 поляризация полностью 
круговая, здесь же в некоторых областях S3 достигает 
значений ± 0,8.  
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Рис. 2. Распределение компонент вектора Стокса s1 (а), 

s2 (б) и s3 (в) на расстоянии λ после фокуса 

На рис. 4 аналогично показано распределение 
нормированного вектора Стокса на расстоянии одной 
длины волны перед фокусом. 
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Рис. 3. Распределение компонент нормированного вектора 
Стокса S1 (а), S2 (б) и S3 (в) на расстоянии λ после фокуса 

Из сравнения рис. 3 и 4 видно, что первые две 
компоненты вектора Стокса, описывающие линейную 
поляризацию, не поменялись, а третья поменяла знак 
на противоположный. То есть после прохождения 
плоскости фокуса направление круговой (эллиптич-
ной) поляризации меняется на противоположную – 
например, в первой четверти свет перед плоскостью 
фокуса был с левой круговой поляризацией, а после 
фокуса – с правой. Наличие правой круговой (эллип-
тической) поляризации до фокуса во 2-м и 4-м квад-
рантах, а левой круговой поляризации в 1-м и 3-м 
квадрантах (рис. 4в) согласуется с теоретическим 
предсказанием на основе выражения (9). И смена 
направления вращения вектора поляризации в этих 
квадрантах после прохождения фокуса также следует 
из (9). В следующем параграфе для полноты анализа 
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проведено моделирование острой фокусировки света 
с линейной поляризацией с помощью решения урав-
нений Максвелла разностным методом. 
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Рис. 4. Распределение компонент нормированного вектора 

Стокса S1 (а), S2 (б) и S3 (в) на расстоянии λ перед 
плоскостью фокуса 

Моделирование образования круговой поляризации 
с помощью метода FDTD 

Для проверки правильности расчетов по формулам 
Ричардса–Вольфа было дополнительно сделано моде-
лирование методом FDTD. Рассматривалась фокуси-
ровка линейнополяризованной плоской волны 
(λ = 0,633 мкм) зонной пластинкой Френеля с фокусным 
расстоянием f = 0,5 мкм и диаметром 7,9 мкм. Числовая 
апертура такой линзы NA = 0,99. Моделирование фоку-
сировки осуществлялось с помощью метода FDTD, реа-
лизованного в ПО FullWave. Отметим, что метод FDTD, 
реализованный в FullWave, позволяет рассчитать значе-
ния компонент электромагнитного поля в отдельные 

моменты времени. Для расчета комплексной амплитуды 
на основе отдельных мгновенных значений амплитуд 
полей использовался метод, предложенный в работе 
[16]. На рис. 5 показано распределение компонент нор-
мированного вектора Стокса на расстоянии одной дли-
ны волны после фокуса. 

а) x, мкм

y,
 м
км

 

 

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

-1

-0,8

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

 

б) x, мкм

y,
 м
км

 

 

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

-0,6

-0,4

-0,2

0

0,2

0,4

0,6

 

в) x, мкм

y,
 м
км

 

 

-2 -1 0 1 2

-2

-1

0

1

2

-0,5

0

0,5

 
Рис. 5. Компоненты нормированного вектора Стокса S1(а), 
S2 (б) и S3 (в) при расчете методом FDTD (ПО FullWAVE)  
на расстоянии 0,65 мкм после фактического фокуса 

Из рис. 5 видно, что моделирование с помощью 
FDTD-метода подтверждает результаты, полученные 
с помощью формул Ричардса–Вольфа. В частности, 
рис. 5а показывает, что свет преимущественно ли-
нейно поляризован вдоль оси y, а рис. 5в показывает, 
что квадранты 1 и 3 содержат правую круговую по-
ляризацию, а квадранты 2 и 4 – левую. Аналогичное 
распределение левой и правой круговой поляризации 
показано на рис. 3в. 
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Уменьшение вклада круговой поляризации  
при уменьшении числовой апертуры линзы 

Рассмотрим теперь, к чему приведет уменьшение 
числовой апертуры линзы до NA = 0,6 (соответствует 
стандартному 40-кратному апланатическому объек-
тиву). Результат показан на рис. 6. Из рис. 6 видно, 
что максимум S3 уменьшился в 2 раза. А из рис. 6а 
видно, что относительный вклад линейной поляриза-
ции (вдоль оси y) значительно вырос: максимум на 
рис. 3 был равен – 0,5, а на рис. 6а – 0,92. Напомним, 
что при S1

 = ± 1 поляризация полностью линейна. 
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Рис. 6. Распределение компонент нормированного вектора 
Стокса S1 (а), S2 (б) и S3 (в) при расчете методом FDTD 
(ПО FullWAVE)  для линзы с числовой апертурой NA = 0,6 

Заключение 

В данной работе теоретически с помощью форма-
лизма Ричардса–Вольфа и с помощью двух разных 
методов моделирования было показано, что при 
острой фокусировке света с линейной поляризацией 

в плоскостях до и после фокуса имеют место области, 
которые возникают парами в четных и нечетных 
квадрантах и в которых свет имеет круговую или эл-
липтическую поляризацию (например, в четных пра-
вую, а в нечетных левую). Причем после прохожде-
ния фокуса в этих областях направление вращения 
вектора поляризации меняется на противоположен-
ное (в четных квадрантах теперь левая, а в нечетных 
правая круговая или эллиптическая поляризация). 
Этот результат позволяет использовать свет с линей-
ной поляризацией для вращения микрочастиц (размер 
области с круговой поляризацией примерно 0,2 мкм 
на 0,2 мкм) вокруг своего центра масс. 
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Circular polarization before and after the sharp focus  
for linearly polarized light 
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Abstract  

We consider sharp focusing of a linearly polarized light beam. Using the Richards-Wolf for-
malism, we show that before and after the focal plane there are cross-section regions in which the 
polarization is circular (elliptical). When passing through the focal plane, the direction of rotation 
of the polarization vector is reversed. If before the focus the light is left-hand circular polarized at 
a definite region of the beam cross-section, then exactly at the focus the polarization becomes line-
ar at this cross-section region, before becoming right circular polarized after the focus at this re-
gion. This effect allows linearly polarized light to be used to rotate weakly absorbing dielectric 
microparticles around their center of mass. 

Keywords: linear and circular polarization, sharp focusing, Richards-Wolf formulas, Stokes 
vector, spin angular momentum. 
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Acknowledgements: We consider sharp focusing of a linearly polarized light beam. Using the 
Richards-Wolf formalism, we show that before and after the focal plane there are cross-section re-
gions in which the polarization is circular (elliptical). When passing through the focal plane, the 
direction of rotation of the polarization vector is reversed. If before the focus the light is left-hand 
circular polarized at a definite region of the beam cross-section, then exactly at the focus the polar-
ization becomes linear at this cross-section region, before becoming right circular polarized after 
the focus at this region. This effect allows linearly polarized light to be used to rotate weakly ab-
sorbing dielectric microparticles around their center of mass. 
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