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Аннотация 

Мы исследуем динамику возбуждения резонанса Фано в рамках классической модели 
двух линейных связанных осцилляторов. Получено точное решение для модели при зату-
хающем гармоническом воздействии. Показана динамика роста профиля Фано под действи-
ем гармонического возбуждения. При воздействии сверхширокополосного импульса отклик 
системы становится универсальным и совпадает с функцией отклика. Результаты показы-
вают, что полную характеристику системы можно получить двумя альтернативными спосо-
бами: прямо измеряя отклик системы на монохроматическое поле при сканировании часто-
ты либо регистрируя отклик на действие -импульса. В качестве конкретного примера рас-
считано зависящее от времени возбуждение резонанса в системе, состоящей из квантовой 
точки и металлической наночастицы. Затем показано применение расширенной модели за-
тухающих осцилляторов с радиационной поправкой, описывающей формирование резонан-
са Фано в рассеянии фемтосекундного лазерного импульса на наноантенне. 
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Введение 

Возбуждение энергетического уровня лазерным 
импульсом является хорошо известной задачей кван-
товой электроники, и её решение для длинных им-
пульсов с большим числом осцилляций детально 
описано [1, 2]. При использовании малоцикловых 
импульсов возникают специфические изменения 
двухуровневой системы, выражающиеся в нарушении 
монотонности зависимости вероятности перехода от 
времени в слабых полях и возможности управления 
заселением уровней с помощью чирпированных им-
пульсов [3 – 5]. В целом ряде реальных физических 
систем возбуждённый уровень не является изолиро-
ванным, и взаимодействие дискретного состояния с 
другими степенями свободы может быть описано в 
форме взаимодействия с зоной уровней. Так выглядят 
автоионизационные состояния [6, 7], возбуждённые 
состояния атомного ядра на фоне непрерывного спек-
тра [8, 9], молекулярные электронные возбуждения на 
фоне колебательного спектра [10 – 12] или состояния 
примеси твёрдого тела, взаимодействующие со спек-
тром матрицы [13]. Соответствующие резонансы, 
возникающие при возбуждении таких состояний, 
имеют характерную асимметричную форму, вызван-
ную интерференцией состояний уровня и зоны. Тео-
рия резонансов дискретного состояния на фоне кон-
тинуума была развита независимо Фано и Фешбахом, 
а сами резонансы, проявляющиеся в самых разных 
физических системах, в общем случае называются ре-
зонансами Фано – Фешбаха [14]. 

Развитие физики и технологии изготовления нано-
размерных структур выявило наличие в них новых 

разнообразных резонансов Фано – Фешбаха [15], кото-
рые мы далее согласно принятой практике будем 
называть просто резонансами Фано. С точки зрения 
перспективы создания нанооптических и наноэлек-
тронных приборов особый интерес представляют ре-
зонансы, обусловленные взаимодействием состояний в 
квантовых точках с акустическими [16] и оптическими 
фононами [17 – 19], а также плазмонами в металличе-
ских наночастицах и нанопроводниках [20 – 29].  

Воздействие резонансного лазерного поля суще-
ственно влияет на структуру резонансов Фано –
 Фешбаха [30 – 33], изменяя как параметры, так и саму 
форму зависимостей. Если внешнее воздействие доста-
точно мало, то отклик системы становится линейным по 
полю так, что изменение средних значений операторов 
координат описывается классическими уравнениями 
движения связанных осцилляторов [34]. В работе [35] 
показано, что модель связанных осцилляторов подходит 
для описания различных резонансных явлений в фотон-
ных системах: резонанс Фано, электромагнитно-
индуцированная прозрачность, эффекты Керкера и 
Бормана.  

Мы рассматриваем возбуждение двух связанных ос-
цилляторов под действием переменной силы для демон-
страции динамического формирования профиля Фано. 

1. Классическая модель 

Интерференция Фано – универсальное явление, 
поскольку проявление деструктивной интерференции 
мод не зависит от характера среды. Важность резо-
нансов Фано для физики наноструктур заключается в 
той информации, которую они содержат о конфигу-
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рации взаимодействующих мод и внутренних потен-
циальных полях в низкоразмерных структурах. Она 
может быть извлечена из картины интерференции 
волн в разных каналах. Классическая модель резо-
нансов Фано состоит из слабо связанных между со-
бой осцилляторов, возбуждаемых внешней силой [36, 
37]. Резонанс Фано можно довольно просто модели-
ровать, используя эквивалентные электрические ко-
лебательные системы [38].  

Следуя [36], рассмотрим классические уравнения 
движения двух связанных осцилляторов 
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где  описывает упругую связь осцилляторов. Отклик 
системы с нулевыми начальными условиями на про-
извольное воздействие будем искать с помощью пре-
образования Лапласа. В области изображений систе-
ма уравнений (1) запишется как 
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Тогда решения для трансформант имеют вид 
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Отклик на гармоническое воздействие получается 
из (2) при подстановке s = i, F (s) = 1. Отклик на про-
извольный импульс может быть найден обратным 
преобразованием Лапласа, в котором вклад отдель-
ных осциллирующих компонент определяется выче-
тами в полюсах. Окончательные решения во времен-
ной области имеют вид 
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Здесь sn – значения корней полинома Q (s) в знамена-
телях уравнений (3), Q' (s) – производная Q (s), Pj (s) – 
функции в числителях уравнений (3). На больших 
временах колебания затухают для любого импульсно-
го воздействия конечной длительности. Если на 
больших временах сохраняется гармоническая со-
ставляющая внешней силы, то устанавливаются ста-
ционарные колебания постоянной амплитуды. Рас-
смотрим отклик системы на внешнее воздействие в 
виде затухающего колебания 

0 0( ) sin ( ), 0,tf t f e t t    (5) 

имеющее преобразование Лапласа 
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Для нахождения обратного преобразования Лапласа 
определим полюсы в уравнении (3) с учётом выбран-
ной формы импульса. Полюсы F(s): s1,2

 = – ± i0, а 
полюсы  
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найдём при условии малости параметра связи осцилля-
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Поправки за счёт взаимодействия осцилляторов s3,4 
находятся из уравнений 
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Для проведения конкретных расчётов мы взяли 
параметры [36] модельной системы: 1

 = 1 эВ, 
2

 = 1,2 эВ, 1
 = 0,0025 эВ, 2

 =0,005 эВ, v = 0,1 эВ2. Ес-
ли для установившегося колебания под действием 
гармонической силы уровень возбуждения можно от-
слеживать по амплитуде колебаний, то для нестацио-
нарных режимов удобнее контролировать усреднен-
ный по осцилляциям квадрат амплитуды 2 ( )jx t . На 

рис. 1 представлены результаты расчёта динамики 
возбуждения первого осциллятора модельной систе-
мы под действием монохроматического поля в обла-
сти резонанса Фано. На врезке рис. 1 показаны ча-
стотные зависимости откликов модельной системы на 
монохроматическое поле единичной амплитуды с 
двумя характерными резонансными максимумами. 
Провал, характерный для резонанса Фано, вблизи 
второго максимума частоты означает, что отклик си-
стемы равен нулю. 

 
Рис. 1. Дисперсионно-временная зависимость резонанса 

Фано для системы двух связанных осцилляторов модельной 
системы при возбуждении гармонической силой 
f(t)=f0 sin( t). На врезке показана дисперсионная 
зависимость возбуждения первого осциллятора  

модельной системы 

Для спектрально узких резонансов и широкополос-
ного импульса детали строения импульса становятся 
несущественными, и удобной формой представления 
силы становится постоянный по величине спектр, экви-
валентный действию -импульса. На рис. 2 представле-
ны результаты расчёта динамики возбуждения системы 
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широкополосным импульсом. Наглядно видно отсут-
ствие зависимости динамики возбуждения от несущей 
частоты, означающее универсальность линейного от-
клика системы на предельно короткий импульс.  

 
Рис. 2. Дисперсионно-временная зависимость резонанса 

Фано для системы двух связанных осцилляторов  
модельной системы при возбуждении импульсной силой 

вида f(t) = f0 e 
–t/sin ( t),  = 2,2 фс 

 
Рис. 3. Функция Грина G модельной системы.  
Расчёт на основе преобразования Лапласа 

Фактически динамика системы при импульсном 
воздействии описывается... решением системы уравне-
ний (1) при f (t) = (t), т.е. соответствующей функцией 
Грина G. В области изображений преобразования 
Лапласа такой импульс имеет вид F (s) = 1, а искомая 
функция Грина во временной области представляет со-
бой сумму затухающих колебаний, удовлетворяющих 
начальным условиям 1 1(0) 0, (0) 1x x  , 2 2(0) 0, (0) 0x x  . 

Эти условия обусловлены тем, что действие -силы на 
первый осциллятор изменяет его импульс на единичную 
величину, не меняя остальных начальных условий си-
стемы. Вычисленная функция отклика показана на 
рис. 3 и представляет собой сумму двух затухающих 
колебаний с периодом биения 82,6 фс. 

Модель связанных классических осцилляторов 
позволяет описать плазмонные резонансы в нано-
структурах [39 – 41]. Для системы, состоящей из оп-
тически связанной квантовой точки (КТ) (нанокри-
сталла) и металлической наночастицы, параметры 
плазмонного резонанса 1

 = 2,118 эВ, 1
 = 55,7 мэВ. 

Параметры КТ 2
 = 2,11 эВ, 2

 = 2 мэВ. Константа свя-
зи v = 60 мэВ2. Поскольку модель линейная, величина 
возбуждения влияет только на амплитуду отклика и 
не сказывается на его частотной или временной зави-

симости, поэтому амплитуда возбуждения выбрана 
произвольно. На рис. 4 показана временная зависи-
мость возбуждения системы, которая стремится к 
экспериментальным результатам [42] для больших 
времен. 

 
Рис. 4. Частотно-временная зависимость резонанса Фано 

для оптически связанной КТ (нанокристалла) 
и металлической наночастицы, возбуждаемой полем 
f(t)=f0 sin ( t). Дисперсионная зависимость системы  

представлена в виде врезки 

Рис. 4 демонстрирует нарастание резонанса Фано под 
действием монохроматического поля. После опреде-
лённого переходного процесса устанавливается ста-
ционарный рисунок с характерным узким провалом в 
спектральном центре. 

2. Асимметричные резонансы  
в связанных плазмонных системах 

Интересный пример дает нам настраиваемая резо-
нансная наноструктура Фано, состоящая из четырёх 
взаимодействующих наностержней [43]. Резонанс 
Фано в этой структуре обусловлен интерференцией 
дипольных мод. Эта система может быть описана 
расширенной моделью связанных осцилляторов. В 
такой модели система двух осцилляторов характери-
зуется резонансными частотами 1, 2 и затуханием 
1, 2 в соответствии с безызлучательными потерями. 
Радиационное затухание двух дипольных осциллято-
ров выражается через полный дипольный момент си-
стемы Ptot

 = P1
 + P2

 = 1x1
 + 2x2, где P1, P2 – дипольные 

моменты первого и второго осциллятора, x1, x2 – их 
амплитуды и 1, 2 – поляризуемости. Предполагает-
ся, что пространственная протяжённость системы 
меньше четверти длины волны падающего света, а 
силы, приложенные к обоим осцилляторам, находятся 
в фазе. Чистая сила пропорциональна их поляризуе-
мости f 1,2

 = 1,2 Eext. 
Уравнение движения можно записать следующим 

образом: 
2

1 1 1 1 2 1

2
2 2 2 2 1 2
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где (1/2) totP  – излучательная связь осцилляторов. Для 

падающего гармонического поля Eext (t) = E0 e it коле-
бания x1, x2 гармоничны, так что x1,2

 = X1,2 e it, где ам-
плитуды колебаний: 
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В рассматриваемой системе коэффициенты опре-
деляются как  

2 2 3( /2)kk k k ki i         , 3
12 1( /2)i      , 

3
21 2( /2)i      . 

Значение коэффициентов 1
 = 1,55 эВ, 2

 = 1,78 эВ, 
1

 = 0,083 эВ, 2
 = 0,051 эВ, v = 0,084 эВ2, 1

 = 0,128 эВ–1, 
2

 = 0,131 эВ–1 взяты из [43]. Для произвольной вре-
менной зависимости эффективность рассеяния света 
системы представлена квадратом модуля электриче-
ского дальнего поля, усреднённого по колебаниям 

1 2| | | |scE x x   . Для падающего гармонического поля 

он пропорционален квадрату модуля амплитуд 
4 | X1

 + X2 |2 и может быть использован для моделиро-
вания спектра рассеяния [44]. Для близких резонанс-
ных частот можно принять, что они имеют среднее 
значение внутри частотного интервала. Следователь-
но, для ранее рассматриваемой системы, состоящей 
из КТ и металлической наночастицы (2/1)4 = 1,015, 
можно положить это значение постоянным. Однако 
для данного случая плазмонной наноантенны это не-
верно, поскольку резонансы имеют разные частоты. 
Этот вывод подтверждается рис. 5, где разница между 
амплитудным откликом и рассеянием поля очевидна. 
Тем самым параметризация, представленная в [43], 
нуждается в уточнении. 

 
Рис. 5. Дипольная частотная характеристика системы 

|X1+X2|2 (сплошная линия) и зависимость эффективности 
рассеяния от частоты (пунктирная линия) 

Параметризация системы, представленная в [43], 
после более точной спецификации определяется как 
1

 = 1,146 эВ, 2
 = 1,64 эВ, 1

 = 0,01 эВ, 2
 = 0,195 эВ, 

v = 0,14 эВ2, 1
 = 0,195 эВ–1, 2= 0,045 эВ–1. Дальней-

шие расчеты будут проводиться с уточненными па-
раметрами системы, а также с учетом отклика 
∞ 4 | X1

 + X2 |2. Как показано на рис. 6, эксперимен-
тальная и модельная зависимости частоты довольно 
близки вблизи максимумов и минимумов. 

 
Рис. 6. Дипольная частотная характеристика системы 

 4 |X1+X2|2 (сплошная линия) и экспериментальная 
зависимость эффективности рассеяния от частоты [43] 

(штрих-пунктирная линия) 

На рис. 7 показана временная функция отклика си-
стемы как решение G(t) = x1(t) + x2(t) после завершения 
действия ультракороткого импульса, имеющего -фор-
му импульса и отклик в виде функций G(t) и a(t) уско-

рения ( ) ( )a t G t  . Коэффициент корреляции 

R = Corr (G, a) = – 0,937 указывает на некоторое откло-
нение от идентичности функций (исключая знак ми-
нус), что было бы справедливо для отклика системы 
на гармонический сигнал. 

 
Рис. 7. Дипольный отклик G(t) (пунктирная линия) 

и ускорение a(t) (сплошная линия), 
 пропорциональные рассеянному световому полю 

Рассеянное поле Esc(t) для падающего света с про-
извольной временной зависимостью Eext (t) определя-
ется свёрткой: 

1 1 1( ) ( ) ( ) d
t

sc extE t a t t E t t


  . (10) 

Принимая во внимание выявленные характерные 
ультракоротких импульсов (УКИ) в оптическом диа-
пазоне, удобной формой их представления являются 
сигналы Габора с Гауссовой огибающей  
Eext (t) = e 

–(t/)2sin (t). На рис. 8 показана усредненная 
по осцилляциям интенсивность рассеяния, как функ-
ция от времени и несущей частоты падающего им-
пульса с длительностью  = 10 фс. Чётко проявляется 
двухгорбая структура рассеяния света в динамиче-
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ском процессе рассеяния импульсов, представленная 
в спектральном распределении. 

 
Рис. 8. Интенсивность рассеяния как функция времени 

и длины волны падающего импульса 

Если измерять полный спектр рассеянного света, 
его можно вычислить как произведение эффективно-
сти рассеяния в частотной области на интенсивность 
спектра падающего импульса. Полученные спектры 
представлены на рис. 9. Сплошная линия для относи-
тельно длинного импульса с длительностью 10 фс 
воспроизводит спектр падающего света с амплиту-
дой, соответствующей функции рассеяния. Более ко-
роткий импульс с длительностью около 2,2 фс демон-
стрирует двугорбые внутренние структуры, связан-
ные с двухчастотным резонансным откликом наноан-
тенны. 

 
Рис. 9. Спектр рассеянных импульсов Габора: 

длительность импульса 10 фс и несущая частота  
импульса  = 1,55 эВ (сплошная линия); для импульса 
длительностью 2,2 фс (пунктирная линия) показан 

результат для  = 1,55 эВ, а штриховая пунктирная линия 
соответствует несущей частоте 1,78 эВ 

Заключение 

Насколько известно, до сих пор не было получено 
точного решения для описания динамики возбужде-
ния резонанса Фано в рамках классической модели 
двух линейных связанных осцилляторов при затуха-
ющем гармоническом воздействии. Проведено уточ-
нение уравнений рассеяния в случае большой шири-
ны резонанса, когда для корректного описания откли-
ка необходимо учитывать не только существенное 
изменение амплитуды вынужденных колебаний си-

стемы, но и самой частоты рассеяния в области резо-
нанса. Впервые приведены результаты расчёта дина-
мики формирования профиля резонанса Фано под 
действием импульса Габора в зависимости от несу-
щей частоты. 

Полученные нами результаты по временной зави-
симости формирования профиля Фано в действитель-
ности имеют более широкую область применимости, 
поскольку линейный отклик системы полностью опи-
сывается её дисперсионными свойствами. Такой вы-
вод следует из возможности представления линейно-
го отклика на импульс произвольной формы в виде 
интеграла Фурье с подходящей частотной зависимо-
стью передаточной функции. Поэтому конкретная ре-
ализация линейного оператора, обладающего необхо-
димым спектром, не сказывается на описываемых 
свойствах. Это позволяет использовать модель клас-
сических связанных осцилляторов для описания ди-
намики самых различных линейных систем с резо-
нансными характеристиками. Временной отклик си-
стемы может сильно варьироваться в зависимости от 
формы действующего импульса.  

Частотные характеристики функции отклика мо-
гут быть измерены как путём частотного сканирова-
ния спектрально узким, перестраиваемым по частоте 
лазерным излучением, так и с использованием тех-
ники восстановления отклика по измерению корре-
ляционной функции для УКИ [45]. Альтернативным 
способом получения полной характеристики линей-
ной системы является измерение отклика на дей-
ствие -импульса, позволяющее получить её функ-
цию Грина. Близкие характеристики отклика дают 
УКИ со спектральной шириной, существенно превос-
ходящей ширину резонансов системы. Для разных 
типов атомных, молекулярных и наносистем в каче-
стве таких зондирующих импульсов могут использо-
ваться фемто- и аттосекундные лазерные импульсы. 
Отметим, что экспериментальную проверку получен-
ных результатов можно произвести, в частности, на 
классических механических колебательных системах, 
в RLC-цепях, а также измеряя рассеяние световых 
импульсов на металлических наночастицах различ-
ной формы [46]. 
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Abstract  

We study the excitation dynamics of Fano resonance within the classical model framework of 
two linear coupled oscillators. An exact solution for the model with a damped harmonic force is 
obtained. Details of the growth of a Fano profile under the harmonic excitation are shown. For an 
incident ultra-wideband pulse, the reaction of the system becomes universal and coincides with the 
time-dependent response function. The results of numerical calculations clarify two alternative 
ways for the experimental measurement of complete characteristics of the system: via direct ob-
servation of the system response to a monochromatic force by frequency scanning or recording the 
time-dependent response to a -pulse. As a specific example, the time-dependent excitation in a 
system consisting of a quantum dot and a metal nanoparticle is calculated. Then, we show the use 
of an extended model of damped oscillators with radiative correction to describe the plasmon Fano 
resonance build-up when a femtosecond laser pulse is scattered by a nanoantenna. 
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