
Цифровая сортировка пучков Эрмита–Гаусса … Воляр А.В., Абрамочкин Е.Г., Егоров Ю.А., Брецько М.В., Акимова Я.Е. 

Компьютерная оптика, 2020, том 44, №4   DOI: 10.18287/2412-6179-CO-747 501 

Цифровая сортировка пучков Эрмита–Гаусса: анализ спектра мод 
и топологический заряд возмущённого пучка Лагерра–Гаусса 

А.В. Воляр 1, Е.Г. Абрамочкин 2, Ю.А. Егоров 1, М.В. Брецько 1, Я.Е. Акимова 1 
1 КФУ им. В.И. Вернадского, Физико-технический институт, 

295007, Россия, Республика Крым, г. Симферополь, проспект Академика Вернадского, д. 4, 
2 Самарский филиал федерального государственного бюджетного учреждения науки 
Физического института имени П.Н. Лебедева Российской академии наук (СФ ФИАН), 

443011, Россия, г. Самара, ул. Ново-Садовая, д. 221 

Аннотация 

Разработан и реализован экспериментально метод измерения спектров амплитуд и 
начальных фаз и топологического заряда пучков Лагерра–Гаусса в базисе мод Эрмита–
Гаусса. Теоретически обоснован и воплощён на эксперименте метод измерения топологиче-
ского заряда невозмущённых пучков Лагерра–Гаусса с различными значениями радиальных 
и азимутальных чисел посредством астигматического преобразования на цилиндрической 
линзе. Показано, что измеренные спектры мод Эрмита–Гаусса позволяют определить орби-
тальный угловой момент и топологический заряд, а также осуществить цифровую сорти-
ровку мод Эрмита–Гаусса с последующим восстановлением реального сингулярного пучка. 
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Введение 

Ключевая роль в решении проблем сингулярной 
оптики отводится экспериментальному анализу вихре-
вой структуры лазерных пучков и их устойчивости к 
внешним возмущениям. Наиболее простым и надёж-
ным подходом является метод голографического фор-
мирования лазерных пучков на основе дифракционных 
элементов, предложенный Сойфером и Голубом [1] 
ещё в середине 80-х и детально развитый для сорти-
ровки вихревых мод как по радиальным, так и по ази-
мутальным числам в ряде статей (см., например, [2 –
 5]). В дальнейшем были предложены и другие подхо-
ды к сортировке вихревых пучков, использующие спе-
циальные фазовые элементы [6], модуляторы [7] и ин-
терферометры [8]. Несмотря на множество преиму-
ществ дифракционных методов, они предполагают 
нарушение внутренней структуры волнового фронта, 
приводящее к потере информации об исходном фазо-
вом составе комбинированных вихревых пучков. 

С другой стороны, в недавних статьях [9 – 12] был 
предложен специальный метод измерения спектров 
мод Лагерра–Гаусса (ЛГ) и их сортировки на основе 
анализа моментов интенсивности, позволяющих из-
мерять как амплитуды, так и фазы мод. Цифровой 
анализ моментов интенсивности обеспечивает сорти-
ровку ЛГ-мод по ячейкам памяти компьютера, что 
также позволяет устранять нежелательный оптиче-

ский шум и вновь восстанавливать сложный вихревой 
пучок. Однако спектр ЛГ-мод не может охватить раз-
нообразие возмущений даже простых вихревых пуч-
ков. Особенно это касается слабых локальных воз-
мущений окрестности сердцевины оптических вих-
рей, которые могут вызвать лавину оптических вих-
рей [13] или возмущений в вырожденных парах син-
гулярных пучков с дробным топологическим зарядом 
[14], спектр которых содержит только два оптических 
вихря. В статье [15] рассмотрено уникальное свой-
ство стабильности топологического заряда (ТЗ) вих-
ревого пучка в среде с радиально-симметричными 
случайными фазовыми возмущениями. Осуществлять 
измерения и контроль модового состава таких пучков 
обычными методами чрезвычайно сложно, в то время 
как единственным надёжным маркером их состояния 
является топологический заряд. Расширить возмож-
ности анализа сложных вихревых пучков позволяют 
измерения вихревых спектров в терминах мод Эрми-
та–Гаусса (ЭГ). Например, в работе [16] авторы во-
плотили конверсию ЛГ-пучков c нулевым радиаль-
ным числом в ЭГ-моды на астигматическом элементе 
(см., например, [17 – 20]) для измерения величины ТЗ 
без разрушения их внутренней структуры. В то же 
время цифровая обработка распределения интенсив-
ности на основе метода моментов интенсивности поз-
воляет рассортировать амплитуды и начальные фазы 
ЭГ-мод по компьютерным ячейкам памяти, а затем 
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либо воспроизвести реальную сортировку ЭГ-мод, 
либо вновь восстановить исходный пучок, избавив-
шись от внешних шумов. Именно эта проблема об-
суждается в нашей статье. Таким образом, целью 
данной работы является теоретический и экспери-
ментальный анализ процесса измерения амплитуд и 
начальных фаз спектральных ЭГ-компонент возму-
щённых ЛГ-пучков с помощью техники моментов 
интенсивности. Но прежде чем перейти к детальному 
анализу этой проблемы, используем метод астигма-
тичных преобразований для измерения топологиче-
ского заряда невозмущённого ЛГ-пучка с произволь-
ными радиальными и азимутальными числами. 

1. Предварительные замечания: измерение 
топологического заряда ЛГ-пучков 

Напомним, что авторы работы [16] предложили и 
воплотили сравнительно простой и надёжный метод 
измерения топологического заряда (ТЗ)  = 0, 1, 2, ... 
посредством астигматического преобразования ЛГ-
пучков c нулевым радиальным числом n = 0 с помо-
щью единственной цилиндрической линзы. На основе 
решения дифракционной задачи было показано, что в 
плоскости двойного фокуса f цилиндрической линзы 
формируется распределение интенсивности поля, со-
ответствующее ЭГ-моде с комплексным аргументом. 
Вдоль осей астигматизма  = 135° (для положитель-
ного ТЗ  > 0) и  = 45° (для отрицательного ТЗ  < 0) 
число нулей ЭГ-пучка оказывается равным топологи-
ческому заряду ЛГ-пучка . Заметим, что при условии 
z0 / 2f = 1 ( 2

0 0 /2z kw  – длина Рэлея, w0 – радиус пере-
тяжки Гауссова пучка в плоскости цилиндрической 
линзы, k – волновое число) аргумент ЭГ-пучка стано-
вится действительным. 

 
z = 0 

 
z = f / 2 

 
z = f 

 
z = 3f / 2 

 
z = 2f 

а) б) в) г) д) 
Рис. 1. Астигматическое преобразование ЛГ-пучка 

с топологическим зарядом  = –15 и радиальным числом 
n = 10 цилиндрической линзой с f = 18 см на длине двойного 
фокусного расстояния (эксперимент). В промежутке 
между плоскостями z = 0 и z = 2f формируются ЭЛГ 
модовые состояния (инвертированные изображения)  

В данном параграфе мы распространим этот под-
ход на произвольный случай радиального числа n  0. 
Прежде всего, заметим, что в астигматической систе-
ме моды Лагерра–Гаусса или моды Эрмита–Гаусса 
реализуются только в отдельных поперечных сечени-
ях лазерного пучка. В остальной области распростра-
нения принято говорить об ортогональных состояни-
ях в виде мод Эрмита–Лагерра–Гаусса (ЭЛГ) [17, 18]. 
Эволюция ЭЛГ-пучка между исходным состоянием 
ЛГ-пучка на цилиндрической линзе в плоскости z = 0 
и его конверсией в ЭГ-пучок в плоскости двойного 

фокуса z = 2f показана на примере экспериментальных 
распределений интенсивности на рис. 1 (см. также 
параграф 3). Для описания процесса измерения топо-
логического заряда запишем сначала комплексные 
амплитуды ЛГ-и ЭГ-пучков: 
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где n  0, m  0,   0, r = (x, y) = (r cos , r sin ), r и φ – 
радиальная и азимутальная координаты, Hn (•) и 

( )nL   – многочлены Эрмита и Лагерра соответствен-
но. Здесь и далее мы используем для простоты без-
размерные координаты (x, y, z). Переход к размерным 
координатам (X, Y, Z) осуществляется заменой 
(X, Y, Z) = (w0x, w0y, z0z). 

Известно [17] (см. также [19]), что ЭГ- и ЛГ-пучки 
являются частными представителями параметриче-
ского семейства ЭЛГ-пучков HGLn,m(r|), когда пара-
метр  принимает значения 0, /4 и /2: 
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Можно объединить последние два равенства в одно: 
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где min = min (n, m), max = max (n, m). Таким образом, 
знак и величина ТЗ определяются разностью индексов 
ЭЛГ-моды:  = n – m. Рассмотрим теперь ЛГ-пучок (3) в 
плоскости цилиндрической линзы [17]. Сразу после 
астигматического элемента (z = 0) он принимает вид 
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Параметры cx и cy характеризуют астигматический 
элемент и в нашем случае при ориентации оси астиг-
матизма вдоль оси x записываются как 

0 2,   0.x yc z f c      (5) 

Распространение ЭЛГ-пучка (4) вдоль оси z 
найдём с помощью преобразования Френеля: 

(ast )
, ,( , ) HLG ( , 0 | 4)n m z n mz z     r FR ρ . 

Воспользуемся формулой (18) из [17] и, опуская 
промежуточные вычисления, сразу запишем ответ: 
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В нашем случае плоскость наблюдения совпадает с 
плоскостью двойного фокуса цилиндрической линзы, 
Z = 2f, поэтому z = 2f /z0

 = 1 и 
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Подставляя найденные параметры в (6) и, возвра-
щаясь от ЭЛГ-мод к записи через ЛГ- и ЭГ-моды, по-
лучаем, что ЛГ-пучок в плоскости двойного фокуса 
цилиндрической линзы превращается в ЭГ-пучок: 
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В промежутке между исходной плоскостью Z = 0 и 
плоскостью двойного фокуса цилиндрической линзы 
Z = 2 f формируются ЭЛГ-состояния. Процесс транс-
формации ЭЛГ-мод иллюстрируют эксперименталь-
ные распределения интенсивностей ЭЛГ-мод на 
рис. 1 (см. параграф 3). 

Из полученного выражения следует, что ЛГ-пучок с 
положительным топологическим зарядом, LGn,

 (r), пре-
образуется в ЭГ-пучок таким образом, что вдоль 
направления  = 135° располагается n +  нулей интен-
сивности, а вдоль направления  = 45° располагается n 
нулей интенсивности, в то время как для пучка с отри-
цательным топологическим зарядом, LGn,–

 (r), вдоль 
направления  = 135° имеем n нулей интенсивности, а 
вдоль направления  = 45° расположено n +  нулей. На 
рис. 2 представлено астигматическое преобразование 
ЛГ-пучка на цилиндрической линзе, которое относи-
тельно просто реализуется на практике и может служить 
примером экспресс-метода определения величины то-
пологического заряда. В нашем эксперименте мы ис-
пользовали цилиндрическую линзу с фокусным рассто-
янием f = 18 см (см. параграф 3). Простой подсчёт числа 
нулей интенсивности n и n +  в распределении интен-
сивности ЭГ-пучков на рис. 2г, д, е вдоль направлений 

 = 45° и  = 135° позволяет найти топологический заряд 
 и число кольцевых дислокаций n. Однако нерегуляр-
ности в распределении интенсивности ЭГ-пучков на 
рис. 2г, д, е указывают на сложный модовый состав, не-
смотря на определённый топологический заряд, кото-
рый задаёт его тонкую структуру. Именно эту проблему 
мы постараемся раскрыть в следующем параграфе. 

а)  б)  в)  

г)  д)  е)  
Рис. 2. Экспериментальное распределение интенсивностей 

ЛГ-пучков c индексами (0, –50) (a),  
(8, 0) (в) и (25, –25) (д) до (а, в, д) и после (б, г, е)  

цилиндрической линзы с f = 18 см (инвертированные 
изображения) 

2. Тонкая структура пучков Лагерра–Гаусса 
в базисе мод Эрмита–Гаусса 

В этом параграфе мы коснемся проблемы измере-
ния тонкой структуры возмущённых пучков Лагерра–
Гаусса на основе моментов интенсивности в базисе 
мод Эрмита–Гаусса. Подход моментов интенсивности 
хорошо зарекомендовал себя при описании процессов 
возмущения вихревых пучков различными непро-
зрачными препятствиями, где было достаточно учи-
тывать только события рождения-уничтожения опти-
ческих вихрей с различными топологическими заря-
дами, не затрагивая вопрос рождения мод с различ-
ными радиальными числами. Однако, как мы упоми-
нали в предыдущем параграфе, малые возмущения, 
например, голографической решётки, или неточная 
юстировка лазерного пучка на голографическом эле-
менте могут вызвать существенные изменения струк-
туры вихревых пучков высших порядков, хотя их то-
пологический заряд не изменяется. Простой моделью 
таких возмущений может служить вариация ампли-
туд ЭГ-мод в спектре ЛГ-пучка. 

Запишем комплексную амплитуду ЛГ-пучка в ви-
де суммы ЭГ-мод [17, 18] 
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– многочлен Якоби с нулевым аргументом. 
Выражение (10) описывает ЛГ-пучок с ТЗ (). 

Изменение знака ТЗ соответствует изменению знака 
перед мнимой единицей в правой части (10). Отметим 
также, что ЛГ-и ЭГ-моды в (10) не нормированы. 

Будем рассматривать такие возмущения ЛГ-пучка, 
которые оставляют постоянным состав ЭГ-мод в су-
перпозиции (10). Мы выбрали две модели возмуще-
ния, удовлетворяющие этому требованию. Первая 
модель – жёсткое возмущение – позволяет резко из-
менять амплитуды ЭГ-мод и имеет вид 
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где  и  – управляющие параметры возмущения. 
Вторая модель – мягкое возмущение – слабо изме-

няет амплитуды ЭГ-мод при изменении возмущения: 
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где 

1 ( 1) sin
2

k
k

k
     . (14) 

Характерное распределение интенсивности пучка 
в жёстком режиме возмущения показано на рис. 3. 

В этом случае второй член в круглых скобках в 
(12) быстро подавляет первый член, и волновая си-
стема слабо реагирует на возмущения. Характеристи-
ки второй модели (13) оказались более приемлемыми 
для наших исследований, поскольку система откли-
кается на возмущение в широком диапазоне измене-
ния управляющего параметра . Разнообразие режима 
возмущения для этого случая показано на рис. 4. 

а)  б)  
Рис. 3. Экспериментальное распределение интенсивности 

ЛГ-пучка с индексами (0, 10) в жёстком режиме 
возмущения (12) с параметрами  = 0,1,  = 0,2 (а) и  = 0,1, 

 = 0,4 (б) (инвертированные изображения) 

Удобно выделить три области возмущения : 1) ма-
лые значения параметра  << 1, когда возмущение рас-
щепляет осевой вихрь высшего порядка на единичные 
вихри (рис. 4a, г, ж), а ТЗ пучка не изменяется; 2) ре-
жим  ~ 1, когда рождаются топологические диполи 

(вихри с противоположными знаками ТЗ) и быстро из-
меняется ОУМ, а ТЗ всего пучка может менять знак 
(рис. 4б, д, з); 3) режим  >> 1, когда основной вклад 
вносит второе слагаемое в (14), а ОУМ монотонно 
стремится к нулю (рис. 4в, е, и) и, как мы покажем да-
лее, ТЗ пучка не изменяется. При жёстком возмущении 
три такие области стираются из-за осцилляций много-
члена Якоби при изменении его аргумента . 

а)  б)  в)  

г)  д)  е)  

ж)  з)  и)  
Рис. 4. Распределение интенсивности возмущённого ЛГ-
пучка с индексами (0,4) (а, б, в), (0,8) (г, д, е) и (0,20) (ж, з, и) 
в плоскости перетяжки для возмущения  = 0,5 (a, г, ж), 

 = 1 (б, д, з) и  = 50 (в, е, и)  
(инвертированные изображения) 

Наглядное представление режимов возмущения 
иллюстрирует рис. 5 на примере дифракционных ре-
шёток на рабочем элементе пространственного моду-
лятора света (SLM), формирующего ЛГ-пучок c ис-
ходным ТЗ  = 8. Заметим, что возмущение располага-
ется в окрестности сердцевины вихря. Отношение 
площади участка возмущения к рабочей площади 
SLM-матрицы менялось от 0,03 до 0,04. 

Небольшое возмущение  = 0,01 расщепляет опти-
ческий вихрь высокого порядка на единичные вихри 
(рис. 5б). Возрастание возмущения (рис. 5в) приводит 
к формированию топологических диполей, а при 
очень большом параметре возмущения (рис. 5г) фор-
мируется система краевых дислокаций в виде вло-
женных квадратов и две краевые дислокации вдоль 
осей x и y. 

Теперь рассмотрим проблему регистрации спектра 
ЭГ-мод для режима мягкого возмущения ЛГ-пучка с 
теоретической точки зрения. Как и в случае измере-
ния спектров ЛГ-мод [9, 10], в нашем случае основой 
изучения спектров ЭГ-мод будет анализ распределе-
ния интенсивности возмущённого ЛГ-пучка: 
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где C2n+–k,k – действительные амплитуды, включаю-
щие параметр возмущения k, и k – начальные фазы 
ЭГ-мод. 

а)  б)  

в)  г)  
Рис. 5. Дифракционные решетки возмущённого ЛГ-пучка 

с индексами (0,8) и параметром возмущения  
 = 0 (а),  = 0,01 (б),  = 1 (в) и  = 20 (г)  

Для анализа представим распределение интенсив-
ности (15) в терминах моментов интенсивности в со-
ответствии с нашей работой [10] 
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( , )d dp q p q nJ M x y x y

J
  



, (16) 

где M p,q – функция моментов, J00 – интенсивность 
возмущённого ЛГ-пучка,  
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00 2 ,0
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n k k kk
J C j


 

  
 ,  

jk – элементы ЭГ-базиса. Моменты интенсивности J p,q 
измеряются в эксперименте и являются действитель-
ными величинами. Функцию моментов следует вы-
бирать таким образом, чтобы из (16) можно было по-
лучить две независимых системы линейных уравне-
ний для квадратов амплитуд и перекрёстных членов 
для различных чисел p и q. Можно показать, что это-
му требованию отвечает функция моментов в виде 

, ( 2 ) ( 2 )p q p qM H x H y . (17) 

В такой записи функции моментов элементы ЭГ-
базиса определяются интегралом 
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при условии, что N = n + m + p = 0, 2, 4, ... и индексы m, n, p 
удовлетворяют неравенству треугольника (т.е. сумма 
любых двух индексов не может быть больше третьего). 
В остальных случаях интеграл обращается в ноль. 

Для интенсивности пучка J00 индекс p = 0 из (18) 
становится условием ортогональности ЭГ-мод. 

Рассмотрим процесс измерения спектров возму-
щённых ЛГ-пучков с топологическим зарядом  = 4 и 
нулевым радиальным числом n = 0. Как мы уже отме-
чали, моменты интенсивности (16) измеряются на 
эксперименте. Элементы ЭГ-базиса нетрудно вычис-
лить. Поэтому задача нахождения спектральных ам-
плитуд C2n+–k,k и их фаз k сводится к составлению 
2( + 1) линейных уравнений для амплитуд, косинусов 
и синусов разности фаз. Заметим, что уравнения для 
квадратов амплитуд и фаз можно разделить. Однако 
при решении уравнений для разности фаз необходимо 
учитывать квадраты амплитуд. Чтобы записать урав-
нения для квадратов амплитуд, выберем только чёт-
ные индексы p = 2, 4, 6, 8, q = 0 и p = 0, q = 2, 4, 6, 8. В 
результате получим систему линейных уравнений для 
квадратов амплитуд: 
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 (19) 

Полученная система уравнений позволяет найти 
все квадраты амплитуд возмущённого пучка. Для 
определения перекрёстных членов с синусами и ко-
синусами разностей фаз k,j

 = k
 – j выберем только 

чётные и только нечётные p и q индексы 
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 (20) 

Решение системы уравнений (20) имеет некоторую 
специфику, поскольку уравнения содержат как квадра-
ты амплитуд, так и амплитуды. Мы выбирали амплиту-
ды ЭГ-мод как положительные вещественные величи-
ны, поэтому их можно найти из уравнений (19), а фазы 
k учитывают знаки членов амплитуд. Чтобы из уравне-
ний (20) найти фазы, достаточно положить 0

 = 0, откуда 
находим начальные фазы 1, 2, 3 и 4. 

Процесс измерения спектров ЛГ-мод подробно 
обсуждался в наших статьях [9 – 12]. В случае измере-
ния спектров ЭГ-мод и ОУМ схема эксперименталь-
ной установки не изменилась (см. рис. 1 в [9] и 
рис. 10 в [14]). Анализ моментов интенсивности Jp,q 
осуществлялся в плоскости перетяжки возмущённого 
пучка. На рис. 6 приведены типичные спектры квад-
ратов амплитуд и начальных фаз. 
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Для сравнения там же приведены теоретические 
спектры, рассчитанные в соответствии с выражением 
(13). Небольшое рассогласование теории и эксперимен-
та демонстрирует относительную ошибку измерений 
C 

2  3 %, 2  6 %. Заметим, что ошибка измерений 
начальных фаз существенно зависит от точности изме-
рений спектра квадратов амплитуд. Фактически, прове-
дённые измерения осуществляли цифровую сортировку 
ЭГ-мод с учётом их амплитуд и начальных фаз. При 
необходимости можно восстановить весь возмущённый 
пучок, избавившись от паразитных шумов. 

 = 0

      

 = 1

      

 = 50

     
Рис. 6. Квадраты амплитуд |Ck|2 и начальные фазы k ЭГ-
мод в спектре возмущенного ЛГ-пучка c индексами (0,4), 

чёрный – теория, серый – эксперимент 

3. Анализ спектров ЭГ-мод 

Важным шагом при анализе спектров ЭГ-мод яв-
ляется их согласование с привычными спектрами ЛГ-
мод, ОУМ и оценка ТЗ. В Приложении показано, как 
найти разложение спектра возмущённого ЛГ-пучка 
(13) по базису ЛГ-мод: 
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где min = min (2n +  – k, k) и max = max (2n +  – k, k). 
Запишем несколько частных случаев при n = 0: 
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Для первых двух пучков при возмущении  = 1, 
соответствующие второй области возмущений, воз-
никает переключение знака ТЗ и ОУМ Lz. Для третье-
го пучка переключение знака ТЗ и ОУМ происходит 
при  = 2, но при увеличении возмущения ТЗ не до-
стигнет максимального значения –3, как в двух 
предыдущих случаях, но ожидается стремление ОУМ 
к нулю в связи с конкуренцией трёх членов в (22). 

Расчёт ОУМ в базисе ЭГ-пучков легко осуще-
ствить, воспользовавшись стандартным подходом 
[10 – 11] и формулой (21), поскольку известны ампли-
туды при ЛГ-модах. Запишем удельный ОУМ для 
n > 0, m  2 в виде 
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где  

n–1
 = (n + m + 1)n–1, n+1

 = (n + 1)n+1, 

   ,2
k n m

k kP   . 

Например, для (pert )
0,3LG ( , )r  находим интенсив-

ность пучка 
2 2 2

00 1,2 2,1 3,04 3J C C C    (24) 

и орбитальный угловой момент 

   1,2 2,1 1 2 2,1 3,0 1 0sin 12 sinzL C C C C      . (25) 

Фазы и амплитуды получаем из спектров ЭГ-мод, 
тогда из (24) и (25) находим ОУМ на фотон lz

 = Lz /J00. 
Типичные теоретические кривые ОУМ и соответ-
ствующие им экспериментальные точки (кружки, 
треугольники и квадратики) приведены на рис. 7. Как 
и ожидалось, действие возмущения на ЛГ-пучки раз-
деляются на две группы. К первой группе относятся 
пучки с топологическим зарядом |  |  3. Во вторую 
группу можно отнести все остальные пучки. Из 
рис. 7а видно, что орбитальный момент lz

 = 0 для l = 1, 
l = 2 при  = 1, а для l = 3 ОУМ обращается в ноль при 
 = 2. В то же время увеличение возмущения на пучки 
с l = 1, l = 2 приводит к достижению ОУМ с противопо-
ложным знаком lz = –1 и lz

 = –2, что сопровождается 
также переключением знака ТЗ. Однако ОУМ пучков с 
l = 3 не достигает значения lz

 = –3, но постепенно стре-
мится к нулю. Переключение знака ТЗ в этом пучке 
легко оценить из уравнения (22). Основной вклад в ТЗ 
даёт первый член до тех пор, пока его амплитуда пре-
вышает амплитуду второго члена 1 – /2 > /2 для ЛГ-
моды с  = –3. Нарушение этого условия приводит к 
переключению знака ТЗ (см. также [14]). ОУМ вто-
рой группы пучков с l > 3 на рис. 7б постепенно 
уменьшается до нуля, lz  0 при   , но при этом 
изменения ТЗ не происходит.  
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а)  

б)  
Рис. 7. Зависимость ОУМ на фотон lz = Lz / J00 

от параметра возмущения  для возмущённого ЛГ-пучка 
с индексами (0, ), где значение  указано для каждой 

кривой  = 1, 2, 3, 5 (а),  = 4, 8, 12, 16 (б)  

Для оценки ТЗ возмущённого пучка воспользуем-
ся выражением (П3) в Приложении и результатами 
оценки ТЗ, приведёнными в статье [17]. В левой ча-
сти выражения (П3) стоит разность между полями LG 
возмущённого и невозмущённого пучка. Вклад сум-
мы полей в правой части можно оценить посредством 
члена с максимальным ТЗ, пропорциональным 
sin (2n + l) . Поскольку он является топологически 
нейтральным, т.е. содержит поля с одинаковыми ам-
плитудами и противоположными знаками ТЗ, то 
можно заключить, что ТЗ возмущённого пучка с ра-
диальными числами n > 2 и 2n +  > 3 не изменяется 
при действии возмущения. 

Измерения ОУМ осуществлялось двумя путями. 
С одной стороны, выражение (22) позволяет вычис-
лить ОУМ, используя спектр квадратов амплитуд и 
фаз ЭГ-мод. С другой стороны, наша эксперимен-
тальная установка позволяет проводить независимые 
измерения ОУМ с помощью метода моментов интен-
сивности [9]. Поэтому в случае отклонения результа-
тов измерения ОУМ в первом случае более чем на 
5 %, измерения дублируются непосредственным из-
мерением ОУМ на основе моментов интенсивности. 
Как видно из рис. 7, отклонение экспериментальных 
точек от теоретических кривых не превышает 5 % в 
области (0,5). 

Выводы 

Проанализирована вихревая структура возмущён-
ных пучков Лагерра–Гаусса в базисе мод Эрмита–
Гаусса. Сначала проведён теоретический и экспери-
ментальный анализ метода измерения топологическо-
го заряда невозмущённых ЛГ-пучков с ненулевым 

радиальным числом и большими значениями азиму-
тального числа на основе астигматических преобра-
зований на цилиндрической линзе. Возмущение ЛГ-
пучка осуществляется за счёт изменения амплитуд 
ЭГ-мод, образующих невозмущённый ЛГ-пучок. Был 
разработан и экспериментально реализован метод из-
мерения спектра амплитуд и начальных фаз ЭГ-мод 
на основе анализа моментов интенсивности, не нару-
шающих структуру ЛГ-пучка. На конкретных приме-
рах продемонстрирован алгоритм измерения спектра 
амплитуд и начальных фаз ЭГ-мод, ОУМ и топологи-
ческого заряда. Показано, что при малых параметрах 
возмущения происходит локальное нарушение струк-
туры области сердцевины вихря. Дальнейшее повы-
шение параметра возмущения приводит к конкурен-
ции оптического вихря в основной моде с массивом 
топологических диполей, порождённых интерферен-
цией остальных мод. В результате межмодовой кон-
куренции возникает переключение знака ОУМ и ТЗ 
для мод с исходным ТЗ меньше или равным трём. 
Переключение знака ОУМ у остальных мод не про-
исходит, но их ОУМ постепенно стремится к нулю по 
мере увеличения возмущения, в то время как их ТЗ не 
меняется. Измерение спектра амплитуд и начальных 
фаз даёт полную информацию о волновом состоянии 
пучка и фактически позволяет осуществлять цифро-
вую сортировку ЭГ-мод с последующим восстанов-
лением пучка в реальном режиме. 
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Приложение 

Упростим формулу (13), подставляя вместо k 
представление из двух слагаемых (14). Очевидно, что 
первое (единичное) слагаемое даст в (pert )

,LG ( , )n  r  
вклад в виде исходной невозмущённой ЛГ-моды, по-
скольку при  = 0 формула (13) превращается в фор-
мулу (10). Поэтому 
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где использовалась формула (3.10) из [18]. 
Таким образом, чтобы разложить разность ЭГ-мод 

в фигурных скобках по ЛГ-модам, воспользуемся ещё 
одной формулой из [16]. Это формула (4.20), которая 
показывает разложение некоторой ЭЛГ-моды с аргу-
ментами, повёрнутыми на некоторый угол, по анало-
гичным ЭЛГ-модам без поворота. Как частный слу-

чай, находим разложение первой ЭГ-моды в фигур-
ных скобках по ЛГ-модам: 

,
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где min = min (2n +  – k, k) и max = max (2n +  – k, k). 
Разложение второй ЭГ-моды получается заменой 
y  –y. При этом ЛГ-моды справа становятся сопря-
женными:  

*
min,2 2 min,2 2LG ( , ) LG ( , )n k n kx y x y      . 

Поэтому разложение разности ЭГ-мод в (П2) выража-
ется через 
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что приводит к формуле (21). 
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Digital sorting of Hermite-Gauss beams: mode spectra  
and topological charge of a perturbed Laguerre-Gauss beam 
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1 Physics and Technology Institute of V.I. Vernadsky Crimean Federal University, 
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2 Samara Branch of P.N. Lebedev Physical Institute of Russian Academy of Sciences, Samara, Russia 

Abstract  

We developed and implemented an intensity moments technique for measuring amplitude and 
initial phase spectra, the topological charge (TC) and orbital angular momentum (OAM) of the 
Laguerre-Gauss (LG) beams decomposed into the basis of Hermite-Gaussian (HG) modes. A rig-
orous theoretical justification is given for measuring the TC of unperturbed LG beams with differ-
ent values of radial and azimuthal numbers by means of an astigmatic transformation on a cylin-
drical lens. We have shown that the measured amplitude and phase spectra of the HG modes make 
it possible to find the orbital OAM and TC, as well as digitally sorting the HG modes and then re-
storing the initial singular beam. 

Keywords: diffraction optics, orbital angular momentum, intensity moments technique. 
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