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Аннотация 

В статье рассматривается проблема автоматического совмещения пространственных 
объектов на разномасштабных картах одной и той же местности. Для решения поставлен-
ной задачи предлагается использовать методы топологического анализа данных. Исходны-
ми данными алгоритма являются пространственные объекты, которые могут быть получены 
с карт разных масштабов и подвержены искажениям. Персистентная гомология позволяет 
идентифицировать общую структуру таких объектов в виде топологических особенностей. 
Основными топологическими особенностями в исследовании являются компоненты связно-
сти и пустоты объектов. В работе приводится математическое описание метода персистент-
ной гомологии для представления пространственных объектов. Приводится определение 
баркода для пространственных данных, который содержит описание объекта в виде тополо-
гических признаков. Разработан алгоритм сравнения баркодов пространственных данных, 
который позволяет найти общую структуру объектов. Алгоритм базируется на анализе дан-
ных из баркода. Введён показатель схожести объектов по топологическим признакам. Пока-
заны результаты исследований работы алгоритма. Проведённые эксперименты подтвердили 
высокое качество предложенного алгоритма. Процент схожести при сопоставлении природ-
ных объектов с учётом масштаба и деформации получился в пределах от 85 до 92, а для му-
ниципальных при наличии растяжений и искажений частей объектов – от 74 до 87. Отраже-
ны преимущества предложенного подхода с аналогами при совмещении объектов, которые 
подвержены значительной деформации при масштабировании, а также при искажениях. 
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Введение 

Сопоставление пространственных объектов на 
двух картах одной и той же местности является акту-
альной задачей [1 – 4]. Она имеет множество различ-
ных приложений, среди которых обновление карт 
местности, сопоставление разномасштабных карт, 
поиск объектов на карте, выборка похожих объектов 
по определённым признакам [5 – 7]. Карты могут хра-
нить разнородную информацию, представленную в 
растровом или векторном виде. Объём простран-
ственной информации одного и того же участка тер-
ритории с каждым годом увеличивается. Данные мо-
гут быть получены за определённый промежуток 
времени и сняты с разных углов и разных масштабов. 
Накопление такого рода пространственных данных 
влечёт несоответствие между картами и требует ав-
томатизации. Можно выделить следующие подходы 
для решения данной задачи. Много разработок ис-
пользуют корреляционные методы, основанные на 
вычислении коэффициента корреляции между срав-
ниваемыми изображениями [8]. Также существует 
целый ряд алгоритмов и подходов, которые приме-
няют геометрические признаки для сравнения схожих 
объектов [9]. Вычисляются такие характеристики, как 
центр масс, площадь и периметр выпуклой оболочки, 

а также их отношения и т.д. Данные методы целесооб-
разно использовать, когда объекты идентичны друг 
другу, и эти характеристики сохраняются при аффин-
ных преобразованиях. Что касается картографических 
объектов, которые расположены на разных масштабах 
или изменяются во времени, то они могут иметь дру-
гую, но похожую со сравниваемым объектом форму. 

Чтобы учитывать подобные свойства, в настоящее 
время активно применяются методы непрерывного 
представления бинарных изображений в виде границ, 
скелета и циркуляров [10, 11], т.е. бинарное изобра-
жение представляет собой объединение непрерывных 
фигур. Отдельную группу составляют методы, 
направленные на извлечение эскизных характеристик 
объекта [12]. Важные исследования ведутся при ана-
лизе скелета контурных деформаций объекта [13]. 
Перспективные новые научные исследования направ-
лены на анализ неорганизованных данных и создание 
персистентного скелета [14]. 

После генерализации пространственные объекты 
упрощаются, происходит их деформация, исходные 
данные на карте могут быть слабо связаны друг с 
другом, а на другом масштабе представлять единый 
объект. Все это затрудняет применение стандартных 
алгоритмов для сопоставления объектов на разных 
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масштабах. Однако один и тот же объект при генера-
лизации сохраняет свою структуру и глобальные то-
пологические признаки. Таким образом, естественно 
использовать топологические свойства объектов, ко-
торые инвариантны к подобным деформациям и ис-
кажениям [15, 16]. 

Также очень часто для сопоставления разнород-
ных карт применяют ключевые точки [17], например, 
точку на центральном перекрестке. Для такого сопо-
ставления карт требуется минимум две точки. Однако 
чаще всего эти ключевые точки необходимо проста-
вить вручную. Кроме того, могут быть большие по-
грешности при сопоставлении объектов. 

Таким образом, в статье рассматривается задача 
сопоставления пространственных объектов с дефор-
мациями на разных масштабах. Для её решения за 
основу предлагается взять методы персистентной 
гомологии, которые учитывают топологические свой-
ства набора точек [18 – 21]. 

1. Представление пространственных объектов 
на основе метода персистентной гомологии 

Персистентная гомология относится к методам 
топологического анализа данных [22, 23]. Она широ-
ко начинает использоваться в разных областях: обра-
ботка изображений, сигналов, анализ ДНК, кластер-
ный анализ, анализ текста [24 – 26]. Суть метода за-
ключается в том, чтобы выявить такие структуры, 
которые будут устойчиво сохраняться при топологи-
ческих деформациях и искажениях. 

В качестве исходных данных для топологического 
анализа будем рассматривать контур бинарного изоб-
ражения. Далее на основе алгоритма SUSAN (Smallest 
Univalue Segment Assimilation Nucleus) из исходного 
контура формируется набор характерных точек, кото-
рые описывают особенности этого контура. Исполь-
зуя найденные точки, анализируем контур и сохраня-
ем только точки с указанным шагом. В результате 
получим разреженное множество точек. 

Определение 1. Разреженное множество точек 
V = {v1, v2, ..., vn} – это множество характерных точек 
исходного контура, расположенных друг от друга с 
заданным шагом, где n – это количество точек. 

Строительными блоками для топологического 
анализа являются симплексы. 

Определение 2. k-мерным симплексом  будем 
называть выпуклую оболочку из k + 1 аффинно-
независимых точек, т.е.  = a0, a1, ..., ak. 

В работе используются симплексы следующих 
размерностей: 0, 1 и 2. Причём при k = 0 симплекс 
является точкой, при k = 1 – отрезком, а при k = 2 – 
треугольником (рис. 1). 

Пример разреженного множества точек, получен-
ного из бинарного изображения (рис. 2а), показан на 
рис. 2б. 

Определение 3. Симплициальный комплекс K 
представляет собой конечное множество симплексов 
при условии, что граница каждого симплекса принад-
лежит K и для двух любых симплексов справедливо: 

1
  2

 =  или 1
  2 имеют общую грань 

(1, 2
  K). 

Пример симплициального комплекса можно ви-
деть на рис. 2г, который включает множество сим-
плексов в виде точек, отрезков и треугольников. 

 
Рис. 1. Симплексы в виде точки, отрезка и треугольника 

Определение 4. k-мерной цепью будем называть 
подмножество k-мерных симплексов в симплициаль-
ном комплексе K. 

Например, на рис. 2б 0-мерные цепи представляют 
собой произвольное подмножество точек из множества 
V. Общее количество подмножеств из этих точек равно 
2n. По аналогии, одномерные цепи – это подмножества 
из отрезков, а двумерные – из треугольников. 

Определение 5. Группой цепей Ck является мно-
жество k-мерных цепей симплициального комплекса K. 

Определение 6. k-мерный цикл – это замкнутая 
последовательность из цепей размерности k. 

Например, на рис. 2д сформированы циклы, кото-
рые образованы замкнутой последовательностью от-
резков. 

Определение 7. Группа циклов Zk – это множество 
циклов размерности k симплициального комплекса K. 

Определение 8. k-мерная граница – это замкнутая 
последовательность из k-мерных цепей вокруг сим-
плексов размерности k + 1. 

Например, границей для двумерного симплекса 
(треугольника) будут три одномерных симплекса (три 
отрезка). 

Определение 9. Группа границ Bk – это множе-
ство k-мерных границ симплициального комплекса K, 
при этом Bk

  Ck. 
Определение 10. k-я гомологическая группа пред-

ставляет собой фактор-группу Hk
 = Zk /Bk и состоит из 

гомологических классов. 
В работе используются фактор-группы H0 и H1, 

для которых гомологическими классами являются 
компоненты связности и пустоты соответственно. 
Пустоты на плоскости обычно называют дырами, 
которые ограничены отрезками. 

Чтобы определить количество компонент связно-
сти и количество дыр, применяются числа Бетти 0 и 
1, которые описывают топологические особенности 
симплициального комплекса и вычисляются как ранг 
фактор-группы: k

 = rank (Hk). В то же время: 
rank (Hk) = rank (Zk) – rank (Bk). Ранг группы соответ-
ствует мощности минимального подмножества по-
рождающих её элементов. 

Например, пусть симплициальный комплекс со-
стоит из трёх точек и трёх отрезков, соединяющих 
эти точки, т.е.: 

 1 2 3 1 2 1 3 2 3,K = v , v , v v ,v , v ,v , v ,v , 
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где viV (i = 1, 2, 3). 
Для k = 1 получим: 
1) множество одномерных цепей в виде отрезков 

  



1 1 2 1 3 2 3 1 2 1 3

1 2 2 3 1 3 2 3

1 2 1 3 2 3

, , , , ,

, ,

+ ;

C K = v ,v v ,v v ,v v ,v v ,v

v ,v + v ,v v ,v + v ,v

v ,v v ,v v ,v

 



 

2) множество циклов, образованных отрезками 

   1 1 1 22 3 3Z K = , v ,v + v ,v + v ,v ; 

3) пустое множество границ 

   1B K =  . 

При этом rank (Hk) = 1, т.е. количество дыр равно 
1. Если же рассматривать треугольник как двумерный 
симплекс, то количество дыр равно 0. В обоих случа-
ях количество компонент связности равно 1. 

Например, на рис. 2г присутствует 5 компонент 
связности и 0 дыр, а на рис. 2д – 1 компонента связ-
ности и 4 дыры. 

Определение 11. Фильтрация K0
  K1

  K2
  ...  Kn – 

это вложенная последовательность симплициальных 
комплексов. 

Определение 12. Персистентная гомология i, j
kH  – 

это множество k-х гомологических классов для филь-
трации K0

  K1
  K2

  ...  Kn, причём создание класса 
происходит в симплициальном комплексе Ki и его су-
ществование продолжается до Kj (i, j  0, 1, 2, ..., n; i < j). 

Процесс формирования симплициальных ком-
плексов в зависимости от радиуса выглядит следую-
щим образом (рис. 2б-ж). Вокруг каждой точки из 
разреженного множества V строится круг радиуса r. 
Начальным расстоянием r является минимальное рас-
стояние между точками, максимальное – наибольшее 
расстояние. Если круги двух различных точек пересе-
каются, то эти точки соединяются отрезком. Если же 
пересекаются круги трёх точек, то они образуют тре-
угольник. При увеличении радиуса количество сим-
плексов и топологических свойств изменяется: число 
симплексов увеличивается, образуются новые компо-
ненты связности и дыры. Дыра существует до тех пор, 
пока все образующие её точки не будут соединены 
друг с другом. При увеличении расстояния r число 
компонент связности станет равно единице, так как все 
имеющиеся компоненты объединяются в одну 
(рис. 2ж). Симплициальный комплекс, построенный 
по такому принципу, называют комплексом Чеха [27]. 

Определение 13. k-баркодом для фильтрации 
симплициальных комплексов множества точек V бу-
дем называть множество пар вида: 

    barcodek i iV = d ,l ,  1,2 ...i = , , 

где di – координата создания топологической особен-
ности, di принимает одно из возможных значений 
радиуса r; li – длина существования топологической 
особенности. 

Например, на рис. 2з можно видеть 1 – баркод, 
показывающий информацию о существования каж-
дой дыры. 

Топологические особенности, длина которых не 
превышает некоторого значения , будем считать 
шумом, искажающим представление о расположении 
объектов. Такие особенности не подлежат рассмотре-
нию. В статье используется значение , равное 1/3 от 
средней длины всех отрезков баркода. Стойкие осо-
бенности проявляются на длинных отрезках баркода, 
длина которых больше , и являются основой для 
дальнейшего анализа (рис. 2и). 

а)     б)   

в)   г)  

д)    е)  

ж)  

з)   и)  

Рис. 2. Исходное бинарное изображение (а); разреженное 
пространство точек (б); процесс построения 

симплициальных комплексов при различных значениях r 
(0;11;15;19;27;80) (б, в, г, д, е, ж); баркод с шумом (з); 

баркод без шума (и) 
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2. Алгоритм сравнения баркодов 
пространственных объектов 

Исходными данными для сопоставления объектов 
являются два множества точек контуров:  

X = {x1, x2, ..., xn} и Y = {y1, y2, ..., ym}. 

По каждому набору точек строятся баркоды. Рас-
смотрим баркоды  

barcode ( ) {( )}i i
1 X XX = d ,l  ( 1, 2, ..., )Xi = w  и 

barcode ( ) {( )}j j
1 Y YY = d ,l  ( 1,2, ..., )Yj = w   

для анализа дыр. Алгоритм работает аналогично для 
анализа компонентов связности. По сути мы получа-
ем два множества топологических признаков, кото-
рые содержат данные по каждой дыре. Причём коли-
чество дыр wX и wY может быть различным. Требуется 
на основе информации из баркодов определить сте-
пень схожести топологических признаков двух объ-
ектов. Длинные отрезки баркода соответствуют 
устойчивым характеристикам и играют ключевую 
роль при идентификации объектов. Если длины от-
резков баркода меньше некоторого заданного порога, 
т.е. , < εji

X Yl l  (i 1, 2, ..., wX; j1, 2, ..., wY), то они явля-

ются шумом и не включаются в анализ. 
Элементы баркодов barcode1(X ) и barcode1(Y ) отсор-

тируем по значениям i
Xl  и j

Yl  в порядке убывания, т.е. 
1i i+

X Xl l  (i 1, 2, ..., wX
 –1) и 1j j+

Y Yl l  (j 1, 2, ..., wY
 –1).  

Найдём наибольший отрезок среди всех отрезков 
двух баркодов: 1max max ( )1

X Y= l ,l . Если 1 maxXl < , то 
1(max/ )i i

X X Xl = l l  (i = 2, 3, ..., wX). Если же 1 maxYl < , то 
1(max/ )j j
YY Yl = l l  (j = 2, 3, ..., wY). 

После чего вычислим сумму: 

1

wX
i

X X
i=

S = l , 
1

wY
j

Y Y
j=

S = l . 

Исходя из общей суммы, определим вес каждого 
отрезка в баркодах barcode1(X ) и barcode1(Y ): 

1{ ... }2 wX
p = p , p , , p , где 

i
X

i
X

l
p =

S
  1,2 ... Xi = , ,w   

и 1{ ... }2 wY
t = t ,t , ,t , где 

j
Y

j
Y

l
t =

S
  1,2 ... Yj = , ,w . 

Для того чтобы определить похожесть двух 
баркодов, вычислим отношение i

Xl  и j
Yl , которые 

имеют одинаковые индексы: 

1 2 min ( , ){ ... }
X Yw wz = z ,z , ,z , 

где  

/ , если ,
=

/ , иначе ,

i i i i
X Y X Y

i i i
Y X

l l l < l
z

l l





 

 1, 2, ..., min ( , )X Yi = w w . 

В местах, где индекс выходит за пределы одного 
из значений wX или wY, примем, что 

min( , ) 1 min( , ) 2 max( , )... 0
X Y X Y X Yw w w w w wz z z     . 

Далее умножим значения множества z на соответ-
ствующие значения максимального по мощности 
множества p или t и сложим эти произведения, чтобы 
вычислить показатель схожести Q: 

1

1

, если ,

, иначе.

X

Y

w

i i X Y
i

w

i i
i

z p w w

Q =

z t






 


 




 (1) 

Имея данные показатели для всех объектов, полу-
чаем возможность выделить максимально похожий 
по топологии объект и принять его за идентичный.  

Исследования показали, что баркод по дырам 
несёт большую часть процента схожести по сравне-
нию с компонентами связности. Это можно выразить 
так: HolePart – доля баркода по дырам, а 1 –
 HolePart – по компонентам связности. В статье экс-
периментально принято, что HolePart = 75, т.е. баркод 
по дырам даёт вклад 75 процентов, а баркод по ком-
понентам связности – 25. Показатель схожести Q по 
дырам умножается на 0,75, а по компонентам связно-
сти – на 0,25. Таким образом, полностью схожие объ-
екты дадут в сумме 100 процентов. 

3. Результаты исследований 

Исследование проводилось сначала для сопоставле-
ния природных объектов на разных масштабах, а затем 
для муниципальных с учетом деформации и искажений. 

В качестве аналога в работе рассмотрено метриче-
ское сопоставление объектов. В этом методе рассчи-
тываются две матрицы расстояний || ||X

ijr  (i, j = 1, 2, ..., n) 
и || ||Y

ijr  (i, j = 1, 2, ..., m) между всеми точками мно-
жеств X ={x1, x2, ..., xn} и Y ={y1, y2, ..., ym}. Будем счи-
тать, что n  m. Для количественной оценки вычисля-
ется параметр X Y

ij ij ij= r r  . Далее для каждой точки 
xi

  X определяется возможная сопряжённая ей точка, 
исходя из выражения: i

 = min{1i, 2i, ..., ni}. Считает-
ся, что две точки сопряжённые, если i не превышает 
порога . Далее подсчитывается количество сопря-
жённых точек и оценивается процент схожести отно-
сительно общего числа точек. 

3.1. Сопоставление природных объектов  
при их масштабировании и деформации 

Рассмотрим в качестве исходных данных два снимка 
разных масштабов одного и того же острова (рис. 3). 
Как видно из рисунков, они обладают одной и той же 
структурой, но имеют различия по наличию деталей.  

а)  б)  
Рис. 3. Исходные снимки острова, сделанные под разным 
углом и на разных масштабах: 1:30000 (а), 1:10000 (б) 
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Приведём два изображения к бинарному виду на 
основе метода Отсу после предварительного сглажи-
вания исходных изображений с параметром размытия 
по Гауссу, равному 3 (рис. 4а, б). Кроме того, для би-
нарного изображения (рис. 4б) выполним сглажива-
ние контура со значением 10 пикселей (рис. 4в). 

Далее каждое бинарное изображение представим в 
виде разреженного пространства точек и построим 
баркоды. 

На рис. 5 показаны 1 – баркоды объектов.  
Те топологические особенности, которые не несут 

ключевой информации, будем считать шумом. Барко-
ды без шума имеют более похожую общую структуру 
и, соответственно, схожесть объектов между собой. 

Численные характеристики для сравнения объек-
тов по их баркодам без шума приведены в табл. 1, а в 
табл. 2 – при метрическом сопоставлении.  

Табл. 1. Численные характеристики топологической 
схожести природных объектов на разных масштабах 

 
Острова 

б в 

а 63,35 24,55 87,90 63,30 22,02 85,32 

б    67,14 24,75 91,89 

Для каждой пары объектов указана схожесть по 
дырам, компонентам связности и итоговая. 
Табл. 2. Численные характеристики при метрическом 

сопоставлении природных объектов на разных масштабах 

 
Острова 

б в 

а 89 67 

б  72 
 

3.2. Сопоставление муниципальных объектов  
при их деформации 

Сопоставление объектов в муниципальных ГИС 
осложняется выделением контуров в связи с наличием 
перекрывающихся объектов на карте. Над исходным 
зданием (рис. 6а) выполним деформацию за счёт верти-
кального сжатия на 20 % и горизонтального растяжения 
также на 20 % (рис. 6б). Чтобы получить изображение 
на рис. 6в, сделаем искажения вручную в отдельных 
угловых частях бинарного изображения на рис. 6б. Да-
лее проводим аналогичные исследования, как в подпа-
раграфе 3.1, результаты которых показаны на рис. 7, 8. 

Численные характеристики схожести, вычислен-
ные по выражению (1) и при метрическом совмеще-
нии точек, представлены в табл. 3 и 4. 

а)   б)   в)  
Рис. 4. Бинарные изображения острова с разных масштабов (а, б); деформация бинарного изображения (в) 

а)    б)  в)  

   г)   д)    е)  
Рис. 5. Баркоды объектов с шумом (а, в, д); без шума (б, г, е) для бинарных изображений из рис. 4 

а)  б)  в)  

Рис. 6. Бинарные изображения муниципальных объектов: исходный объект (а); здание с растяжением (б);  
здание с растяжением и искажениями (в) 
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а)  б)  в)  

Рис. 7. Разреженное пространство точек муниципальных объектов 

а) б) в)  

г) д) е)  
Рис. 8. Баркоды муниципальных объектов с учётом деформации и искажений с шумом (а, в, д;); без шума (б, г, е) 

Табл. 3. Численные характеристики топологической 
схожести муниципальных объектов при деформациях 

и искажениях 

 
Муниципальные объекты 

б в 

а 50,17 23,87 74,04 63,25 24,35 87,60 

б    60,33 24,50 84,83 

Табл. 4. Численные характеристики при метрическом 
совмещении муниципальных объектов с учётом 

деформации и искажений 

 
Муниципальные объекты 

б в 

а 73 54 

б  75 

Анализ результатов показывает близкое совмеще-
ние баркодов при незначительных удалениях деталей 
после деформации. Даже при сильном масштабирова-
нии структура объекта сохраняется. Т.е. глобальные 
характеристики исходного объекта совпадают с гло-
бальными характеристиками объекта после генерали-
зации или масштабирования, несмотря на то что де-
тальная информация на одном из объектов карты от-
сутствует. При анализе муниципальных объектов так-
же были выявлены общие топологические особенно-
сти между объектами после деформации и искажений. 
При сравнении с метрическим сопоставлением пред-
ложенный подход показал преимущества при анализе 
объектов, которые подвержены значительной дефор-
мации при масштабировании, а также при искажениях. 

Для исследования при сопоставлении разных про-
странственных объектов были взяты бинарные изоб-
ражения острова (рис. 4б) и муниципального объекта 
(рис. 6а). В результате работы алгоритма схожесть 

объектов составила 56,23 %, включая схожесть по 
дырам (32,68 % из 75 % возможных) и схожесть по 
компонентам связности (23,55 % из 25 % допусти-
мых). Анализ показывает, что основное различие до-
стигается за счёт несоответствия баркодов по дырам, 
в то время как по компонентам связности баркоды 
имеют достаточно близкое значение. 

Заключение 

В статье рассмотрена задача сопоставления объек-
тов на разнородных картах. Основу алгоритма со-
ставляет анализ формы объектов, которые подверга-
ются масштабированию, генерализации, деформаци-
ям и искажениям, однако общая структура объекта 
сохраняется. К таким деформациям инвариантны ме-
тоды персистентной гомологии. Для сопоставления 
объектов из разных карт анализируются их баркоды. 
Приведены результаты исследований сопоставления 
пространственных объектов для природных и муни-
ципальных карт. Проведённые эксперименты показа-
ли, что основное влияние на схожесть объектов при 
их совмещении оказывают топологические особенно-
сти в виде дыр.  Чем больше у исходных объектов 
устойчивых дыр, тем больше будет качество при их 
совмещении. Разработанный подход может быть ис-
пользован, например, для решения задачи автомати-
ческого заполнения атрибутивных данных карты од-
ного масштаба на основе данных карты другого мас-
штаба. Это позволит осуществить более быструю 
интеграцию пространственных и семантических дан-
ных многомасштабных карт.  
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Abstract  

A problem of automatic comparison of spatial objects on maps with different scales for the 
same locality is considered in the article. It is proposed that this problem should be solved using  
methods of topological data analysis. The initial data of the algorithm are spatial objects that can 
be obtained from maps with different scales and subjected to deformations and distortions. Persis-
tent homology allows us to identify the general structure of such objects in the form of topological 
features. The main topological features in the study are the connectivity components and holes in 
objects. The paper gives a mathematical description of the persistent homology method for repre-
senting spatial objects. A definition of a barcode for spatial data, which contains a description of 
the object in the form of topological features is given. An algorithm for comparing feature bar-
codes was developed. It allows us to find the general structure of objects. The algorithm is based 
on the analysis of data from the barcode. An index of objects similarity in terms of topological fea-
tures is introduced. Results of the research of the algorithm for comparing maps of natural and 
municipal objects with different scales, generalization and deformation are shown. The experi-
ments confirm the high quality of the proposed algorithm. The percentage of similarity in the 
comparison of natural objects, while taking into account the scale and deformation, is in the range 
from 85 to 92, and for municipal objects, after stretching and distortion of their parts, was from 74 
to 87. Advantages of the proposed approach over analogues for the comparison of objects with 
significant deformation at different scales and after distortion are demonstrated. 

Keywords: persistent homology, barcode of spatial object, comparison of objects, analysis of 
topological features, multi-scale maps. 
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