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Аннотация 

Разрабатываются новые модели многоканальных (мульти- и гиперспектральных) изо-

бражений с использованием коммутативных гиперкомплексных алгебр (триплетных – для 

цветных и мультиплетных – для многоканальных). Гиперкомплексные алгебры обобщают 

алгебру комплексных чисел. Они содержат гиперкомплексные числа, представляющие со-

бой линейную комбинацию нескольких мнимых единиц. Главная цель работы – показать, 

что коммутативные гиперкомплексные числа могут быть использованы при обработке мно-

гоканальных изображений в естественной и эффективной манере. В этой части работы мы 

предполагаем, что мозг животных оперирует гиперкомплексными числами, когда обраба-

тывает многоканальные изображения, которые возникают на ретине. В нашем подходе каж-

дый многоканальный пиксел рассматривается не как K-мерный (K-Dimension) вектор, а как 

K–D гиперкомплексное число, где K есть число различных оптических каналов. Это создает 

эффективную математическую основу для различных функционально-числовых преобразо-

ваний многоканальных изображений. 
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Введение 

Многоканальные изображения нашли широкое при-

менение в системах дистанционного зондирования Зем-

ли при решении различных научных и прикладных за-

дач [1– 4]. В этой работе мы предлагаем новые модели 

многоканальных (мульти- и гиперспектральных) изо-

бражений с использованием коммутативных гиперком-

плексных алгебр (триплетных – для цветных и мульти-

плетных – для многоканальных). Термин «многока-

нальные» изображения используется для обозначения 

изображений более чем с одной компонентой. Они 

формируются из ряда изображений f λ0(x),
 
f λ1(x),

 
...,

 
f λK–1(x), 

полученных в различных оптических диапазонах с дли-

нами волн λ 0,
 λ1,

 
...,

 λK–1 , называемых спектральными 

каналами, где K – число различных оптических каналов. 

Простым примером является цветное изображение 

fCol
 (x, y)

 
=

 
( fR (x, y), fG (x, y), fB (x, y)) с красной fR (x, y), зеле-

ной fG (x, y) и голубой fB (x, y) компонентами. 

Если изображение собрано из нескольких единиц 

каналов (меньше, чем 10), то оно называется муль-

тиспектральным, в то время как изображение, со-

стоящее из нескольких десятков или сотен каналов, 

называется гиперспектральным (конечно, это деле-

ние носит условный характер). В данной работе ис-

пользуется термин многоканальные (или K-каналь-

ные) изображения для обозначения подобных изо-

бражений. Многоканальные изображения могут 

рассматриваться как n–D K-компонентные (или век-

торнозначные) сигналы [1– 4]: 

( )0 1 1
( ) ( ), ( ),..., ( ) :

n K

m K
f f f −= →f x x x x R V  

со значениями, лежащими в K–D перцептуально век-

торном пространстве V
K

 (бихроматическом V
2
, цвет-

ном 
3

rgb
V

 
или многоканальном V

K
), где x∈R

n
, 

n
 
=

 
2,

 
3,

 
...

 
. Следующие случаи наиболее интересны.  

1. 2D и 3D бихроматические изображения 

( )

( )

2 2

0 1 2 1 1 2

3 2

0 1 2 3 1 1 2 3

( ) ( , ), ( , ) : ,

( ) ( , , ), ( , , ) : .

b

b

f x x f x x

f x x x f x x x

= →

= →

f x R V

f x R V
 

2. 2D и 3D трихроматические (цветные) изображе-

ния 

( )

( )

2 3

0 1 2 1 1 2 2 1 2

3 3

0 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3

( ) ( , ), ( , ), ( , ) : ,

( )
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=
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f x R V
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3. 2D и 3D K-канальные изображения 

( )

( )

2 3

0 1 2 1 1 2 2 1 2

3 3

0 1 2 3 1 1 2 3 2 1 2 3

( ) ( , ), ( , ), ( , ) : ,

( )

( , , ), ( , , ), ( , , ) : .

c rgb

c
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f x x f x x f x x

f x x x f x x x f x x x

= →

=

= →

f x R V

f x

R V

 

4. 2D и 3D бихроматические бинокулярные (двухка-

мерные) изображения [5, 6] 

( ) 2 2 2

1 2( , ) ( ), ( ) : ,
Bin L R L R

b b bx x = → ⊕f f x f x R V V  

( ) 3 2 2

1 2 3( , , ) ( ), ( ) : .
Bin L R L R

b b bx x x = → ⊕f f x f x R V V  



Алгебраические модели и методы компьютерной обработки изображений. Часть 1… Лабунец В.Г., Кох Е.В., Остхаймер Е.  

Компьютерная оптика, 2018, том 42, №1 85 

5. 2D и 3D трихроматические (цветные) бинокуляр-

ные изображения 

( ) 2 3 3

1 2( , ) ( ), ( ) : ,
Bin L R L R

c b b rgb rgbx x = → ⊕f f x f x R V V  

( ) 3 3 3

1 2 3( , , ) ( ), ( ) : .
Bin L R L R

c c c rgb rgbx x x = → ⊕f f x f x R V V  

6. 2D и 3D K-канальные бинокулярные изображения 

( )

( )

2

1 2

3

1 2 3

( , ) ( ), ( ) : ,

( , , ) ( ), ( ) : ,

Bin L R L K R K

m m m

Bin L R L K R

m m m

x x

x x x

= → ⊕

= → ⊕

f f x f x R V V

f f x f x R V V
 

где f 
L

 (x), f 
R

 (x) – изображения, возникающие на рети-

не левого и правого глаз соответственно.  

Для обработки и распознавания изображений мы 

превращаем перцептуальные пространства V
K
 в соот-

ветствующие гиперкомплексные алгебры (и называем 

их перцептуальными алгебрами). Мы разрабатываем 

алгебраические модели для двух уровней мозга (пер-

вый уровень – ретина, второй – VisualCortex), исполь-

зуя различные гиперкомплексные алгебры: коммута-

тивные – для первого уровня, где идёт обработка и 

преобразование изображения, и некоммутативные – 

для второго уровня, где происходит их распознава-

ние. Привлечение некоммутативных алгебр связано с 

тем, что многие геометрические преобразования изо-

бражений (совместные растяжения, вращения, аф-

финные, проективные) принадлежат некоммутатив-

ным группами. Оказывается, что каждое такое преоб-

разование можно описать подходящим многомерным 

гиперкомплексным числом (например, кватерниона-

ми – для вращений 3D-изображений). 

Одна из наших гипотез состоит в том, что мозг 

животных должен иметь врождённые знания о по-

добных числах и уметь ими оперировать в режиме 

распознавания образов. В третьем параграфе работы 

мы покажем, что алгебраические модели многока-

нальных изображений позволяют разработать про-

стые, наглядные и эффективные (с вычислительной 

точки зрения) инвариантные алгоритмы распознава-

ния таких изображений с использованием быстрых 

преобразований Фурье–Клиффорда–Галуа. 

В предлагаемом алгебро-геометрическом подходе 

каждый многоканальный пиксель рассматривается не 

как K–D вектор, а как K–D гиперкомплексное число 

(заметим, что числовая природа не отменяет вектор-

ной природы гиперкомплексного числа: просто век-

торное пространство оснащается операцией вектор-

ного умножения векторов, которые интерпретируют-

ся как числа).  

В первой части этой работы мы интерпретируем 

многоканальное изображение, возникающее на рети-

не глаза, как мультиплетно-значный сигнал 

( )
1

0 1 1 1

0

0 1 1

0 1 1

( ) ( ), ( ), , ( ) ( )

( ) ( ) ... ( ) ,

K
s

K

s

K

K
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−

=

−

−

= = ε =

= ε + ε + + ε

∑f x x x x x

x x x

…

 

который принимает значения в одной из следующих 

трёх коммутативных алгебр 

( )Ret 0 1 1 Ret, ,..., ,K

K K
Alg Alg−ε ε ε =R   

где εK 
=

 
–1, εK 

=
 
0 или εK 

=
 
+1. Здесь ε0

,
 ε1

,
 
...,

 εK–1
 –

гипермнимые единицы (гиперспектральные единицы) 

с коммутативным законом умножения 

(mod )

(mod )

(mod )

, if 1,

Hev( ) , if   0,

Sign( ) , if 1,

K

K

K

r s K

r s Kr s

r s K

l m

l m

⊕

⊕

⊕

 = +


⋅ = − =


− = −

ε ε

ε ε ε ε

ε ε

 

где l
 ⊕ 

m – сложение по модулю K, 

1, 0,
Sign( )

1, 0,

1, 0,
Hev( )

0, 0

x
x

x

x
x

x

+ ≥
= 

− <

+ ≥
= 

<

 

– Signum и Heaviside функции.  

Во втором параграфе работы многоканальные 

изображения, возникающие в отделе Visual Cortex 

(VC) головного мозга, будут интерпретироваться как 

сигналы, принимающие значения в некоторой алгеб-

ре Клиффорда 

( ) ( )
( ) ( )

, ,

1 2 12

, , , ,

2 2

1, , ,...,

:

K

K K

Vis u v w

K

Vis u v w Vis u v w

Alg J J J

Alg Alg

− =

= =

R
 

( )1 2

1 1 2 2

( ) ( ), ( ), , ( )

( ) ( ) ... ( ) ,

K

K K

f f f

f J f J f J

= =

= + + +

f x x x x

x x x

…

 

где J1,
 
J2,

 
...,

 
JK – гипермнимые единицы со следую-

щим некоммутативным законом умножения: 

,  , 1, ,
r s s r

J J J J s r K⋅ = − ⋅ ∀ =  

2

1, 1,2,..., ,

 0, 1, 2,..., ,

1, 1, 2,..., ,

s

s u

J s u u u v

s u v u v u v w

− =


= = + + +
+ = + + + + + +

 

где u + v + w
 
=

 
K и u, v, w – набор целых чисел, характе-

ризующих количество гиперболических, эллиптиче-

ских и параболических мнимых единиц.  

В данной работе мы опираемся на следующие 

гипотезы [7]: 

1. Мозг интерпретирует каждый пиксель изображе-

ния не как многомерный вектор, а как многомер-

ное гиперкомплексное число. Если мы допускаем 

существование векторной природы пикселей, то 

можно пойти и дальше: допустить возможность 

умножения этих векторов. Тем самым мы не оп-

ровергаем векторную природу пикселя, а обога-

щаем её дополнительными математическими воз-

можностями. Речь идёт о расширении возможно-

стей математического языка описания реальной 

действительности за счёт введения операции ум-

ножения пикселей с векторной природой. Как ока-

зывается, такое расширение позволяет разрабаты-

вать новые алгоритмы обработки и распознавания 

многоканальных изображений. 
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2. Визуальные системы животных с различной эволю-

ционной историей используют различные гипер-

комплексные алгебры для обработки цветных и мно-

гоканальных изображений. По-видимому, отдел 

Visual Cortex обладает способностью оперировать 

пикселями изображения как с гиперкомплексными 

числами.  

3. Головной мозг использует различные алгебры на 

двух уровнях: коммутативные алгебры на уровне ре-

тины при их обработке и некоммутативные алгебры 

на уровне VC при распознавании изображений.  

1. Алгебраические модели  

бихроматических изображений 

2D бихроматические изображения 

( ) 2 2

1 2 0 1 2 1 1 2
( , ) ( , ), ( , ) :x x f x x f x x= →f R V  

обладают двумя атрибутами: R
2
,
 
V

2
 – физическим и 

визуальным 2D-пространствами. В соответствии с [7, 

8] мы оснащаем эти пространства структурами 2D-

алгебр обобщённых комплексных чисел 

( )2
|1,

Sp
Alg IR  и ( )2

|1,
Vis

Alg JR , т.е. 

( )

{ }
( )

{ }

2

2

1 2 1 2

2

2

|1, :

, ,

|1, :

, ,

Sp

Vis

Alg I I

x Ix x x

Alg J J

r Jg r g

→ = + =

= = + ∈

→ = + =

= = + ∈

R R R R

z R

V R R R

RZ

 

где I и J – пространственная и бихроматическая мни-

мые единицы. Эти алгебры называются простран-

ственной и бихроматической алгебрами [9,
 
10] физи-

ческого R
2
 и перцептуального V

2
 пространств. Име-

ется три пространственные алгебры. 

Если 2 2 1I I−≡ = − , то алгебра 

( ) { }2

2 1, , ; 1
Sp

Alg I x I y x y I− − −= = + ∈ = −R z R  

является полем комплексных пространственных чи-

сел, где I –
 
=

 
i – обычная классическая (эллиптическая) 

мнимая единица. 

Если 2 2 1I I+≡ = + , то алгебра 

( ) { }2

2 1, , ; 1
Sp

Alg I x I y x y I+ + += = + ∈ = +R z R   

является кольцом двоичных пространственных ком-

плексных чисел, где I +
 
=

 
e – классическая двойная (ги-

перболическая) мнимая единица. 

Если 2 2

0
0I I≡ = , то алгебра  

( ) { }2

2 0 0 01, , ; 1
Sp

Alg I x I y x y I= = + ∈ = −R z R  

является кольцом дуальных пространственных ком-

плексных, где I0
 ≡ ε – классическая дуальная (парабо-

лическая) мнимая единица. 

Как будет показано ниже, эти алгебры описывают 

различные геометрии физического пространства 

(Евклидову, Минковского и геометрию Галилея). Это 

означает, что на алгебраическом языке можно доста-

точно просто описывать различные геометрические 

преобразования изображений различной геометриче-

ской природы. 

Аналогично существуют три перцептуальных ал-

гебры с различными геометрическими (метрически-

ми) свойствами: 

если 2 2 1J J−≡ = − , то перцептуальная алгебра 

( ) { }2

2 1, , ; 1
Vis

Alg J x J y x y J− − −= = + ∈ = −R z R  

– поле комплексных бихроматических чисел, где J – – 

бихроматическая мнимая единица, подобная обычной 

классической мнимой единице;  

если 2 2 1J J+≡ = + , то перцептуальная алгебра 

( ) { }2

2 1, , ; 1
Vis

Alg J x J y x y J− − −= = + ∈ = −R z R  

– кольцо двойных бихроматических чисел, где J + – би-

хроматическая мнимая единица, подобная обычной 

двойной единице J +
 
~

 
e; 

если 2 2

0
0J J≡ = , то перцептуальная алгебра 

( ) { }2

2 0 0 01, , ; 1
Vis

Alg J x J y x y J= = + ∈ = −R z R  

представляет собой кольцо дуальных бихроматиче-

ских чисел, где J0 – бихроматическая мнимая едини-

ца, подобная обычной дуальной единице J0
 
~

 
e. 

Существует девять алгебраических моделей би-

хроматических изображений 
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→

→

f z R R

f z R R

f z R R

 

Для обозначения шести алгебр будем пользовать-

ся символом Ret

2
Alg

 
или символом ( )Ret

2 1,Alg BR , где 

( )
( )

( )

Sp

2Ret

2 Vis

2

1, , ,
1,

1, , .

Alg B B I
Alg B

Alg B B J

 =
= 

=

R
R

R
 

В алгебрах Ret

2
Alg  введём операцию сопряжения, ко-

торая отображает каждый элемент Z
 
=

 
a

 
+

 
Bb в эле-

мент Z a Bb a Bb= + = − . 
Определение 1. Пусть Z

 
=

 
a

 
+

 
Bb, тогда квадратич-

ная форма ( ) 2 2 2
:N Z Z ZZ a B b I= = = −  называется 

псевдонормой числа Z
 
=

 
a

 
+

 
Bb, а ( )Z N Z ZZ= =  – 

его модулем. 
Очевидно, N(Z1Z2)

 
=

 
N(Z1)N(Z2). Поэтому 2D-алгебры 

( )2 2
|1,

Sp Sp
Alg Alg I≡ R  и ( )2 2

|1,
Vis Vis

Alg Alg J≡ R
 
легко 

превратить в псевдометрические пространства:  
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( ) ( )

( ) ( )

1 2

1 2

( , ) 2

2 2 1 2

( , ) 2

2 2 1 2

|1, , , ,

|1, , , ,

Sp s sSp

Vis s sVis

Alg J

Alg J

→ = ρ

→ = ρ

R Geo R z z

R Geo V Z Z

 

если в них определить следующие псевдометрики  

( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

1 2 2 1 2 1

2 22

2 1 2 1

2 2

1 2 1 2 2 1

2 2 Ret

2 1 2 1 2

2 2 Ret

2 1 2 1 2

Ret

2 1 2 0

, :

, ,

, lg ,

, ,

Z Z Z Z Z Z

a a J b b

s a a s b b

a a b b Z Alg B

a a b b Z A B

a a Z Alg B

−

+

ρ = − − =

= − − − =

= − + − =

 − + − ∈


= − − − ∈


− ∈


R

R

R

 

где Z1
 
=

 
a1

 
+

 
Bb1, Z2

 
=

 
a2

 
+

 
Bb2, а два символа (s1,

 
s2) в 

выражениях 1 2 1 2( , ) ( , )

2 2
,Sp s s Vis s s

Geo Geo  обозначают сигна-

туру псевдометрики (s1
 
=

 
+1, s2

 
=

 
–1,

 
0,

 
+1). После вве-

дения псевдометрики алгебры ( )Ret

2
|1,Alg BR  транс-

формируются в следующие псевдометрические про-

странства 1 2Ret( , )

2

s s
Geo : 

– двухмерная геометрия Евклида 

( )Ret( , ) Ret

2 2
;Alg B+ +

−= ρGeo R  (пространственная 

Sp( , )

2

+ +
Geo  и перцептуальная Vis( , )

2

+ +
Geo  геометрии); 

– двухмерная геометрия Минковского 

( )Ret( , ) Ret

2 2
;Alg B+ −

−= ρGeo R  (пространственная 

Sp( , )

2

+ −
Geo  и перцептуальная Vis( , )

2

+ −
Geo  геометрии); 

– двухмерная геометрия Галилея 

( )Ret( ,0) Ret

2 2 0
;Alg B+ = ρGeo R  (пространственная 

Sp( ,0)

2

+
Geo  и перцептуальная геометрии Vis( ,0)

2

+
Geo ). 

Определение 2. Множество всех точек обобщён-

ной комплексной плоскости 1 2Ret ( , )

2

s s
Geo , удовлетво-

ряющее уравнению |Z|
2 
=

 
a2

 
–

 
B

2
b

2 
=

 
R

2
 называется 

1 2Ret ( , )

2

s s
Geo -окружностью радиуса R с центром в на-

чале координат.  

Пример 1. Пусть ( ) ( )Ret

2 2
|1, |1,

Sp
Alg B Alg I≡R R , 

тогда имеется три типа окружностей: Sp( , )

2

+ +
Geo -

окружность – классическая Евклидова окружность, 
Sp( , )

2

+ −
Geo -окружность (гиперболическая окружность) – 

окружность Минковского и Sp( ,0)

2

+
Geo -окружность 

(окружность Галилея) – две параллельные линии. 

Пусть Z
 
=

 
a

 
+

 
Bb – произвольное обобщённое 

комплексное число (пространственное или бихрома-

тическое), тогда число Z0
 
=

 
Z / |Z| будет иметь единич-

ный модуль, если |Z|
 
=

 
R

 
≠

 
0. Легко проверить, что 

( ) ,
Ba b

Z Z B R B R
Z Z

e θ
 

= ⋅ + = ⋅ α + ⋅ α = ⋅  
 

cos sin  

где cos α и sin α – тригонометрические функции Евк-

лида (классические cos α = 
cos α, sin α 

=
 
sin α), Минков-

ского (гиперболические cos α = 
ch α, sin α 

=
 
sh α) и Га-

лилея (cos α = 
cg α, sin α 

=
 
sg α).  

Определение 3. Бихроматическим изображением 

2 2
( ) : ( |1, ) ( |1, )Sp VisAlg I Alg J→f z R R  называется 

2
( | )VisAlg JR -значный сигнал, зависящий от обоб-

щённой комплексной переменной 
2

( |1, ),SpAlg I∈z R  

т.е. 
0 1 2 1 1 2

( ) ( ) ( ). f x Ix J f x Ix= + + ⋅ +f z  

Определение 4. Преобразования 

' ,       ' ,      ' ,

' ,   ' ,   ' ,

sp

ch

I

J

e

e

ϕ

θ

= + = λ =

= + = µ =

z z w z z z z

Z Z W Z Z Z Z

 

где 
2

,  ', SpAlg∈z z w  и 
2

, ', VisAlg∈Z Z W  называются 

трансляцией, масштабированием и вращением физи-

ческого 1 2( , )

2

Sp s s
Geo  и бихроматического 1 2( , )

2

Vis s s
Geo  

пространств соответственно.  
Эти преобразования формируют группы:  

1)  две группы пространственных 1 2( , )

2
( )Sp s s

Tr Geo  и 

бихроматических 1 2( , )

2
( )Vis s s

Tr Geo  трансляций,  

2)  две группы пространственных 1 2( , )

2
( )Sp s s

Sc Geo  и 

бихроматических 1 2( , )

2
( )Vis s s

Sc Geo  масштабных 

преобразований,  

3)  две группы физических 1 2( , )

2
( )Sp s s

Rot Geo  и бихро-

матических 1 2( , )

2
( )Vis s s

Rot Geo  вращений.  

Преобразования изображений (геометрические и 

цветовые искажения) в физическом и в перцептуаль-

ном пространствах могут быть описаны на языках 

пространственной и перцептуальной алгебр. Эти ис-

кажения могут быть вызваны:  

1)  пространственными преобразованиями (трансля-

циями z'
 
=

 
z

 
+

 
w, вращениями z'

 
=e

Iϕsp z, изменения-

ми масштаба z'
 
=

 λz) и  

2)  бихроматическими преобразованиями (бихрома-

тической трансляцией f
 
+

 
W, преобразованием 

цвета e 
Jθch f и преобразованием насыщенности µf). 

Если f (z) – некоторое исходное бихроматическое 

изображение, то изображение  

( ), ,

, , ( ) spch ch

sp

JJ
e e

ϕµ θ θ

λ ϕ = µ ⋅ λ + +
w

f z f z w
W

W  

является его искажённой версией. Пространственные 

искажения здесь вызваны аффинными преобразова-

ниями физического пространства: z
 → λe 

Jϕch z
 
+

 
w , а 

цветовые – аффинными преобразованиями перцепту-

ального пространства f
 → µe 

Jθch ⋅ f
 
+

 
W . 

2. Алгебраические модели цветных изображений 

Цветное изображение является векторнозначной 

функцией вида: 
3

( ) : ,
n

rgb
→f x R V  где 

3

rgb
V  – трихрома-

тическое (цветовое) RGB-пространство. Мы будем ин-

терпретировать цветные изображения как триплетно-

значные сигналы 
1 2

( ) ( )1 ( ) ( )
r g col b col

f f f= + ε + εf x x x x , 

которые принимают значения в триплетной (цвет-
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ной) алгебре 
2 1 2

3
( 1, , ) : 1

Vis

col col col
Alg ε ε = + ε + εR R R R , 

где 1 21 , ,
col col col

ε ε  – три гипермнимые (цветные) едини-

цы с одним из трёх свойств: 3 1,
col

ε = +  3 0
col

ε =  либо 

3 1
col

ε = −  [11–16]. Для краткости будем обозначать их 

как 1,
 ε1

,
 ε2

. Очевидно, существует три перцептуаль-

ных цветных алгебры: 

1) Если 3 3 1−ε = ε = − , то  

( )

{ }

2 1 2

3

1 2

1, , : 1

1 , ,

VisAlg

r g b r g b

− − − −

− −

ε ε = + ε + ε =

= = + ε + ε ∈

R R R R

RC

 

– цветная алгебра цветных ациклических чисел. 

2) Если 3 3 1+ε = ε = + , то 

( )

{ }

2 1 2

3

1 2

1, , : 1

1 , ,

VisAlg

r g b r g b

+ + + +

+ +

ε ε = + ε + ε =

= = + ε + ε ∈

R R R R

RC

 

– цветная алгебра цветных циклических чисел. 

3) Если 3 3

0
0ε = ε = , то 

( )

{ }

2 1 2

3 0 0 0 0

1 2

0 0

1, , : 1

1 , ,

VisAlg

r g b r g b

ε ε = + ε + ε =

= = + ε + ε ∈

R R R R

RC

 

– цветная алгебра цветных нильпотентных чисел.  

Цветные циклические числа формы C = x1 + yε + zε2
 

(ε3 
=

 
1) были впервые открыты Ч. Гревсом в работе 

[11]. Он назвал эти числа триплетами. Учитывая 

контекст данной работы, будем называть их цветны-

ми числами. 

Сложение и умножение двух цветных чисел 

C1
 = (r1

 + g1ε
 + b1ε

2
) и C2

 = (r2
 + g2ε

 + b2ε
2
) определяются так:  

2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

2

1 2 1 2 1 2

2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2

2

1 2 1 2 2 1

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ,

( ) ( )

( ) ( )

( ) .

r g b r g b

r r g g b b

r g b r g b

r r g b b g r g r g b b

r b g g r b

+ = + ε + ε + + ε + ε =

= + + + ε + + ε

⋅ = + ε + ε ⋅ + ε + ε =

= + + + + + ε +

+ + + ε

C C

C C  

Легко проверить, что триплетное произведение 

изоморфно 3-точечной циклической свёртке  

2 2

1 2 1 1 1 2 2 2

1 1 1 2 2 2

1 2 1 2 1 2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 2 1

( ) ( )

( , , )*( , , )

( ,  ,  ).

r g b r g b

r g b r g b

r r g b b g r g r g b b r b g g r b

= + ε + ε ⋅ + ε + ε ≡

≡ =

= + + + + + +

C C

 

Триплетное сопряжение числа C = (r + gε + bε2
) опре-

деляется равенством: 2 2 1 .r g b r g b= + ε + ε = + ε + εC  

Норма || C ||2 и модуль | C |2 определяются выражениями 

2 2

2

2 2 2

2 2 2

2 2

( )( )

( ) ( ),

( ) ( ).

r g b r g b

r g b rg rb gb

r g b rg rb gb

= = + ε + ε + ε + ε =

= + + − + +

= = = + + − + +

C CC

C C  CC

 

Ch. Greaves [11] показал, что каждое триплетное чис-

ло имеет три нормы 

1

2 2 2

2

3 3 3

3 1 2

|| ||   | |,   

|| ||   ( ) ( ),

|| ||   || || || || 3 .

r g b

r g b rg rb gb

r g b rgb

= + +

= + + − + +

= = + + −

C

C

C C C 

 

Если расстояние ρ (C, D) между двумя триплетны-

ми числами C и D определить как модуль их разности 

C – D = U = r + gε + bε2
, то в цветовом перцептуальном 

пространстве можно ввести три метрики:  

( )

( )

( )

1 1 1

2 2 2

2 2 22

3 3 33
3 3 3

, | |,

,

( ) ( ),

, 3 .

r g b

r g b rg rb gb

r g b rgb

ρ = − = = + +

ρ = − = =

= + + − + +

ρ = − = = + + −

C D C D U

C D C D U

C D C D U

 

В результате чего алгебра ( )2

3lg 1, ,
Vis ε εRA  цвет-

ных чисел превратится в три 3D метрических про-

странства (с тремя цветными геометриями):  

( )

( )

( )

1 2

3 3

2

3

2 2 2 22
3

3 2 3 3 33
3 3

1, ,  | | ,

1, ,  ( ) ( ) ,

1, ,  3 .

Vis

Vis

Vis

r g b

r g b rg rb gb

r g b rgb

= ε ε + +

=

= ε ε + + − + +

= ε ε + + −

Geo R

Geo

R

Geo R

A

A

A

 

Гревс дал алгебраическую и геометрическую ин-

терпретации триплетным числам. С геометрической 

точки зрения цветное число C = x + yε + zε2
 является 

точкой 3( , , )
RGB

x y z= ∈ VC C  в 3D-цветовом простран-

стве 3

RGB
V  c координатами (x, y, z). С алгебраической 

точки зрения цветная алгебра является прямой суммой 

поля реальных чисел R и поля комплексных чисел 

3
e ,Vis

lu ch
Alg = ⋅ + ⋅ = ⊕R C E R C  где 2(1 ) / 3,

lu
= + ε + εe  

2 2

3 3
(1 ) / 3

ch
= + ω ε + ω εE  – так называемые ортогональ-

ные идемпотенты (проекторы) 2 2,  ,  
lu lu ch ch

= =e e E E  

(eluEch
 = Echelu

 = 0) и ω3
 := exp (2π/3). Действительно, в 

соответствии с полиномиальной китайской теоремой 

об остатках имеем 
3 2

3

2

[ ] / ( 1) [ ] / ( 1)( 1)

[ ] / ( 1) [ ] / ( 1) .

Vis
Alg x x x x x x

x x x x x

− = − + +

− ⊕ + + ⊕

R R

R R R C

∼ ∼

∼ ∼

 

Следовательно, каждое цветное число C = x + yε + zε2
 

является линейной комбинацией C = alu⋅elu
 + Zch⋅Ech

 = 
= (alu,

 Zch) реальной alu⋅elu и комплексной Zch⋅Ech состав-
ляющих в идемпотентном базисе {elu,

 
Ech}, где 

2 2 2

3 3

1 2 2 2

3 3 3 3

( ) (1 ) / 3

( ) (1 ) / 3 ,

ch ch ch lu
Z

r g b

r g b

⋅ = ⋅ = =

 = + ε + ε + ω ε + ω ε = 

 = + ω + ω + ω ε + ω ε 

E E eC

 

и поэтому alu
 
=

 
(r

 
+

 
g

 
+

 
b), 
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1 2

3 3

3
( ) ( ).

2 2
ch

g b
Z r g b r i g b

+ 
= + ω + ω = − + − 

 
 

Мы будем называть alu
 ∈ 

R яркостными, а Zch
 ∈ 

C 
хроматическими числами. По этой причине цветные 
изображения можно рассматривать в двух форматах: 

( )

2
( ) ( )1 ( ) ( ) ,

( ) ( ) ( ) = ( ), ( ) .

R G B

lu lu ch ch lu ch

f f f

f f

= + ε + ε

= +

f z z z z

f z z e f z E z f z
 

Первое представление называется (R,
 
G,

 
B)-

форматом, а второе – яркостно-хроматическим (“lumi-

nance-chrominance” – LC). Последний формат 

(f lu(z),
 
fch(z)) определяет изображение в терминах ярко-

стной flu(z) и хроматической fch(z) составляющих, где 
|fch(z)| – насыщенность и arg{fch(z)} – цветовой тон f(z). 

Изменения цветового тона, насыщенности и ярко-

сти достаточно просто описываются на языке цветной 

алгебры.  

Пусть для примера A = (ali,
 
Zch) = (aln, |Zch|e

iϕ
), где 

ali > 0, тогда следующие преобразования  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

, ,

, ,

,

lu ch lu ch

i

lu ch lu ch

i

lu lu ch ch

a Z f

a Z e f

a f Z e

ϕ

ϕ

→ ⋅ = ⋅ =

= ⋅ =

=

f z f z z f z

z f z

z f z

A

 

меняют яркость, цветовой тон и насыщенность цвет-

ного изображения. Множество таких преобразований 

формирует яркостно-хроматическую группу  

     
а) ϕ = 0                                            б) ϕ = π /12                                                 в) ϕ = π /6 

     
г) ϕ = π /4                                              д) ϕ = –π /12                                   е) ϕ = –π /16 

Рис. 1. Изменение цветового тона у исходного изображения f(z)→ 
A⋅ f(z)=(1,eiϕ)⋅ (flu(z), fch(z))=(flu(z), eiϕ

fch(z):  

исходное изображение ”Yorick” (ϕ = 0) (a), ϕ = π /12 (б), ϕ = π /6 (в), ϕ = π /4 (г), ϕ = –π /12 (д), ϕ = –π /6 (е)



Алгебраические модели и методы компьютерной обработки изображений. Часть 1… Лабунец В.Г., Кох Е.В., Остхаймер Е.  

90  Компьютерная оптика, 2018, том 42, №1 

( )( )

( ) ( ) ( ){ }
3

, R & .

Vis

lu ch lu ch

Alg

a Z a Z+

ε =

= ∈ ∈

LCG R

C

 

В частности, если A = (ali,
 
Zch) = (1, e

iϕ
), то следую-

щие преобразования  

( ) ( ) ( )
( ) ( )

1, ( ), ( ) ( ), ( )
i i

lu ch lu ch
e f f e

ϕ ϕ

→ ⋅ =

= ⋅ =

f z f z

z f z z f z

A

 

меняют только цветовой тон изображения (рис. 1). 

Множество подобных преобразований формирует ор-

тогональную группу преобразований цветового тона 

( )( ) ( ){ }3
1,Vis i iAlg e eϕ ϕε = ∈HOG R C  (hue orthogonal 

group). 

Пусть A = (1,
 
s), s > 0, тогда преобразования  

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1, ( ), ( ) ( ), ( )
lu ch lu ch

s f f s

→ ⋅ =

= ⋅ =

f z f z

z f z z f z

A
 

изменяют только насыщенность исходного изобра-

жения (рис. 2).  

Множество таких преобразований формирует 

группу преобразований насыщенности   

( )( ) ( ){ }3
1,Vis

col
Alg s s +ε = ∈SaG R R  

(saturation group). 

Если же A 
=

 
(1,

 
Zch)

 
=

 
(1,

 
se

iϕ
), то преобразования  

      
а) s = 1                                              б) s = 1,3                                           в) s = 1,6 

     
г) s = 2                                         д) s = 0,6                                 е) s = 0,3 

Рис. 2. Изменение насыщенности исходного цветного изображения f(z)→ 
A⋅ f(z)=(1,s)⋅ (flu(z), 

fch(z))=(flu(z), sfch(z)): 

исходное изображение ”Yorick” (s = 1) (а); s = 1,3 (б); s = 1,6 (в); s = 2 (г); s = 0,6 (д); s = 0,3 (е) 
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( ) ( )

( )

( ) ( ) 1, ( ), ( )

( ), ( )

i

lu ch

i

lu ch

se f

f se

ϕ

ϕ

→ ⋅ = ⋅ =

=

f z f z z f z

z f z

A

 

изменяют и цветовой тон, и насыщенность исходного 

изображения (рис. 3). Множество таких преобразова-

ний формирует хроматическую группу  

( )( )
( ) ( ) ( ){ }

3

1, & .

Vis

col

i i

Alg

se e s
ϕ ϕ +

ε =

= ∈ ∈

ChG R

C R

 

3. Мультиплетные модели  

многоканальных изображений 

Традиционно многоканальные изображения ин-

терпретируются как K–D векторнозначные сигналы 

( ) ( )0 1 1
( ), ( ), , ( ) : .

n K

K
f f f −= →f x x x x R V…  

Мы будем интерпретировать их как мультиплет-

но-значные сигналы  

1 2 1

0 1 2
( ) ( ) ( ) ( ) .. ( ) ,

K

K
f f f f

−= + ε + ε + + εf x x x x x  

которые принимают значения в мультиплетной ал-

гебре ( )1 1 1
1, ,..., 1

Vis K K

K
Alg

− −ε ε = + ε + + εR R R R… , где 

x∈R
n
 и 1, ε1

, ..., εK–1
 (εK

= +1,
 
0,

 
–1) – мультицветные ги-

пермнимые единицы, которые могут иметь одно из 

трёх свойств εK
= +1,

 
0,

 
–1 [12–16].  

Любое мультиплетное число представляется ли-

нейной комбинацией гипермнимых единиц  

1 2 1

0 1 2 1
... ,  .

K

K i
a a a a a

−

−= + ε + ε + + ε ∈ RM  

Эти числа (в зависимости от εK
= +1,

 
0,

 
–1) форми-

руют три мультиплетных алгебры 

( ) ( ), , 1 2 1

1 2 1

1, , ,...,

... ,

Vis Vis K

k k

K

Alg Alg
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+ + +

−
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R R R R
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( ) ( )
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1 2 1

0, 0, 1 2 1

0 0 0
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0 0 0
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K
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K

Alg Alg
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= ε ε ε =

= + ε + ε + + ε

= ε ε ε =
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R R R R

R R

R R R R





 

Сложение пары мультиплетных чисел M1 и M2 в 

трёх алгебрах имеет одну и ту же форму:  

( )

( )
( ) ( ) ( )

1 2

2 1

0 1 2 1

2 1

0 1 2 1

1 1

0 0 1 1 1 1

...

...

... .
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a a a a
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a b a b a b

−

−

−

−

−

− −

= + =

= + ε + ε + + ε +

+ + ε + ε + + ε =

= + + + ε + + + ε

M M M

 

Следовательно, по отношению к сложению все 

три алгебры формируют одно и то же векторное про-
странство. Правила умножения любой пары мульти-

плетных чисел M1 и M2 в трёх мультиплетных алгеб-

рах различны 
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0 1 2 1

2 1
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∑ ∑ ∑⊖

M M M

 

     

а) s = 1, ϕ = 0                                б) s = 1,3, ϕ = –π /12                     в) s = 1,6, ϕ = +π /12 

Рис. 3. Изменение хроматической составляющей (цветового тона и насыщенности)  

цветного изображения f(z)→ 
A⋅ f(z)=(1,se iϕ)⋅ (flu(z), 

fch(z))=(flu(z), se iϕ
fch(z)):  

исходное изображение ”Yоrick” (s = 1, ϕ = 0) (а), s = 1,3, ϕ = –π /12 (б), s = 1,6, ϕ = +π /12 (в) 
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для ( ) ( ), , 1 2 1
1, , ,...,

Vis Vis K

k kAlg Alg
+ + −

+ + += ε ε εR R� ; 

( )
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0 1 2 1
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для ( ) ( ), , 1 2 1
1, , ,...,

Vis Vis K

k kAlg Alg
− − −

− − −= ε ε εR R�  и  

( )
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1 2
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0 1 0 2 0 1 0
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K

K

K
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1 1 1 1

0 0 0

0 0 0 0

1 1 1

0 0

0 0 0

Hev( ) .

K K K K
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K K K
l l

l m m l

l m l

a b a b
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− − − −
+
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   
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для ( ) ( )0, 0, 1 2 1

0 0 01, , ,...,
Vis Vis K

k kAlg Alg
−

= ε ε εR R� . 

Легко видеть, что мультиплетные произведения 
изоморфны дискретным K – точечным свёрткам – 
циклической, ациклической и нильпотентной соот-
ветственно:  

1

0
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0
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Sign( ) ,  

Hev( ) .

K

l m m

m

K

l m mm
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Примечание. При циклическом и ациклическом 
сдвигах вправо последний элемент последовательно-
сти встает на место первого элемента без изменения 
или с изменением знака соответственно (по причине 
ε

K
=+1, –1). При нильпотентном сдвиге последний 

элемент последовательности исчезает, а на месте пер-
вого элемента появляется 0 (из-за ε

K
=0).  Свойство 

элемента алгебры превращаться в 0 при его возведе-
нии в некоторую степень называется нильпотентно-
стью. Отсюда следует и название свертки. 

Используя полиномиальную китайскую теорему 

об остатках, можно легко доказать, что , ( )Vis

K
Alg +

R � и 
, ( )Vis

K
Alg −

R � являются прямыми суммами полей ре-

альных и комплексных чисел: 
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1
2

1 2

1

1

2
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, if  odd,
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где i

lu
e  и j

ch
E  – «реальные» и «комплексные» ортого-

нальные идемпотенты, такие, что 2( ) ,  i i

lu lu
=e e  

2( ) ,   j j i j j i

ch ch lu ch ch lu
= =E E e E E e  для всех i и j. 

Пусть Klu
 
=

 
0, 1, 2 и Kch

 
=

 
K/2,

 
(K/2)

 
–

 
1,

 
(K

 
–

 
1)/2 . 

Каждый мультиплет , ( )Vis

K
Alg ±∈ RM  может быть 

представлен в виде линейной комбинации Klu «ска-

лярных» и Klu «комплексных» составляющих: 

( ) ( )
1 1

.

lu chK K
i j

i lu j ch

i j

a
= =

= ⋅ + ⋅∑ ∑e z EM  

Реальные числа ai∈R называются мультиярко-

стями, а комплексные zj∈C – мультихроматами. В 

таком представлении две главные арифметические 

операции имеют простую форму:  
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1 1 1 1

1 1

,
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K K K K
i j i j
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( ) ( )
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1 1 1 1
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i i j j
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Мультиплетные алгебры не являются полями. Они 

формируют числовые кольца с делителями нуля. 

Определение 5. 2D многоканальные сигналы типа  

1 1

0 1 1
,( ) ( ) ( ) ( ) K

K
f f f −

−
= + ε + + εz z z zf …  

( )
1 1

1 2 1 2

( ) ( ) ( )

( ), ( ),..., ( );  ( ), ( ),.., ( )lu ch
K K

lu chK K
i i j j

lu lu ch ch
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lu lu lu ch ch ch
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f f f
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   = ⋅ + ⋅ =   
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∑ ∑f z z e f z E

z z z f z f z f z

 

называются мультиплетнозначными изображениями 

в мультиплетном и мультияркостнохроматическом 

форматах, соответственно [7]. 

Первый формат определяет изображение K ярко-

стями каждого канала. Второй формат определяет его 

яркостными частями 1 2( ( ), ( ),..., ( ))luK

lu lu lu
f f fz z z  и Kch 

хроматическими компонентами   
1 2( ( ), ( ),.., ( )),chK

ch ch ch
f z f z f z  где 1 2| ( )| | ( )| | ( )|, ...,, chK

ch ch ch
f z f z f z  

– мультинасыщенности и  
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 1 2arg{ ( )} arg{ ( )} arg{ ( )}, , ..., Kch

ch ch ch
f z f z f x  – мультицве-

товые тона многоканального изображения f(z). 

Изменения мульти-яркости и мульти-хроматичности 

у многоканального изображения легко описываются 

на языке мультиплетной алгебры ( )Vis

K
Alg R  как пре-

образование f(z)→M⋅f(z) для подходящего мульти-

летного числа M. Например, если 
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то преобразование  
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изменяет мультияркости, мультицветовые тона и 

мультинасыщенности. Множество таких преобразо-

ваний формирует группу 

( )( )

( ){
( )

( )}

1 2 1

1 2 1 2

1 2

1 2

1, , ,...,

, ,..., ;  , ,..,

, ,..., R &

& , ,.., .

lu ch

lu

ch

K

k

K K

lu lu lu ch ch ch

K

lu lu lu

K

ch ch ch

a a a Z Z Z

a a a

Z Z Z

−

+

ε ε ε =

= ×

× ∈

∈

MLCG R

C

A

 

Мы предполагаем, что головной мозг может ис-

пользовать гиперкомплексные алгебры для менталь-

ного изменения мультияркости и мультихроматич-

ности многоканальных изображений, которые возни-

кают в памяти мозга на так называемом «экране 

сознания», например, во время сна.  

Заключение 

Разработан новый алгебраический подход к мате-

матическим моделям многоканальных изображений, 

основанный на коммутативных гиперкомплексных 

алгебрах. Наша цель состояла в том, чтобы показать, 

что гиперкомплексные алгебры являются адекватным 

математическим аппаратом для описания многока-

нальных изображений. Более того, можно привести 

достаточное количество аргументов в пользу того, 

что мозг животных в процессе эволюции приобрёл 

способность оперировать гиперкомплексными чис-

лами в процессе обработки и распознавания изобра-

жений. Поэтому мозг животных может рассматри-

ваться как компьютер, работающий в некоторой ги-

перкомплексной алгебре.  
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ALGEBRAIC MODELS AND METHODS OF COMPUTER IMAGE PROCESSING.  

PART 1. MULTIPLET MODELS OF MULTICHANNEL IMAGES 
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Abstract  

We present a new theoretical framework for multichannel image processing using commutative 

hypercomplex algebras. Hypercomplex algebras generalize the algebras of complex numbers. The 

main goal of the work is to show that hypercomplex algebras can be used to solve problems of 

multichannel (color, multicolor, and hyperspectral) image processing in a natural and effective 

manner. In this work, we suppose that the animal brain operates with hypercomplex numbers when 

processing multichannel retinal images. In our approach, each multichannel pixel is considered not 

as an K–D vector, but as an K–D hypercomplex number, where K is the number of different opti-

cal channels. The aim of this part is to present algebraic models of subjective perceptual color, 

multicolor and multichannel spaces.  

Keywords: multichannel images, hypercomplex algebra, image processing. 
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