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ЗАДАЧА РАДОНА И ЭЛЛИПТИЧЕСКИЕ СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ

Приводится точное решение бесконечной системы урав 
нений в виде интеграла  типа Коши. Полученное реше
ние п озволяет  получить новые алгоритмы для в о с с т а 
новления функции по известным от нее интегралам по 
заданному семейству кривых.

В работе за д а ч а  Радона интерпретируется  как за д а ч а  Коши для 
бесконечномерного аналога  эллиптической системы типа Б ельтрами . Для 
этой  системы получена формула Коши и даны необходимые и достаточные 
условия разрешимости, которые приводят соо тветств ен н о  к формуле об
ращения и критериям разрешимости зад ачи  Р адон а .  Предлагаемый подход 
и нтересен ,  в ч а с т н о с т и ,  тем , что допускает  обобщение на криволинейный 
с л у ч а й .  Перейдем к точным формулировкам.

Рассм атривается  плоская з ад а ч а  Радона в ограниченной ст р о го  вы
пуклой области  Л  с гладкой границей &SI : найти непрерывную 
функцию а  (ж , у )  в области SI  чере з  интегралы от нее по в с е в о з 
можным прямым, пересекающим данную о б л а с т ь .  И звестно ,  что в дифферен
циальной форме указанная  за д а ч а  сводится  к нахождению правой час ти  
уравнения

по известным значениям решения 21 i f )  на поверхности

2  s  ffSlx [ - яг, л ] ,

и ( х , у , у ) \ ^  -

Будем с ч и т а т ь ,  что  SI  -о б л а с т ь  в С и Q (z )  =

и  ( z ,  ? )=  и  ( ^ ,  У ) 1 Z  =JC
Удобное для наших целей час тн о е  решение уравнения ( I )  п р е д с т ав 

л яет ся  чер ез  искомую функцию a f z )  в виде

о’ос ( I )

U (z>  'f a ( t )  f ( 2 )



где ~ 0ТРезки  прямой /  , соединяющей точки О О 2 В O SI ,

\ [ $ ; Г =  4  ■ * - $ ( * - 4  Л  s e  t o , 1 ] } ,

i - S ( z - t2) , S e  [0,1] } ,

у  =  a zg , ( z - 0 2 )= a ? r fl(O r -& )  ( 4  “ 4 4  ■

На поверхности  %  функция Z 2 { z* ! f)  выражается ч ер е з  данные 
Радона

U (2у 4

если Z  = 4  > 4 4  4 4

(3)
если  z= 2 z > <f= a ? g ( 07- t 2)  •

Отсюда с л е д у е т ,  что

у  ( i ^  у )  = - /  / у  , y j  ^  \ / t f ,-6-z e & S L , у  =  z ? ^  .

Разложив функцию 2/ ( z ,у>) в ряд Фурье по переменной у 7

~  . -1(2лт-Г)? _  l ( 2 n ^ f) y  ~  -2 />у
2z ( z t &)=- 2  ( Мл 6 +- 2/п £ )  ^ /2 е

п-0 л -0

и используя формулу СI),получим рекуррентные соотношения

2 Re ( 210х -  (Д)

У-Пду L U fitf ^ и (ги-0-& ~L -О , 27-0,0, -•■ (5)

Введем вектор  U f z )  -  {z/a ( z ) ,  (Z),. . .J ,  оператор сдв и га  влево

I f *  }?70 }={&/'%>'"} и операторы дифференцирования
^  г  / Я  У  х 0  1 , 0  , у  ,



Тогда для в е к т о р -  функции 2/ f z )  из ( 5 )  получим бесконечномер
ный аналог уравнения типа Бельтрами

СО

Для z e  sl  имеет место  разложение

f ( z , it )= 2 * e  Л  Л  е
/ 7 = 0

поэтому на границе области / J 2  вектор-функция ? / f z )  удовлетворяет  
равенству

■a z ) \oSL С7)

Условие (3 )  в этом случае имеет вид

Re 2  (/„ t t , ) Ч  Ъ . Т ~ ¥ ~  ¥ t ' ’ f? е е Л ' m
/7 -0  "  1 ^ 2

Определив вектор-функцию г/{% )  в за д а ч е  ( 6 ) , ( 7 ) ,  по формуле (4 )  
найдем искомую функцию a  f a )  .

В конечном сл у чае  св о й ств а  решений системы типа Бельтрами изуче
ны и полностью аналогичны свойствам голоморфного вектора  [2],  В на
стоящей работе эти  свойства  формулируются для решений системы ( 6 )  и' 
используются для решения зад ачи  Р адон а .  Решение системы ( 6 ) ,  как и 
в конечномерном с л у ч а е ,  будем называть U *  -голоморфным вектором. 
Обозначим чере з  €  г  1)  пространство  всех  последовательностей

✓  f i . - Л  с нормой l l / l l j , „ - [ $  l l / f j f y l 11]**.
Будем го в о р и т ь ,  что вектор  -  функция 'и  ( z ) e  C *(s2 ; если

y ( z )^ 2 /o (Z )>  '22f ( s ) , . . . \ s e 2 , а каждая координата ( ? )  есть

функция из С ^ ( Л )  •. Норму в C ^(SL ; )  вводим по формуле



£ S'/) /’ -
Через С ( S I ", )  обозначим пространство  вектор-пункций & {*)

т ак и х ,  что 2({% )& С ( Л  ■, )  для каждого компакта S c S l  . Для
функций, определенных на контуре S j l  , аналогично определим п рост
ранство  функций С и п ространство  Гельдера C ° ,aC( # S l ) ,

состоящее из функций U{/)={'U0(z.)) Uf (Z),...}€.£z , г д е  каждая координата

г / ; ( г ) е С а' ( # Л )  . Норма в этом п ро стр ан ств е  равна :

/ 1

Теорема I .  Пусть 2/ ( 2)  есть  L /*  -голоморфная функция в ограни

ченной области  J1 с гладкой  границей # Л  , т а к а я ,  что

a )  2( ( z ) e  C'CSL', е™)  }

б) г г ( * ) ^ л  = £ ( t ) e  ;  e j ) .

Т огда  при любом % , не лежащем на границе , существует интег
рал типа Коши

и выполняются равенства  (формула Коши)

(9 )

S ( z )  =  ? г ( г )  , если 2 ;

#■(*) = О , если 2 е С \ ( л и 0Л) .
Зам еч ан ие . Если условие б) теоремы имеет вид

/ ^U ( i ) j  ь С  ( & Л \  , т о  производные для / г = - 1.2,...,/г?-2
ISJI существуют и являются ZS* -  голоморфными функция

ми в области SL



Теорема 2 .  Пусть ' (RSI', Sz )  • Функция / f t )  будет г р а 

ничным значением функции У *  -  голоморфной в  Л  , непре
рывной вплоть до границы RSL тогда  и только т о г д а ,  когда выполнено 
условие

/  f [ ( $ ~ t  )£ - ( . i - £ )  l / T ' (  S f - r v ?  ) / ( v  • сю)
/J2

Теорема 3 .  Пусть & (z )  е с т ь  IS *  -  голоморфная функция в облас
ти s i  , непрерывная вплоть до границы области R s i  , так  что

а )  C 0,OC(<?J2 ; e j )  ;

б) Re f  (/а (&,) +/„ (t2)) \ & Ы  = 0 , V t } , * z e#Sl.
77=0 \Zf - t 2 /

00 -ItfatS)?
Функция R-fL ( z ) e  удо вл етво ряет  условию ( 2 ) ,  если

/7 = 0
функция а ( я )  =2 /?£ ,

й з  теорем 1 2 ) , ( 3 )  следуют условия разрешимости задачи  и нтеграл ь
ной геометрии в области Q  .В другой форме условия разрешимости з а 
дачи Радона в к руге  получены Л.НЛестовым f i J .
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