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УРАВНЕНИЯ КОЛЕБАНИЙ ЛОПАСТИ ВИНТА ВЕРТОЛЕТА

Определение кинематических характеристик движения лопастей 
йпсущего винта является центральной задачей в комплексе аэродина
мических и прочностных расчетов вертолета, поскольку она служит 
основой для вычисления сил и моментов, действующих на элемент, в 
«сданном сечении или на винт в целом. Базисом для ее решения слу
пит математическая модель, основанная на системе дифференциальных 
уравнений движения лопасти. Известны два подхода: непосредственное 
интегрирование этой системы или с предварительной дискретизацией 
(математической или „физической" - путем перехода к конечноэлемент- 
кой схеме с упрощением структуры элементов). По-видимому, трудно 
отдать цредпочтение одному из них. Так по данным на 1975 год три 
из шести ведущих вертолетных фирмы США (Белл, Каман, Сикорский) 
применяли континуальную модель, а три другие (Вертол, Хьюз и 
Локхид) - дискретную /20/. В любом варианте основой остаются диф
ференциальные уравнения движения лопасти, выводу которых в возмож
но более общей форме посвящена данная статья.

Искомые уравнения могут быть подучены тремя способами:
„ на основе цринципа наименьшего действия Остроградского-Гамиль-
тона;

» на основе уравнений равновесия элемента лопасти;
» на основе уравнений равновесия отсеченной части лопасти.

В последнем случае, по мнению авторов, существует большая воз
можность ошибок, связанных с пропуском тех или иных слагаемых.
Первые два позволяют проводить выкладки по более регулярному плану. 
Второй способ представляется в то же время более наглядным. Поэто
му он и принят в данной работе.

Введем системы координат: I - инерциальную, П - втулочную 
(невращающуюся, с началом в центре втулки), Ш - базовую (вращаю
щуюся с началом в комлевом сечении лопасти), 1У и 1Уа - главную и 
начальную главную (при ненагруженном состоянии лопасти). Подробнее 
см. /10/ и /II/. Проекции векторов на оси этих систем будем обоз
начать с индексами И,В,Б,Г и Н соответственно. Удобно использовать 
матрицы перехода - от системы I к системе П:
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и от систем П,Ш и 1Уа к системам Ш,1Уа и 1У - /У , К . L /XX, 
соответственно. Введем матривд-столбца Q , М . ^  , ав
С , элементами которых являются проекции силы и момента Р 
в сечении лопасти, раецределенных внеиших силы у, и момента JT 
вектора 1фивизны ж  и орта касательной к упругой линии С н 
оси той или иной системы координат. Введем также кососимметричны 
матрицы

0 Q3 j-Qz * 0 !-ав3|авг
= ■ Q 3! 0 j Q 1 ав = 3Bjj 0 ~\:Х~

"q7 !: Q i T o ~ -зег; эе1 | 0 _

Векторные уравнения теории тонких стержней

Q' + 1 =0 

N '* с * Q +ju =0

с учетом введенных обозначений можно записать в матричной форме:

Q * зе* Q  * 9, = 0 ,

м + ав^м+ = о. (3)

Здесь цроизводные Q' и М ' вычисляются в избранной сист 
ме координат («локальные" производные). В опубликованных работах 
уравнения движения лопасти записывают в разных системах координа 
(Ш,1У,1Уа) или их комбинации. Уравнения в форме (3) являются в
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(том отношении универсальными. Система (2) является неполной, так 
|&к содержит три неизвестных вектора: Q  , М и с Для
юлучения замкнутой системы следует обратиться к уравнениям связи 
гпругих сил и моментов с формой упругой оси. Наиболее распростра- 
юнный подход состоит в использовании соотношений, которые могут 
1ить получены для цилиндрического стержня на основе гипотезы плос- 
1их сечений:

М г - А ( * г - « н ) + й Г1 б * .  (4)

Второе слагаемое учитывает разнос центров тяжести (растяжения)
I жесткости (кручения) в сечении. Элементы диагональной матрицы Д 
■ изгибные и крутильная жесткости лонжерона. В работах /17/ и /19/ 
см. также /3/ и /2/) получены соотношения для закрученного стерж- 
1я. При этом внедиагональные элементы матрицы Д - А «  • А и  » 
А а  и Азз оказываются не равными нулю. Они пропорциональны 

tJ’q . Изменяется также вид элемента Ац и элементов матрицы- 
толбца б *  . Это приводит к появлению упругих связей между 
йгибными и крутильными колебаниями. Однако существует мнение /6/
I необоснованности такого подхода. Этот вопрос нуждается в даль- 
Юйших, по-видимому, в первую очередь экспериментальных исследова- 
иях.

Элементы матриц-столбцов 36 г и 36 н определяются изгибяыми 
1футильными деформациями стержня. Поэтому они отличаются от 
лементов матриц 36 и 36* в уравнениях (3), которые соответ- 
твуют полным перемещениям сечений стержня с учетом деформаций 
«двига от действия перерезывающих сил Q ra и Q r3 . В большинст
ве работ деформации сдвига не учитываются. Исключением являются 
/4/ и /18/. Однако численные результаты, приведенные в /18/, сом
нительны. С.П.Тимошенко /15/ исследовал влияние сдвига на значения 
собственных частот однородной балки сплошного сечения. В рассмот
ренном им примере оно оказалось незначительным. В то же время из 
полученных соотношений следует, что это влияние возрастает с ростом 
двух отношений: модулей упругости Е / & и поперечных размеров 
оечения к длине балки. Как показывают расчеты, выполненные в соот
ветствии с /13/, тот же вывод следует и для тонкостенной бапш.
При этом проявление сдвига больше в плоскости наибольшей жесткости. 
Поэтому для лонжеронов из композиционных материалов можно ожидать 
большего эффекта, особенно в плоскости наибольшей жееткости. Мето
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дика учета сдвига может быть основана на соответственно дополнен
ных уравнениях. Очевидно, что одна из задач цри этом - определение 
среднего угла сдвига /I/. В дальнейшем в данной статье влияние 
сдвига не учитывается.

Используя выражения (3) и (4), получим уравнения колебаний 
лопасти в виде:

о' + эг*(Ь$ =0

{РГА (зег-зен) + 0п бр ]},+ ае*Р[А(аег-аен)+ (5. 

- Q n 6 * J  + C f c ^  = 0.

Здесь Р - матрица перехода от главной к избранной системе 
координат. Компоненты матриц 32* , 32г и Э8Н могут быть выраг 
жены через утлы , if , ф  и , фо и /14/. В мат
ричной форме выражения для 32 г и 32 н имеют вид:

36 г = L г 0 г + н ® н > (6)

где

С0*ф 004If 0 -4ьП-ф ' Г '

- -МЛ, If i 0 ’ =
ф-

МП  ф 004 If 0 004 Ф Ч>'

В матрицы L  н и 0 н входят соответственно ^0 . Фо И ф0 .
Их величины определяются геометрией ненагруженной лопасти, а вели
чина ll’o , кроме того, положением автомата перекоса.

Погонные силы и моменты имеют аэродинамическую и инерционную 
составляющие. Определение аэродинамической нагрузки представляет 
собой весьма сложную самостоятельную задачу (см.например /8/,/9/) 
и в данной статье не рассматривается. Методика определения инерци
онных составляющих и JU дана в /II/ для установившегося
режима полета в предположении об отсутствии колебаний внутри винта 
когда система П является инерциальной. Для маневренного полета с 
учетом вибраций втулки винта в основное выражение (6) /II/ в 
формулу для ускорения точки сечения лопасти следует внести измене
ния: матрицу N заменить произведением Ji/H и дописать в
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качестве слагаемого матрицу-столбец NHS , содержащую проекции 
ускорения втулки на оси базовой системы координат. Можно показать, 
основываясь на свойствах оператора вращения (/5/, стр.453) , что 
производные матрицы перехода, например Н . могут быть записаны 
в форме:

Н = Н S?* = 5?6 Н
(7)

Н = Н ( й г, + Й м ) = ( ^ 6 - 5 ? 6г )Н,

где и £?6-- кососимметрические матрицы, содержащие про
екции угловой скорости системы И на оси систем I и П соответствен
но:

0 1 С
 

1--
-

:Ч,а 0 !---- f - CO bz

0 ! W i-h CO e,i . (8)

«лг - ̂ )щ~| 0 -СОвг I 1~ r ;

Используя (7) и (8), можно показать, что описанное дополнение 
эквивалентно, как это и должно быть, представлению движения как 
суммы относительного в системе Ш и переносного системы Ш относи
тельно системы I.

В выражения дня инерционных сил и моментов (а также и аэродина
мических нагрузок) входят перемещения центра жесткости сечения и, , 
U 2 И U 3 . Поэтому необходимо ввести дополнительные соотноше

ния:

u' + a e * u - c + B  = 0,  О)

где U  и В - матрицы-столбцы с элементами - проекциями на
оси избранной системы координат вектора перемещений и касательной 
к упругой линии ненагруженной лопасти.

Уравнения (5) и (9) совместно с выражениями для 36 - (6),
инерционных /II/ и аэродинамических нагрузок дают замкнутую систе
му уравнений, позволяющую определить изгибно-изгибно-крутильные 
колебания лопасти на заданном режиме полета. Известные ранее 
уравнения /6/,/8/,/12/,/16/,/18/,/19/ и др. могут быть получены 
путем определенных упрощений, в число которых в зависимости от 
подхода того или иного автора входят:
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- линеаризация элементов матрицы L , выражений дая 32 (6) 
связей (9);

- рассмотрение лопасти с прямолинейной до нагружения упругой осью
- рассмотрение лопасти, имеющей симметричный относительно хорды 
профиль и др.
В частности, могут быть выявлены неточности, допущенные в 

некоторых из этих работ (/12/, /16/, /19/). Наиболее полные урав
нения даны в работах А.Ю.Лисса /6/, /7/.
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УДК 621.822.5 , 621.752.2

Д.Е.Чегодаев, М.Е.Проданов, С.Н.Мелентьев

ДИНАМИЧЕСКОЕ ГАШЕНИЕ ВИБРАЦИИ РОТОРОВ 
В УНРУГОДЕМПФЕРНЫХ ОПОРАХ

Виброактивность высокоскоростных роторов является основным 
препятствием для роста эффективности работы современных турбома
шин. Рабочие частоты вращения таких роторов лежат в диапазоне, 
находящемся за первой критической частотой. Это приводит к прежде
временному износу узлов роторной системы и опасности разрушения 
при переходе через резонанс. Одним из эффективных путей снижения
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