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ТЕОРЕТИЧЕСКИЙ МЕТОД ИССЛЕДОВАНИЯ ПРОЦЕССА 
ГЛУБОКОЙ ВЫТЯЖКИ ДЕТАЛЕЙ ТИПА ОБОЛОЧЕК ВРАЩЕНИЯ

Предлагается метод последовательных нагружений для исследо
вания поведения оболочек вращения в процессе их формообразования. 
На каждом этапе нагружения решение задачи находится в результате 
интегрирования соответствующих нелинейных дифференциальных урав
нений задачи. При этом в физических соотношениях учитываются 
предшествующие напряжения, а геометрические соотношения записыва
ются для конечных деформаций. При переходе к очередному этапу 
нагружения уточняются геометрические параметры оболочки.

Основные обозначения.

Для всех функций нижние
индексы обозначают направ
ления: I - вдоль меридиана 
оболочки, 2 - широты, 3 - 
нормали к срединной поверх
ности (рис. I).

Нгг(6щ

Верхние индексы К и 
X + I, стоящие в скобках, 
указывают номер очередного 
этапа нагружения.

Рис. I

Мц(бц')
Знак тильда указывает 

на приращение функции при 
переходе от К -того состоя
ния оболочки к ( К + 1)-му.
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, СЦ - поверхностная нагрузка;
М 1 . М 4 - изгибающие моменты;
^11 ’ Мц  > N n - осевые усилия и перерезывающая сила;
б и - компоненты тензора напряжений;
G = -у (G^ + 2 гг) - среднее напряжение;
4^ , 4гг, - компоненты девиатора напряжений;
£« • & ц >  1 ц  . компоненты тензора конечных деформаций; 
®м > ̂ 2 2 “ компоненты тензора малой деформации;

- угол поворота нормали к срединной поверхности оболочки;
U , VX -  перемещение точки оболочки;

» 8 -  главные радиусы кривизны и толщина оболочки;
0 - угол, отсчитываемый от оси вращения оболочки до рассмат

риваемой точки;
б т- предел текучести материала оболочки, достигнутый на 

предшествующем этапе ее нагружения;
Е  , Е* , 0 - модуль Юнга, касательный модуль и коэффициент 

Пуассона материала оболочки;
символ Кронекера;

£ , $ 0 - характерные размеры оболочки;
Н г = R 44 i n 0  •

I. Исследование процесса формообразования оболочки, то есть 
определение текущей геометрии и функций, характеризующих ее напря
женно-деформированное состояние, проводится методом последователь
ных нагружений. Согласно этому методу нагрузка на оболочку прикла
дывается последовательно, порциями достаточно малыми, чтобы можно 
было считать, что геометрические параметры оболочки изменяются под 
действием очередной порции нагрузки на величины, допустимые в 
нелинейной теории оболочек.

Последовательность нахождения функций, характеризующих пове
дение оболочки на (к+ 1)-ом этапе нагружения, следующий.

Пусть оболочка находится в равновесии под действием сил и 
, приложенных к ее поверхности за К предыдущих этапов нагру

жения. Будем считать, что нам известны (найдены) функции, харак
теризующие ее напряженно-деформированное состояние, и форма обо
лочки: напряжения (т,П.= 1,2,3); деформации б!?’ ; радиусы 

п  (К) п  (К) О (Ю  Пкривизны К ̂ , R г ; толщина оболочки о и координаты точек о .
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Приложение новой порции нагрузки СЦ и ^ ъ вызовет в оболоч
ке дополнительные напряжения б тп , деформации £тп и перемещения 
£1 , "UT , определив которые, можно найти напряжения и деформации 
в оболочке, предшествующие следующему этапу нагружения:

(К *0 f, (к) ~  (К+15 .СЮ  У
°mn mn + ̂ mn 1 & , (I.I)

'mn 

(1. 2)

Форма оболочки после приложения очередной порции нагрузки 
определяется полностью радиусами кривизны оболочки, толщиной и 
координатами точек ее срединной поверхности. Перечисленные пара
метры, характеризующие геометрию оболочки в деформированном 
(К + D -м состоянии и отвечающие соотношениям Кодацци-Гаусса [l]} 
могут быть найдены при известных геометрических параметрах К-того 
состояния и приращениях компонент тензора малой деформации 6 
из следующих зависимостей:

е н * е и 7 V dB d9  *  d6
и . з )

В <к*1) * 9 ( Ю + 9, B = a n c c o i ( i - у ? г ) .  d - 4 )
Распределение толщины, как функции от 0 , определяется по 

найденным из физических соображений (например, условие несжимае
мости материала оболочки для развитых пластических деформаций) 
компонентам £ JS тензора деформаций

д(к*0 л (к) ~
& -8 0  + £ц). (1.5)

Далее, если необходимо, приводят тензора напряжений, дефор
маций и вектор нагрузок к координатам нового состояния и по опи
санной схеме решают задачу в следующем приближении и так далее.

Таким образом, для того чтобы определить параметры оболочки 
и функции, характеризующие ее напряженно-деформированное состоя
ние на (к + I)—м этапе нагружения, необходимо решить на этом 
этапе геометрически и физически нелинейную задачу теории оболочек, 
учитывающую начальное напряженное состояние.

Приведем схему решения этой задачи, основанную на аналити
ческом решении Мейснера-Лурье [2], предложенном для исследования 
аналогичной задачи в линейной постановке.
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2. При выводе разрешающего нелинейного дифференциального 
уравнения для оболочек вращения использовались следующие исходные
уравнения.

а) Уравнения равновесия, записанные для приращений усилий и 
моментов срединной поверхности оболочки:

Уравнения равновесия (2.1)-(2.3), вообще говоря, нелинейны, 
так как усилия и моменты в них определяются по несимметричному 
тензору напряжений (из-за того, что напряжения отнесены к исход
ной метрике оболочки, соответствующей К -тому состоянию,и в них 
множителем входит вектор жесткого поворота элемента оболочки [ 3]}

б) Условия совместности деформаций срединной поверхности 
используются в виде линейного уравнения для компонент тензора 
малой деформации, ибо доказано, что нелинейные уравнения 
совместности деформаций, по крайней мере для оболочек вращения, 
тождественно удовлетворяются, если удовлетворяется соответствую
щее им линейное соотношение

(2'4)
в) Компоненты тензора конечной деформации выражаются нели

нейно через компоненты тензора малой деформации [4 ]

ращения напряжений б Жи с компонентами девиатора напряжений

(2 . 2)

(2 . 1 )

(2.3)

8-76 23
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Здесь ,

j »  р » { Е» . р » [4»  . 2}4“ 4 » . 4<»‘, t " - » * ? } } " ,  (2.Ю)

р<">_ 9Е
k e ^ C H 1 ) '

Преобразуя уравнения (2ЛЫ2.10) по методу Мейснера-Лурье 
[2J, можно свести их на (« + D -м приближении к одному нелиней
ному дифференциальному уравнению. Решение этого уравнения, выра
женное через некоторую комплексную функцию % для нелинейной за
дачи, получается в результате интегрирования уравнений в виде

Z s Jb",ft}w R (H,W i * 9  f ^ exP [ T ^ " ^ x H 2 exP [ ] f ^ ‘ L) x ] b  
г  Л  г ~ 0 <м

*   Ф  --*4« f w  + w >  <2 Л 1 >
J i tM & 44Лг 0  2 С  - н)’
Здесь и 2j - комплексные постоянные интегрирования, оп

ределяемые из граничных условий,

r f r - m f ,
f f . l d  / $ П ,  R cotg Д  e JH f  d0 фу , (2.13)
ф1 *-QHcoi9 + QjbinB, фг*-5нйп9-С1)С04в, <2.i4)

(2-I6)
®e Ve
Подчеркнутое в (2.II) слагаемое представляет собой не

линейный член, зависящий как от геометрической, так и от физичес
кой нелинейностей:

(2.16)
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Здесь ft
F . i f x M  n  I 4 ~l
[ < 7 Г '-4/2

E“ ° (2,Ie)

S ‘ 8 „ . 2 4 ™  e „ ). «.Z9>

Через функцию t (2.II) можно выразить усилия, деформации, 
перемещения и другие искомые величины, необходимые для анализа 
поведения оболочки и для записи граничных условий. Приведем вы
ражения ЛИШЬ ДЛЯ некоторых ИЗ ЭТИХ функций*

~ faw СО,iB „ ~ ф. ~ .
+ (2-20)

1 п ш (2.2D  

^ ~ ~ U o R e ^ >  ^ в ^ г г ^ 1 ~ й с Ь 9  (2.22)
fS DW  (К!

■U ‘ ^ 8 J ,2.23,
00 1

В последнем выражении Д  - постоянная интегрирования, 
олное решение задачи можно получить итерационным методом, 

принимая в нулевом приближении ( К + 1)-Го этапа нагружения не- 
лине е ункции м и £ - 2 , равными нулю> а затем определяя их
в последующих приближениях по формулам (2.3 Ы 2.4) как функции от
найденных в предыдущих приближениях напрягай и деформаций.

ВЫЧНСЛ6ННЫ6 таким обрезом (Lvhtctthw 1гт>, „ тЧ ^ ' функции являются решениями задачи
на (К + D -м шаге нагружения.
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