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СМЕШАННЫЙ ВАРИАЦИОННЫЙ ПРИНЦИП ЛАГРАНЖА-КАСТИЛЬЯНО 
В НЕЛИНЕЙНОЙ ТЕОРИИ ПОЛОГИХ ОБОЛОЧЕК ТИПА ТИМОШЕНКО

Ь X1 V х’т, М-МЧи, г = и. г"*  'игт,

К настоящему времени в теории оболочек получили весьм 
широкое применение методы, в основе которых лежат вариационны 
принципы (Лагранжа, Кастильяно, Рейсснера [I] и др.). Разработка 
и применение вариационных методов в механике деформируемых те. 
были предметом многочисленных исследований. Для решения многи 
задач в классической теории пологих оболочек, основанной на ги 
потезах Кирхгофа-Лява, в качестве вариационных формул преимущест
венно используются детально разработанные к настоящему времен 
вариационные уравнения Лагранжа и Кастильяно или более общи, тических граничных условий 
смешанные вариационные формулы Н.А.Алумяэ [2, 3] и типа Рейсснер 
[3]. В теории оболочек типа Тимошенко некоторые из вариациснны 
формул, обобщающие известные в классической теории оболочек Кирх
гофа-Лява, в линейной постановке получены в работах Б.Л.Пелеха [¿. 
а в нелинейной - Л.Я.Айнолы [ 5] и К.3.Галимова [3, б].

В данной статье в развитие работы [ 7 ]предложен один вариан1 11 на остальной 

функционала смешанного типа нелинейной теории пологих оболоче: ,|их 
типа Тимошенко, из которого при варьировании по перемещениям 
усилиям и моментам следует вариационное уравнение, содержащее : 
себе вариационные уравнения как принципа возможных перемещена 
Лагранжа, так и принципа Кастильяно. В работе приняты 
обозначения из [3, 7].

Введем в рассмотрение функционал (здесь и в дальнейшем вс< 
величины, помеченные индексом 5 - заданные на контуре Г )

6** 5 л Л ♦ ’

ф\ф*п.Ф®т*Ф*т,

Vи* п ♦ и*?  • иРт, (3)

Ф = Тпп Тпт?*Ф„т,

Ё = 5лп *
На части Гконтура Г оболочки потребуем выполнения ста-

4? а Т'и >

условий

и* л = Щ,
Считая,

5
р*а-

= Ф^ VТлТ„ о>т,

части Г(г) этого контура - геометрических гранич-

(4)

ц*.и г, ш'-ш, (5)
что варьированное напряженное состояние является

основные статически возможным, удовлетворяющим уравнениям равновесия

п’. унДАхСо, а3=7к5№* ’^ип‘'М№=о,

(I (6)

ад (7)
покажем следующую теорему:

- перемещения, внутренние и внешние усилия и моменты,
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2) на части контура Г выполняются статические гранич-
удовлетворяющие внутри оболочки уравнениям равновесия (6) и [6‘ ы« условия (4), а на части Г(г> этого контура - геометрические

I»ияичные условия (5).
Обратно, в силу независимости напряжений и перемещений из

оловия стационарности $ Р = 0 следуют уравнения равновесия, а в

ачестве естественных граничных условий вытекают статические и
гаометрические граничные условия. Заметим также, что при предва-

сообщают функциона ительном выполнении вариационного уравнения .Лагранжа

ь'ЧтМ'Ч
= г М“-//* +М*=О,

а на контуре ~ граничным условиям (4), (5), <
Р стационарное значение, причем предполагается,, что функци<

нальные аргументы , 'ЦТ , У. , Т » /V'' , М варьируют*
независимо друг от друга.

Действительно, варьируя (I) по всем функциональным аргуме1
там, получим

* Ox*  pM)dS*
G ., .

И(Ф5£{Ьб
Г(о . .Tw . Г(2)

Внося сюда выражения

(

^¿к s £ 1к + ®KL + ^¿к

По
+ (

2£i3 = “i*n>  вигЛ«*'^ ’
и интегрируя по частям члены с производными перемещений
и поворотов , приходим к равенству

^Рх[[(ф5- Ф) Jv + (Gs -G) if jd$*  J [(irs- 1г)5ф 4-

♦ uk8L’* -OlA ^81/‘s)cte.
Из (10) следует, что вариационное уравнение SP = о

полняется, если:
I) внутренние и внешние усилия и моменты удовлетворял

уравнениям равновесия (8), а их вариации - уравнениям (6);

ч

1

иную

ъ

(К

Bi

Й>.,-Ш'-$Ш*(ёМ)»/Р«*
(11)

(10) вытекает вариационное уравнение принципа Кастильяно

8Р,*|[('й*-гг)8Ф*(у >-у)8(;]<и*
Г(2) „

*И(цкп^™а^]и1?’)<^о, до,
наоборот, 5 при выполнении (12) из (10) получаем вариационное

лишение принципа Лагранжа. Следовательно, уравнение $Р = .0,

I поделенное равенством (9), является уравнением смешанного вариа
нтного принципа Лаграняа-Кастильяно.

Придадим условию стационарности О несколько
>рму. Для этого исключим из (9) согласно равенствам

1и‘,«м1-гиам1*-
воспользуемся некоторыми преобразованиями, примененными

¡•лучении (10)

■p-.Jpл 4 в
-Л(ГЛ^1,Ч« ан1*
+ ицл &т1*л ий)к8й)()аб.о.
Выделим из (13) слагаемые:

$(глми*

при

(13)

Ъ>

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 
 

 
 

 
 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 



2) на части контура Г выполняются статические гранич- 
удовлетворяющие внутри оболочки уравнениям равновесия (6) и [6‘ ы« условия (4), а на части Г(г> этого контура - геометрические 

I»ияичные условия (5).
Обратно, в силу независимости напряжений и перемещений из 

оловия стационарности $ Р = 0 следуют уравнения равновесия, а в 

ачестве естественных граничных условий вытекают статические и 
гаометрические граничные условия. Заметим также, что при предва- 

сообщают функциона ительном выполнении вариационного уравнения .Лагранжа

ь'ЧтМ'Ч
= г М“-//* +М*=О,

а на контуре ~ граничным условиям (4), (5), <
Р стационарное значение, причем предполагается,, что функци< 

нальные аргументы , 'ЦТ , У. , Т » /V'' , М варьируют*  
независимо друг от друга.

Действительно, варьируя (I) по всем функциональным аргуме1 
там, получим

(

* Ox*  pM)dS*
G ., .

И(Ф5£{Ьб
Г(о . .Tw . Г(2)

Внося сюда выражения

(

^¿к s £ 1к + ®KL + ^¿к

По 
+ (

2£i3 = “i*n>  вигЛ«*'^ ’
и интегрируя по частям члены с производными перемещений 
и поворотов , приходим к равенству

^Рх[[(ф5- Ф) Jv + (Gs -G) if jd$*  J [(irs- 1г)5ф 4-

♦ uk8L’* -OlA ^81/‘s)cte.
Из (10) следует, что вариационное уравнение SP = о 

полняется, если:
I) внутренние и внешние усилия и моменты удовлетворял 

уравнениям равновесия (8), а их вариации - уравнениям (6);

ч

1

иную

ъ

(К

Bi

Й>.,-Ш'-$Ш*(ёМ)»/Р«*
(11) 

(10) вытекает вариационное уравнение принципа Кастильяно

8Р,*|[('й*-гг)8Ф*(у >-у)8(;]<и*
Г(2) „

*И(цкп^™а^]и1?’)<^о, до, 
наоборот, 5 при выполнении (12) из (10) получаем вариационное 

лишение принципа Лагранжа. Следовательно, уравнение $Р = .0, 

I поделенное равенством (9), является уравнением смешанного вариа
нтного принципа Лаграняа-Кастильяно.

Придадим условию стационарности О несколько
>рму. Для этого исключим из (9) согласно равенствам

1и‘,«м1-гиам1*-
воспользуемся некоторыми преобразованиями, примененными 

¡•лучении (10)

■p-.Jpл 4 в
-Л(ГЛ^1,Ч« ан1*
+ ицл &т1*л ий)к8й)()аб.о.
Выделим из (13) слагаемые:

$(глми*

при

(13)

Ъ>



 

 

 

-  20 -

*Д(- Г и ^ И 1* ♦ « и  пк $ м‘к<ь =
Ф г М ^ М Н Г ^ 4 ’ 

'Ъ г  . Г(2)
+ Т1Кй)к ^рс1б  « ̂ Сигп^м1'«- Г к шпн$й)рс/*-

в • г<2>
Ч ?^ [^5 '/7 ^7 1 (Т‘'к5й)к)]с/б = 

= |(8л/Л п 8й)л *Тл г 8шг )то-(|б- .
^ И ю ь (8л/1 * Т!'*5сок')«4в ■ 
Из®третьего уравнения системы (6) с учетом равенства ( ’ 

найдем

М Ч т ^ - А ^ т М х ’- ^ М Т * * ) .
Принимая во внимание эти равенства,выражение (б) преобразу« 

к виду

П(Ш: 8М1 Л сол § ) с/в = [ иг (№ * Т„ & а„ *
в Г«,

Л л г 5шт )с14*^нг[61ка т 1’'Л х ^ ^ ( ш Л Т “ )]<1б = 

=4 [иг(8л/* Тл 8ип * Тлг 8шг )<Ь+игИц 81*% ] ск * (

= 5 ш8Фт ♦Ж'Ш’С^и8Т“ * 8X3) - шк ЯТ1"*]¿6.
,ГС2) б 
Внесем теперь полученные выражения ( а ) ,( в )  в уравнение (13  ̂

С учетом ( I I )  оно примет вид

8Р=П(Ф®-Ф)8йЛГ-(Л8у]с1**.

Г(2)
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б

А1к1£1к*̂к^-Ч  "к/2- (15)
Уравнению (14) можно также придать несколько иную форму, 

выполнив с помощью (8) некоторые преобразования. При этом оно за
пишется в форме 

л ~ £ £ $

д»
щ1№^1г'Чв. , С16)

Покажем, что условие стационарности (14) при X = 0 является 
вариационной формулировкой основных разрешающих уравнений и гра
ничных условий.теории пологих оболочек в смешанной форме.

Пусть X" ~ 0» Тогда, как известно, первые два уравнения 

равновесия Ь = 0 удовлетворяются тождественно с помощью функ
ции тангенциальных усилий Ц) по формулам

Т“ = с1/сК5^р. (17)
• При этом, как показано К.3.Галимовым [з ] , поверхностный

интеграл в правой части (14) преобразуется к виду (5 7$ :

• ^Дсис*Ч'М1»м«»  ив»
где <з

Зс«![(гАн-жАг^^^)^*
Г(2)
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+ Л« ^ ] ^ ' Ап»8|р|

Ар-А^п1!?, Аг «А^гЧ\ Апг»АркпЧ”.
Для Ап , А~ и АЛ£имеют место формулы [ 3 ] :

АЛ = " кЛ ш - й)п/2, А̂, = ш“ /^?
8  £ пт " пт №  ~ ^ п ^ т  /  ■>

где кф, = -  Ь 1,к 1' ^  “ “  нормальная кривизна срединной поверхн
ти в точках контура Г оболочки в направлении X » к Л = - л / п  К

-  такая же кривизна в направлении единичного вектора внешней гео
дезической нормали Я , к м г с - 5 ^ Т*'И.К геодезическое кручение
контура Г 1 &п > * £ п? ~ к °нтурные значения компонентов
деформации;, равные [3 ]  ( Ж -  геодезическая кривизна контура Г ) 

причем

®=-Л^=? ^  = М Ч г !'-<й»-п,

ЪМ//3*1,
3 /  _ д £  И 1
М ~ Л п п * Н * -

Таким образом,в рассматриваемом случае вариационное
(14) приводится к виду:

П(Ф?-тл)Ц*(ф '-тм )Ц<(Ф^-Ф т )««г.
г (1)

(с? -^ )^ *(с :-б я,)5Г т^ 8 4 [(^ - Ги)5ей
Г(« у

Г(2) ’ (19)

(20)

4е

^1,

(21)

уравнена

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 

 
 
 

 

 



АеА^гЧ", A„t.AiKnlT*.
(20)Ац е И П, ,

Для Ап , Дг и А имеют место формулы [3J:

к, w-(?B/2, At.£t-ktw-w’/2;

A Bt = £ пт - к ní w - wn út / 2;

где - нормальная кривизна срединной по верхнее
ти в точках контура Г оболочки в направлении Z , Й П/п

- такая же кривизна в направлении единичного вектора внешней гео
дезической нормали Я » - геодезическое кручение
контура. Г ; ¿n » ¿г ’ 5 пт ~ К0НТУДные значения компонентов 
деформации, равные [3] ( ¡jg - геодезическая кривизна контура Г ) 

f¡ - Л Р ¿U? i Ía)|
Си ~-Г~UT + “S“? О = -T-k- *•  &LL ч- к

(21)

® = ^‘^V^d.l.v ñ,

тЬп^> hf‘3f/3dL, 
iL. 3f_ ¥ ¿L 7S^~ dnn dsz-

Таким образом,в рассматриваемом случае вариационное уравнений 
(14) приводится к виду:

¡[(♦*-Т0ЦН^-Т м)8и?*(Ф ’-Фт)«даФ
По

* се*  - v sr„ *(  (?:. q jít ] ds^« г; -г„) *
•(а?

- 3С*̂(Ь ’^ ^^^¿5.0, (22) 

откуда следуют уравнения равновесия & *3 » 0 ( X = I, 2), 

а также уравнения неразрывности деформаций в форме

1..е1‘с* вГ5Ми«0, (23) 

которое для изотропной однослойной оболочки с учетом зависимостей 
(15) и

кк = В'Р1фТ^*Щ к£т,

(В-^/ЕЬ, Р(,ц^5 = аК5

после рада преобразований может быть представлено в виде [б]:

Е = -^ДДу-Д£тЧ2Нса‘Ми)гй ♦ 

♦кг«)г-®„ягг]/в.-0. . ■ (24)

Здесь Н£ = /2. - ~ средняя кривизна недеформиро - 
панной срединной поверхности оболочки; Д «7^7^ ” оператор Лал- 
ласса в общих'координатах ( .

Из (22) кроме нетангенциальных следуют также тангенциальные 
граничные условия, формулируемые в рассматриваемом случае в функ
циях Ш и и) . Не останавливаясь на этом вопросе, отметим, что 
и нелинейной теории оболочек формулировка этих условий детально 
изучена К,..3.Галимовым [ 3], а в работе [ 7] выявлены возможности их 

некоторого упрощения»
Кроме того, укажем, что при использовании кинематических 

гипотез (22) может быть полу
чена вариационная формула Н.А.Алумяэ [2, 3], соответствующая ос

новным разрешающим уравнениям нелинейной теории пологих оболочек 
Кирхгофа-тйява, нашедшая широкое применение для приближенного ре
шения различных задач статики и устойчивости»
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