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игшслять сразу сушарную матрицу жесткости до формуле (26),  взяв 
место матриц* € L сумму матриц С и и C NL , что приводит к 
•кондаши времени счета.

Библиографический список

1. bailie К.-У. Tke, jitiitt pwadjjMsb̂  цъ
сиихХуш  . P*ufitu& -  H a lt 9 Enaltvw ocL СЩЦ*,, М.У.,4982,
615 р.

2, Лурье А.И. Нелинейная тесрш  упругости. М.: Наука, I960.
1.2 о.

ДК 539.3;629.7 .015.4 
.И.Столяров, С.Х.Хазанов
АС ЧЕТ НЕОСЕСИЫМШТИЧНОГО НАНРЖЕНН0-ДЕФ0.РМЙР0ВАШ0Г0 
ОСТОЯНЙЯ ОБОДОЧЕК ВРАЩЕНИЯ С УЧЕТОМ ГШШТРИЧЕСКОЙ И
ИЖЕСКОЙ незшнеШости

Математическая модель строится на баз© деформа
ционной теории пластичности ж учитывает квадра- 
тичную геометрическую нелинейность. Расчет реа
лизуется полуаналитическим методом конечных 
элементов, в котором за основные неизвестные при- 
ншаются коэффициенты разложения перемещений в 
ряд до окружной координате.

При расчете оболочек вращения часто применяют разложение аско
их величин в тригонометрические ряда по окружной координате. Если 
печет ведется в линейной постановке, то црж этом задача распада- 
тоя на ряд менее сложных задач дая отдельных гармоник, к кавдой из 
оторых можно приманить метод конечных элементов (МКЭ). Такая про- 
рдура обоснована Зенкевичем / I /  и названа им долуаналжтическим 
КЭ. Ослу аналитический МКЭ в пршеяеоти к оболочкам вращения шало- 
он з работе /2/, в которой оболочка вращения разбивается на коЕеч- 
ие адаманты, имеющие вид усеченных конусов.

опросы яре хости ж долговечности элементов
итационнюг конструкций. Куйбышев, 1990
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Ирв расчете в нелинейной постановке разделения гармоник не пр( 
«оходит, и если даже в нагрузке присутствует лишь первая гармоника, 
то в перемещениях появляются все гармоники от 0 до ° °  . Однако из 
фоичооких соображений ясно, что сущеотвенный вклад в решение npi 
этом вносят лишь неоколько первых гармоник. Поэтому полуаналнтичес- 
кий ЫКЭ и здесь может значительно облегчить расчет по сравнению с 
разбиением оболочки на двумерные конечные элементы обычного типа.

В данной работе излагается методика расчета, использующая тео
рию оболочек с гипотезами Тимошенко. При этом поле перемещений 
естественно задавать перемещениями точек срединной поверхности U 
ЯГ . UT и углами поворота нормалей (р и с.1 ). Однако

при использовании МКЭ удобнее /2,3/ 
вместо меридиональных и нормальных 
перемещений U , Ш  использовать 
осевые и радиальные перемещения Ux
U г.

U,

U Dj

U 4 in 8  - Ш  С040,  

U 605 0 + UX MSL 0.
( I

Введем линейный тензор деформа 
ции 6 и тензор вращения S i  :

з
Z

3
ZК=1 1=1 I  >

e 2i '  2 Гг

• * |

где L* , t 2 , t 3 - векторы ортонормированного базиса; £ f , £г ■
удлинения срединной поверхности; LO , ^  > Xг ~ сдвиги; зе1 , 38 г -
изменения кривизны; Т  - кручение срединной поверхности; Ф , ,
Q 3 = Q J0 + 2 Q 3j- повороты вокруг направлений ,

Предполагая деформации и квадраты углов поворота малыми, запи
шем для тензора деформации ^ : 3

| - е - | й г , t - £ Z t u  l . l e . (з|
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д" £ к г = £ к е * 2 Ж « -
Разобьем срединную поверхность оболочки окружностями /£= const 

и несколько поясов, каждый» из которых будем рассматривать как конеч
на элемент. Используем палуаналити- 
иский конечный элемент с тремя „уз- 
оными" окружностями (ри с.2 ) ,  пред

назначенный для описания напряженыо- 
цо(1юрмированяого состояния (НДС), 
симметричного относительно плоскости 
ф = о -  ф = ЯГ . При таком НДС 

перемещения могут быть разлажены в 
жди по синусам или косинусам, в ко
торых оставляем лишь конечное число 
шшов: Рис. 2

и.-Ди^емку, иг £ и ^ т к у , ^-Е^соаор, 

v = £ v m wi,H4>,
К~1 K=f

На каждой узловой окружности 4 = ^  
,»мпм обобщенные узловые перемещения:

( г  = С

(4)

Ш ) выби-

U
Ж  (О )  Ч- >

U

U
Х ( П ) Ъ  *

V (п-)г

А1(0) %> > А
А2(04  ,»

> и р ( и ) г

> **МОъ)г-
г (а) г . ,

х.

(5)

вивляющиеся коэффициентами рядов (4) при £  = £  
произвольной точке ( ^ , ф ) срединной поверхности определяются при 
>том но формулам (4) , в которых полагаем

Х ( К ) Ux(K)4 ^ ( к ) = ?  ^2(/ог (6)

где “ обычные функции формы /3/ одномерного трехузлового
коночного элемента.

Введем матрицу узловых перемещений конечного элемента Уе и



- 40 -

глобальную матрицу узловых перемещений V :

^е. *  1 ^»(o)L ^2(M i, ^х (о^ •" ^2(гь)^ ^ к о т " '  ^гоот -I *

^ = ^U x(oh ••• ^2(itM ••• U x(o)w ••* ^2(«.)W J  > ^
где А/ - общее количество угловых окружностей.

Введем такие матрицы перемещений U , линейных деформаций : 
вращений в. и деформаций $ в произвольной точке срединной 
поверхности:
и »  [ и *  V  Up ^  Т>г J , 

е  - [ £ , £г W  ж 1 зе2 t  £Р30 S2 3f ] т,

£ “  Г ^гг ^1г х н ^ г г  36<г *2 3  3 •
При этом внутри конечного элемента имеют место равенства

U = е ® “  J^e *̂ е > (Э)

где с/е , J^e - матрицы, зависящие от координат ( Ч , ф ) .
Если в матрицах 6 и £ ввести нумерацию элементов от I  

до 12 и от I  до 10 соответственно, то тензорное соотношение (3)м<ш 
записать в виде:

h - i f r . - t i  l /м.  «
В дальнейшем нам потребуется вытекающее отсюда матричное еоотч 

ношение между вариациями о % и о' в  -

Щ - t S e ,  (п

• (0̂  0 (О Т„ то 2 W " <0 ^ “11> Jгде о , О - матрицы 10x 12 с компонентами б и в ' , * Zo „ . J
I/ е 1,5 t>»b

соответственно. * 1
При расчете с учетом геометрической, но без учета физической 'I 

нелинейности можно воспользоваться вариационным принципом Лагранжа | 
/3,4/. Он, как известно, утверждает, что из всех допустишх полей 1 
перемещений в действительности имеет место такое, которое доставляв; 
минимум полной потенциальной энергии, которая в случае оболочки
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цращения мощет быть записана в виде

 ̂ =JI 3(PJdS-J]  uTpd5-J цrP (12)
■ & s г

Здесь р  * [ р х  р ^ р р  т1 тг ]  Т к  Р  *  Г  Р х  Р р  m f  т г  ^  -  
мнешняя нагрузка, распределенная по площади $  срединной поверх
ности ж по длине £ края срединной поверхности, а  Э <г* -  потенци
альная энергия деформации на единицу площади срединной поверхности:

Э<Г,- Ь ТС < Р , | = 1 6 ^ ^ 2 ) £ „ £ г г . £ : г ) .

где Б = Eft /  (У- \) ) ,  D = £fo / j2 ( j~ ) )  ) ,  Е , )  , k  -  модуль 
/крутости, число Пуассона и толщина оболочки. Множитель ~  вводится 
идя учета неравномерности поперечного сдвига по толщине оболочки 
/3 ,4 /, При варьировании величины Э (Г) получим

2(1-Ьд(х^  + а е дз .  ав*& ) ,  ( г а )

< ? э <Г)»  £ | Г С <П |  . (14)

При расчете с учетом геометрической и физической нелинейности 
использованием деформационной теории пластичности можно воспользо- 

|/1ться вариационным принципом / 4 / ,  математически аналогичным прип
ишу Лагранжа. В случае оболочки вращения функционал, подлежащий 
щнимизации, равен

п ‘ л т ц  3 < A )d s  - J J
(15)

до k/z £а

3<4)=i  ( 4 u ) ^ H) d2  (16)
-Ь/г о

о -  > fs* $ г?/ '  £ 3 3 изменение объема, £  u , 6  ц -  интенсивности 
фрмаций и напряжений, причем зависимость 6  « 6  (£ ) считается
1 данной.

При варьировании 3  4 получим
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$ Э Ш>-  S u TС<А>и, (17)

где
(Д) (Г)  ~

С  -  С  *  С С =
С 0 С , 

Cf с 2

К/а

C K - J  i K( p - j U e )

"Vs

Ч*Г ‘ НГ о 
- * + r

о
б м -  секущий модуль,

JJ = 2 ( j + ~ к^ФФВД01027 Ламе.
Приравнивая нулю вариации функционалов (12) или (15) и учитыва 

(9 ) ,  ( I I ) , (14) или (17 ), получим систему нелинейных алгебраически! 
уравнений относительно неизвестных V**

( к

При этом в случае геометрической нелинейности
т о Т ^ (Г)

(1<

в случае геометрической и физической нелинейности
т я г

(2

a R в любом случае определяется выражением

R - Z ( J J  ®^а Р с!5 + [ с ( еТ р ^ £ ) .
О  с* В  *

(2

Знак 2  в (19) ,  (20) ,  (21) означает суммирование по всем
конечным элементам, которое, как обычно в МКЭ, производится с учеч
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юта матриц перемещений элементов Уе в глобальной матрице лереме-
»ний V

Решение нелинейной системы (18) осуществляется методом Ньютона. 
>и этом очередное приближение отнекивается по предыдущему
сближению У i-i из системы линейных уравнений

К ( V f  R -  J  ( Vi.,). (22)

Матрица касательной жесткости К в (22) определяется суашж-
ованием матриц жесткости отдельных элементов:

К * Х К е . (23)
е е

Матрица жесткости элемента К е в случае одной лишь гесмотри- 
1юкой нелинейности определяется формулами:

(П (Г) (Г)
* я ‘ *е • K 'i ’ (24)

(25)

(26)

х ^ р : г )Тс <пг%^,

< - J J > e TBTC<r,i / e d S - K eo;

T%W£ t S e t^ d a ,  (27) 
JJ г* у бч t * i  5 J  w
Se

x ^  _  (P) (П .
J г  -  г  -ый элемент матрицы Т = С ^  8 а Ре “ -d-ая

Ь ая строки матрицы J^e • * t
В случае геометрической и физической нелинейности матрица жест- 

юти элемента равна
СД) (Д) (Д> (Д)

Ке *  К е - Кео * К + Кеа - К е  ̂ . (28)

(Д) (4)
Здесь Ке , К е „ определяются аналогично (26), (27), но с 

меной С(Г} на С м) , а

- И  Л  ^  (29)
A S£

(о С определяется из дифференциального соотношения
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(30)

Остановимся на вычислении интегралов до площади 5е срединной 
поверхности элемента в формуле (19) и далее. Матрица К Ёд (25) пред- 
отавлнет собой линейную матрицу жесткости конечного элемента. Интег
рирование в (25) по окружной координате ip производится аналити- 
чеоки и приводит к тому, что К е распадается на матрицы жесткости 
отдельных гармоник. При интегрировании по меридиональной координате 

Ч  из Ке0 выделяется слагаемое, соответствующее деформациям 
поперечного сдвига. Для исключения так называемого ложного сдвига 
это слагаемое интегрируется по двухточечной формуле Гаусса, а прочие 
слагаеш э в К&о - по трехточечной формуле, обеспечивающей оптимаш 
ную точность для трехузлового' элемента.

При вычислении матрицы и нелинейных составляющих матриц К 
используются значения деформаций 6 и £ , подсчитанные по пере
мещениям L-1 -ой итерации. Известно /3/, что деформации для грех- 
узлового элемента наиболее точно вычисляются в узлах двухточечной 
формулы Гаусса, поэтому в данном случае для интегрирования по Ч 
используется именно двухточечная формула. Интегрирование по (f на 
отрезке С 0, Л  ]  во всех случаях, кроме вычисления К е , такие 
приходится производить численно. При этом формулу численного интег
рирования надо подобрать так, чтобы она не вносила погрешности в 
содержащиеся в К е 0 интегралы от произведений СОЗК* ip ct>i к 2 (р , 
i i t lH i i f  - й п к г 1р . Этому условию удовлетворяет формула трапеций с 
числом точек не менее /г + 2, где п. - верхний предел в суммах (4 ) 

По изложенному алгоритму составлена программа на языке 40РТРАВ 
и произведены расчеты на ЭВМ.

Пологая сферическая оболочка (рис.З) с углем раствора 28к = 60

0,1

иг
h,

0,2

-30 -15 0 15 0 °
Рис. 4Ри с .З
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>т ношением радиуса к толщине R / (г =50 нагружалась неравномерным 
ш т т  давлением W>if, <J,(„  = {  %т  9 ( § - B )/ (§ )Z.
одпл текучести материала выбирался & Т = 0.005Г . упрочнение за 
«налом текучести считалось линейным с касательным модулем Е* =0,2 Е. 
рис.4 представлены нормальные яеремещения Ш  на меридиане if =0 
'I' • 5Г цри ^ (0)= -1,5*10^Е . Цифраш обозначены: I  - линейное 
шише, 2 - решение с учетом геометрической нелинейности, 3 - реше- 
« о учетом геометрической и физической нелинейности.

Пн,
Н.и

-0,05

- 0,1

r j
Ч

/
k

Рис. 5
5 10

Рис. 6
15 Ч  ,мм

Приводятся также результаты расчета сильфона на изгиб. Рассмат- 
1ИЛСЯ участок с иль фона (рис.5) о геометрическими параметрами 

20 мм, !?-> = 35 мм, %, - 2,5 мм, к  = 0,15 мм и физическими 
■пмотрами Е = 2*10® МПа, <6Т = Ю 3 МПа, Е* = 4*108 МПа. К сече- 

А прикладывается изгибающий момент М = 5 Н-м, передаваемый 
решали усилиями , сечение Б
|Н1клялось в осевом направлении. Перемещения Ux сечения А 
гашиш: в линейном случае UX(0)= О, Uxw  = 4,238 мм; при учете 
метрической нелинейности Ux(0) = 0,467 ш , ЦХц)~ 1,807 мм; при 
переменном учете геометрической и физической нелинейности
(0)= 0,472 мм, и ХИ) = 1,815 мм. На рис.6 представлен изгибающий 
пит на меридиане If = 0 , цифры 1,2,3 означают то же, что и 
1ио.4.

О

О
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УДК 624.07:534.1 
И.С.Ахмедьянов
ПРИМШШИЕ МЕТОДА. КВАДРАТУР К РАСЧЕТУ 
НА УСТОЙЧИВОСТЬ СТЕРШЕЙ ПЕРШШНОГО 
СЕЧЕНИЯ

Метод основан на преобразовании 
уравнения устойчивости стержня в интегральное.
С помощью квадратурной формулы Симпсона 
ется система алгебраических уравнений для опреде
ления прогибов в отдельных точках оси стержня.
Из условия нетривиальности решения уравнений ] 
находятся значения критических сил.

Предлагаемый способ., названный методом квадратур, обладает 
достаточной простотой и надежностью. Он может быть рассмотрен как 
вариант применительно к задачам устойчивости стержней известного я 
хорошо зарекомендовавшего себя метода интегрирующих матриц / I / .

I.Рассмотрим задачу об устойчивости стержня переменного сечения, 
свободно опертого по концам и сжатого осевой силой Р (р и с.1 ).

Вопросы прочности и долговечности элементов 
авиационных конструкций. Куйбышев, 1990


