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РАСЧЕТ КОЛЕБАНИЙ МНОГОЗВЕННЫХ УПРУГИХ СИСТЕМ

В различных технических приложениях встречаются задачи 
колебаниях составных упругих систем [I], [2].

Извёстные решения подобных задач основаны на применения 
уравнений Лагранжа движения материальной системы [3] или рао* 
членения упругой системы на составляющие ее разнородные звен 
с составлением уравнений их динамического равновесия (по Дал 
беру), которые с помощью условий совместности перемещений об 
диняются в замкнутую систему. Во всех случаях при наличии в 
системе звеньев с распределенными параметрами приходится при! 
мать меры для ограничения порядка получаемой системы уравнеш 
Это осуществляется дискретизацией переменных, характеризуют« 
колебания системы, на основе введения дискретно-массовых ил 
конечно-элементных моделей для звеньев с распределенными пар! 
метрами или путем разложения перемещений системы по формам 1 
парциальных колебаний звеньев с ограничением учитываемого чия 
тонов колебаний. Последний подход позволяет ограничиться менм 
шим числом неизвестных в результирующей системе уравнений, и, 
в сущности, разделяет решение на два независимых этапа. На в*|> 
вом этапе определяются парциальные динамические характеристик 
звеньев, причем могут быть использованы любые методы из имею* 
щихся в арсенале исследователя, в том числе и эксперименталы|| 
На втором - решается задача о колебаниях системы в целом.

В ряде работ, например [ I] и [2], рассматриваются некотЯ 
рые частные задачи упомянутого типа. Использование основных I 
отмеченных идей позволяет обобщить их следующим образом.
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Ставится задача о расчете колебаний составной упругой сис- 
ми, состоящей из тяжелых, вообще говоря, упругих звеньев, 
трые соединены посредством невесомых упругих связей. Связи 
•дитавляются в виде безмассовых упругих каркасов, причем каж
и связь может объединять два звена или более (включая непод- 
■нуж> опору), а в каждом из звеньев - накладывать ограничения 
ппремещения конечного числа точек по любым из имеющихся сте- 
ннм свободы. 

Будем считать задачи о парциальных колебаниях звеньев 
энными. Тем самым’определены диагональная матрица собст- 
циых частот колебаний Б -того звена, содержащая также нулевые
Н’Оты, соответствующие степеням свободы звена как жесткого
(и, и матрица (Ъ С ) форм колебаний Б -того звена (функция

), столбцы которой суть формы’колебаний, соответствующие 
»там из 5?^ , включая нулевые, где радиус-вектор про
бной точки Б -того звена. 
В матрице для удобства вводим следующую группировку

I -птго О .  _  к о ш п и т т с  ч ттгл тп этг  гт а -п о м о п го н 'и й  а  £  • — М 8 Т —

линейных перемещений. Кроме того, будем считать известными
> где 8/- матрица угловых перемещений, а

>ицы жесткостей упругих связей и матрицы распределен-
инерционных характеристик-звеньев г ,Здесь кР^Рти

ЗххБ 

\iuXV - матрица
инерции

распределенных моментов 
Б -того звена;

‘ О

$1(1 О XV 

&ХС О

о
Ра

- матрица распределенных статических 
моментов Ь -того звена:

~ Декартовы про
екции вектора распределенного ста
тического момента ;

- диагональная матрица распределенной 
массы I -того звена (ее компоненты 
могут быть неравными, например, при 
наличии жидких масс).
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В частных случаях - при исключении из рассмотрения некото 
рых степеней свободы - из вычеркиваются соответствующие им 
строки и столбцы, функцию следует понимать как обобщенную;! 
а именно, как суперпозицию кусочно-гладкой и конечного числа ] 
импульсных первого порядка функций.

Пусть - вектор обобщенных перемещений Ь -того звена, 
бездеформационных и упругих, соответствующий матрице , а р, 
вектор перемещений -й связи, соответствующий матрице • 
Далее, - вектор перемещений опорных точек С -того звена, 
то есть точек, в которых звено посредством упругих связей при
соединяется к системе. Вектор перемещений произвольной точ 
I -того звена определяется произведением

Для определения «5^ может быть получено аналогичное 
« У - Ф ф ,

(I)

(2)
где

кинематическая матрица, ко! 
поненты которой определяют 
геометрией звена и формами 
колебаний. . I

Здесь X- 1,к - радиус-вектор К -й опорной точки С- -того 
звена; «Л- - число опорных точек ¿-того звена; согласую
щая (в общем случае не квадратная) матрица К -й опорной точки I 
I -того звена, преобразующая перемещения из системы координат 

звена в систему координат связи.
С учетом сделанного выше замечания-о структуре упругих 

связей можно записать .
(3)Р/ * £

где - матрица, "собирающая" вектор рь из его фрагментов 
входящих порознь в векторы .

Составим выражение для кинетической энергии системы при 
колебаниях. Ввиду принятой невесомости связей вся кинетически 
энергия сосредоточена в звеньях:
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Т = 2  Т(, , (4)
1.-1 7

ми Г -  кинетическая энергия системы, Т£ -  кинетическая энергия 
I -го звена.

Нетрудно показать, что в линейной постановке справедливо

(5)

Здесь интеграл вычисляется по всему объему (поверхности, 
inne -  в зависимости от мерности) L -того звена и понимается 
смысле Стилтьеса. Введя обозначение
•лучим более краткую запись:

JJy -  матрица обобщенных масс звена.
Вычислим теперь потенциальную энергию системы. Очевидно

(6)

рппенство и" т
П = 1  Пп  * £  П с : , (7)

Ш ¿Н О 1гцг П -  потенциальная энергия системы, -  энергия ¿-того  
||нша, Пс,;. -  энергия -ой связи. Из равенства максимальных 
•нпчений кинетической и потенциальной энергий при колебаниях

¡на (консервативная система) следует соотношение
(8)

Известно также, что

Подставляя последовательно (2) в (3 ), (3) в (9), (8) и (9) 
■ (7), а также (6) в (4 ), получим

(II )
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можно сделать значительно компакЩ
следующие обозначения:

Последние равенства 
и обозримее, если ввести

(’ф Й*
гй, 'Ч

■ д

Ч/ Ч А
[ * 1 .  ■ [ С 1

' л
¿11 Д и*г. , с = С1. ¿21 ¿ 2 2 .  ¿¡Ц

X] ¿п и  ¿ т г 1

Т= ,  л  4  Я  * * Т ЬТ С Ь  Ф )  Ц, I

где Л = 5 ? Д й * ф Т с Ь ф .  1 I
Отсюда, применяя формализм Лагранжа [3], сразу же полЦЦ 

уравнение колебаний системы 
а ц  + з ц  = о .

™е М  к., кй

Решение этого уравнения сводится к хорошо известной ( М  
щенной проблеме собственных значений» Найдя первые I  с о б а И  
ных значений СОк ( £ приходится ограничивать числом, менцф ' 
размерности вектора , так чтобы было 
где м  }т й х  ~ минимальная из учтенных старших парципА»- 
частот звеньев) и соответствующих им собственных векторов О, 
“I К , можем приближенно определить нормальные формы I» 
лебаний системы (позвенно).

Для этого введем фундаментальную матрицу системы
Ц  0. ] и разобьем ее на блоки следующим обраниЦ

м ’ ИК равно числу строк вектора 0^, I 
нормальных форм колебаний £ -того ■

1

где число строк блока 
Тогда матрица 

определится формулой
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1 p ’ i i i i jil приведении, масс системы -
ji=QTXIQ. (м)Инне, нами получено уравнение колебаний и указан ход его .... . для составной упругой системы при самых общих предпо- M ’lx.| ущественно, что не было сделано никаких ограничений на <игнный состав системы (в смысле мерности звен ьев), на Рим расположение звеньев, на мерность форм колебаний, на Мнимость упругих связей , а также на способ закрепления мт при определении парциальных динамических характеристик. ' |(шн: обстоятельство позволяет пересчитывать динамические нрристики системы при изменении способа ее закрепления,""Пример, может быть использовано для расчетной комп.ен- I погрешностей от физически неустранимой, но известной ИН/1ЫЮСТИ эксперимента. Удобно пользоваться данным методом in« чета больших, особенно широко разветвленных систем, так лппгодаря дроблению система на звенья существенно снижается М ничислений при численном интегрировании уравнений колеба-||ц практически незаменим, когда отсутствуют адэкватные цтпые схемы для отдельных звеньев системы, и в то же время "in возможность экспериментального определения их парци- м* динамических характеристик.
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