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ПРИНЦИП ДАЛАМБЕРА-ЛАГРАНЖА ДЛЯ ТВЕРДЫХ ДЕФОРМИРУЕМЫХ
ТЕЛ С НАЧАЛЬНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ

В тензорном изложении выводится вариационный принцип Далам- 
бера-Лагранжа для твердых деформируемых тел, учитывающий началь­
ные напряжения. На зависимость между напряжениями и деформациями 
не накладывается никаких ограничений. Уравнение может быть ис­
пользовано при решении физически и геометрически нелинейных за­
дач методом последовательных нагружений.

Основные обозначения:
Т , Я - радиус-вектор произвольной точки*1;

— й п
, к , = ---  - ковариантные базисные векторы;

- контравариантные базисные векторы;
- симметричные тензоры напряжения;
- поверхностные силы;
- массовые силы;
- ускорения произвольной точки тела;
- плотности;
- объемы, занимаемые телом;
- поверхности, ограничивающие тело;
- части поверхности тела, на которых заданы 
перемещения;

- части поверхности тела, на которых заданы 
напряжения;

- поверхности тела в исходном состоянии, соот­
ветствующие поверхностям и $ 2 в конечном 
состоянии;

4 ------— .... —.........  -
'Здесь и далее первое обозначение относится к исходному напря­
жен но-деформированному состоянию, второе - к конечному.
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х 4 3
, 7= К тт—  операторы Гамильтона;

-  единичные векторы нормалей к поверхностям те­
ла;

-  вектор перемещения;
-  операция скалярного умножения;
-  операция транспонирования;
-  операция пересечения множеств;
-  операция объединения множеств.

Рассмотрим движение тела из исходного напряженно-деформи­
рованного состояния в конечное (рис. I ) .

Рис. I

Пусть тело находится в равновесии в исходном положении под
действием внешних сил |  и р . Вариационное уравнение Далам-
бера-Лагранжа [ I  ] в этом случае запишется так:

^ [ р ( / - а ) о $ й - Р о о ? ( ? й ] с 1 1 н ] р < Л й с ^ = 0 . (I)
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Под действием дополнительно приложенных массовых

(2)
и поверхностных

Др с1б = 5 - ро1-5 (3)

■ ил тело переходит в конечное положение. Приращение вектора ус­
корения да ’
ИОННЫХ этими

и энергетического тензора напряжения д •£ , внз-
силами, запишем так:

л
1'.Ц() Т

л 
р 
р‘

л
, ь

да = А - а ,
Л Л Л 

д !  = Т  -  I ,

Л

р -р- - энергетические тензоры напряжения,
положения вариационное уравнение Даламбера-

(4)

(5)

3

Для конечного
Ингранжа имеет вид

$ [р ( Р1 - А - Р©в V <£й ]с1У*|Рв$йс1 Б = 0.
V 8гЗададимся цилью перейти в выражении (6) к метрике исход­

ного состояния. Предварительно получим некоторые вспомогатель­
ное соотношения. _

Для произвольного вектора X справедливо соотношение

Так как Р = X  + й. (см. рис. I), то

А
идо Е - единичный тензор [I]. _

заменим в (7) произвольный вектор X вектором виртуальных 
перемещений $й :

(6)

(8)

Р б Ф П о  Ф .  (9)
Воспользовавшись законом сохранения массы тела р^У

и соотношением (9), перепишем уравнение (6) в виде
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[р [ ( М ) Л и  - Т оо ( V г « V 8 й ) ] с! V ’

Используя далее (2 )-(5 ) и (8), получим

{ ( Р  А ) Д й  - (£ * * Д I )»<>{ ( Е - 7й)<> 783]} ^1Г*

- д1 о» ( V г  « 7 5 й )]сЬ <■ ; дР«8 й с1 з= и (ю)
ог

Подчеркнутое выражение в уравнении (10) вследствие соотг 
шения (I)  запишется так:

, _ л
] р [ ( / -а )«8й - Ь« у8й ]с !г + [.ро Sйds =
* о,

-- | ро 8и ¿3 - | р О §й с| 3. ( I I )
аг 61

Очевидно, что

и-5г = Д, 3 ,П 5 2 = 0  , (12)

О( иОг гб , О,ЛОХ «0, (13)
где ф -  пустое множество.

Тогда поверхности 3 2 и 0г согласно (12), (13) представ^ 
так:.

0г = 02 п6 = 02 л (3 ( и 3г ) = (02 л б,) и (02 П з 2 ) 

Зг'ЗгЛд« З г Ш М ) ;  (32 Л 0,) I) (02 /132 )

у
](р + др)Л и8д = 1|р [( /-а )Л и -Ь < > 7 8 й ]с 1 у  +

|  р» 8 и с! * * ]’ р [( д / - д а ) 0 8й + 1 00 (^й  о V & и ) ­
02 V

(15)

 

  

 
 

 

 

 

 

 



»читнвая (14), (15), запишем

1Ц| поверхности 0  ̂ по условию заданы перемещения ( 6' и =0), 
гпм.у равенство (17) примет вид

[ р »  [ р ®<Уис1-5. (18)

Подставляя (16), (18) в выражение ( I I ) ,  получим

[ p[(J - а ) ° (?й - t »о 7^u]du+ipoiJ(jd i =
w o£

• [p ’ i'udi. (I9 )

|)( лл,
Нозвратимся к уравнению (10). Заменяя подчеркнутое выраже- 

I» одним членом (19), перепишем (10):
л . л n i l

p [(A f ‘  ДО И  о« (V0e V5 Ц Р At voii)] a V +

йро§йс1д* [p®Sud-s = O.
0,Л4,

Для произвольных тензоров второго ранга
•но доказать тождество

Л Л Л Л Л

В«’ о (С » 0 )  = ( 6 ’ С) о о D
На основании этого свойства уравнение (20) представим так:
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где

Окончательно запишем:

Л Л А Л  Л Л

Ц= о 7 г - £ <’ 7и = дЬ-(д1*Ь)'>7ц,

(2

(2:

Полученное вариационное уравнение (21), учитываю? 
начальные напряжения, отличается от вариационного уравне 
Даламбера-Лагранжа (I) тем, что

I) в тензор напряжения включен тензор начального напря 
ния, скалярно умноженный на градиент вектора перемещения 
исходного состояния в конечное;

2) в уравнение входит дополнительный интеграл, обусло: 
ный начальными поверхностными силами.
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