
cTneimo, влечет за собой изменения в напряженно-дефораированном 
состоянии конструкции. Это видно, например, из рисунка, где приве- 
детг графики изменения по длине норлапьных напряжений в продольных 
ребрах жесткости L = 4 ,8 . Штриховой линией обозначены напряжения, 
полученные при расчете в упругой постановке, сплошной -  в физичес
ки нелинейной.
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nPMvIEHEHME ОПРБДЕЛИТЕПЯ ВРОНСКОГО К НАХОЖДЕНИЮ ЧАСТНОГО 
РЕШЕНИЯ ОСНОВНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ ИЗГИБА 

СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ

Приводятся основные зависимости для построения частного реше
ния основного дифференциального уравнения изгиба сферической обо
лочки, затухающего при удалении от ее вершины ( ф = 0 ) .  В качестве 
примера использования этих соотношений представлены результаты 
расчета сферической оболочки, нагруженной в полюсе сосредоточенной 
осевой силой Pq .

В работе используются основные обозначения, принятые в / 3 / .
I . Как известно /1 -3 / ,  основное дифференциальное уравнение 

изгиба сферической оболочки при произвольном нагружении имеет вид:

= (I)



Решением этого уравнения, затухащим при приближении к полюсу 
( 4 = 0 ,  является функция /2,4/\

ti/ 0"̂
= - у  F ( - а ,  а . -f; м - -/; X  )  . (2)

Здесь F а ,  а-*- i ; /г* i ; х  ) -  гипергеометрический ряд 
/ 5 / ,  для которого а ( а ^ О = У + ь Л ,  х  = м п   ̂ •

Полагая
F ( -  а ,  а -  -I; п -  У ; X  ) = ( X )  , (3 )

можно вывести, что /2 ,4 /  

причем

с/ = ^  >Я а
чк  К С К + П . )  « , К - 1  ^ К ( , К + 1 Ъ ) 8  h , K - i  7

Р, = (К - О -  У л _ Д /
J ик КСК + М )  J  К С к + П )  >^,K-i p

Далее, в соответствии с (3) из (2) получаем:

^ , n ( V ) =  , (5)

(6)

Дифференцирование выражений (6 ) дает:

' г,  ̂  ̂ ^  f -( dCOin . п

где

n v ) = V ' f
(7)

г
Здесь
^ ^ = 5  Ко/ d/OYM -  у  к ^  18)

Как показали вычисления, ряды (4) и (8 ) обладают хорошей схо
димостью для сферических оболочек с обычно встречающимися на прак
тике геометрическими параметрами.

2. Второв решение уравнения ( I ) ,  затухащее при удале
нии от полюса ( Ср = 0 ) ,  может быть записано в следущем виде / 4 / :

- J  F ( - а , а +  У; У - ^ ) =  ® 2п * ^
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Положив, как и в предыдущем случае,

F(-a ,a -^  ' I , i - x  ) =  ( X  )   ̂ ( X )   ̂ ( lo )

где

W , „ ( x ) . U , „ ( t ) = 2  J b „ ^ ( ( - x 7 ,  ( I I )

получаем из (9) выражения для ©гл и •

Для пологой сферической оболочки (когда угол (р невелик и 
аргумент t  = I -  х  близок к I )  ряды ( I I )  являются медленно схо
дящимися и требуют суммирования нескольких тысяч членов. Это поми
мо згвеличения машинного времени ЭШ приводит к значительному сни
жению точности вычислений. В связи с этим целесообразно искать вто
рое решение If , затухащее при удалении от полюса, в другой 
форде.

3 . Составим вронскиан ^   ̂ Чгп  ̂ решений и
нения ( I )  / 6 ,4 / :

W f  J Л  - ,^ал К  =
где о(и й jStt -  некоторые вещественные постоянные.

В выражении (13) под и можно понимать решения (2) и 
(9) или же любую их линейную комбинацию.

Из (13) находим / 6/ :  , . ^
( l i l L ) '

Отсю д а ф

Фо О Т
Здесь ip  ̂ -  некоторое начальное значение утла (р » ~

вещественные постоянные.
В силу произвольности величин с /^  ,  ̂ можно

положить:
7 i^fi ~ ^

(14)

и принять в качестве решения и . „  функцию
(15)
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Здесь под ^ п о д р а з у м е в а е т с я  решение уравнения (I )  в фор
ме (2 ) .

Далее, из (15 ), используя ( 5) ,  легко вывести следующие расчет
ные формулы для вычисления значений > Т- гп и их производных 
по (р :

Т .  . (16)

 ̂ i - v f „ ) 6 z n  (р> 

Tin
1П

(17)

где
2 2 

&1П ~ 'Т 1П
9

d V ; K„ c v > =
2 S Yrt "Ц Y/J d (p .(I8 )

Yrt9o " ‘ ‘ 95.
Выражение (15) определяет второе частное решение уравнения 

( I ) ,  которое так же, как и (9) ,  будет неограниченным в полюсе 
( (р = 0 ) и затухающим по мере увеличения угла (р .

В формулах (16 )-(1 8 ) угол (р может быть сколь угодно малым. 
Это позволяет находить значения функций и А т г  Д̂ хя очень
пологих сферических оболочек, что практически невозможно сделать 
при использовании решения ® форме (9) .

Для вычисления интегралов 
и можно применить любой чис
ленный метод, например, метод Сим
псона с некоторым, вообще говоря,

^небольшим шагом интегрирования.
4. В качестве примера приме

нения решения ^ 2>г ® (^5)

и г -

р .

р

Рис. I

приведем результаты расчета сфе
рической оболочки, нагруженной в 
вершине сосредоточенной осевой 
силой Ро (ри с.1 ) .

Расчет был выполнен с исполь
зованием основных соотношений, 
приведенных в / 3 /  для случая,Сим
метричного нагружения сферической 
оболочки ( 1г  = 0 ) .

/
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Произвольные постоянные, входящие в расчетные формулы из /3 / ,  
определены из условий:

при if) = О и  = О г ? ! , = 0 ,  (19)

при LL = 0 г 1Г = 0 о . (20)

Условия (19 ), в частности, привели к следующим значениям про
извольных постоянных 2 ^  С20 и D^o / 3 / :

Л Е ' ZJTRk
В дальнейших вычислениях параметры оболочки принимались сле- 

дуицими:
Д = 800, JU = 0 ,3 , = 242,09, Jb = 30°.

На рис. 2 представлены графики распределения напряжений, отне
сенных к величине 6  :
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h e ,°  гл/ / , 6 ° а h e '

iPf ^гм
Распределение перемещений U и U  ̂ (рис.1 ) показано на

рис.З,
Здесь

^   ̂ “  I U^( 0 ) I  ’ l u ^ i O ) !

и у о )  =^~ 1 , 5 i 5 - i 0 ^  - | -  1г .

При вычислении интегралов Jo и Ко по формулам (18) шаг 
интегрирования равнялся
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВЛИЯНИЯ ЖЕСТКИХ ПОВОРОТОВ 
НА РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ФОРМООБРАЗОВАНИЯ 

ОСЕСИММЕТРИЧНЫХ ОБОЛОЧЖ

Исходя из того, что предполагается исследование процессов 
деформирования оболочек вращения при конечных неупругих перемеще
ниях и поворотах, к их решению привлечены зависимости между индиф-
(1)ерентными тензорами. В геометрических соотношениях удержаны квад
раты гра.диентов ( V ) вектора перемещения Ц . Физические соот
ношения представлены в виде ассоциированного закона пластического 
течения, устанавливающего зависимость между приращенижли тензора 
дефордацйй Генки и тензором напряжения Коши t  . Упругопластичес- 
кое состояние описывается условиегл Мизеса с трансляционным и 
изотропным упрочнением.

Алгоритм задачи строится на базе вариационного уравнения 
Лагранжа / I / ,  которое с расчетом на применение шагового метода 
нагружения преобразовано к метрике некоторого известного (найден
ного на предыдущем шаге) промежуточного состояния, характеризуемо
го объемом ОТ и поверхностью 'UJ / 2/ :

V<5uda> 0'u d b ir  =

<^цс1и -4-] • d t id iA T .

Здесь -  вектор сил, распределенных по поверхности с 
единичной нормалью ц  ; -  тензор четвертого ранга, сложным
образом выражающийся через параметры, характеризующие упругоплас- 
тические свойства материала, историю нагружения, а также достигну-
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