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ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА КОНЕЧНЫХ ЭЛЕЖНТОВ К РАСЧЕТУ НА 
ПРОЧНОСТЬ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК ТИПА ФЮЗЕЛЯЖА САМОЛЕТА

Рассматривается задача расчета на прочность подкрепленной 
Рингерами и шпангоутами оболочки типа фюзеляжа самолета, на
уженной системой поверхностных сил , локальными 
кчюдоточенными силами Р1И , Р ^ , Рщ и моментами М з к .
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Рис. I

Волочка разбивается на X  четырехугольных криволинейных конечных 
мментов и I стержневых элементов (рис. I). Вывод основных со-
I ношений для четырехугольного конечного элемента проводим с 
нтом смещения конечного элемента как жесткого целого £1]. При
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лентами ^Х1> >

поле перемещений имеет

поступательном перемещении оболочки как жесткого целого с ко]
и малом повороте с компонентами 8^, 8^ 

вид 
й = 6  * N г  8 , (I)

т

■ • 1 0 0 ' '0 -$«■

0 С -5 (су-1)й -хс хс

.0 5 С. хс Х5 _

§= у , с * }

Если в качестве функций перемещений принять

11 г  X £ $ /? * ¿о ,

ц г ^ х у ^ х у .  о1„ х’у * «<« «»♦Х,, х г у 1 «
1' е ч̂11 х У * ^ и х '1^ ^ 1 е 1  * х %2 *

+ Ху " * о(21 у ** + о(22 у * 22 * 2̂ч *
* Х | 5 ^ * Х , Х 5 ,   (3)

то шесть компонентов перемещений как жесткого целого 
ны точно.

В

будут

где Р  
вектор

матричной форме (3) имеет вид

и = Р • с<; (4)
- матрица связи порядка (3x24), Х = [ Х ( Х г ... 
неизвестных коэффициентов полиномов.

Выразим неизвестные коэффициенты через узловые переме 
ния и углы поворотов. Используя (4) для узлов элемента,получа

й = В  Ы ,
где ¡А .Си^У^ V;, 0^ Ц, У} •■■

« к  У х ... Мв ? я  и„ У „ ... ц . ^ ] т -  в е к т °р У3“ 2“

(5)
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♦-того элемента; iz , , К , П -  индексы узлов конечного
»пита, В -  квадратная матрица двадцать- четвертого порядка, 
W u rV i/R  , буквы Z , в нижних индексах означают диффе 
ифование.

Из (4 ), (5) находим

вС = Вн й ,  U * P < Ü , Р , - - P -B ' (6)

Запишем выражение энергии деформации и работы внешних сил. 
■к’тырехутольного криволинейного элемента:

A<_ ( ? )  

Здесь T = [ L  Т2 Тэ Г% l*l2 И э ] -  вектор внутренних
плй конечного элемента; 8  = [ £ ,  €2 £ 3 %1 %г  вектор де- 
мций четырехугольного конечного элемента;'^ = [ 
гор действующей на конечный элемент поверхностной нагрузки;
- работа локальных узловых сил; -  работа контурных сил. 
Илнематические и физические соотношения возьмем в виде [2 ]

e  = A - ü , Т = В £ ,  (8)

о ;  о о  i 'С , C¡ 0 0 0 0 '
0 Ц  >4 Са  С, 0 0 0 0

Ц  (> *  0 D= 0 0 C j’O 0 0
0 0 ' í

7 0 0 0 В, В2 0
0  ' < )¡jy 0 0 0 Вг í ,  0
0 2k a ( )x -2 (  )X JJ 0 0 0 0 0 В .

c E h / u - } 1 ) , Сг  = Г С < ,  C4 S 1 ( M ) C ( ,

Д  = D j = | (-1-9)1),, Kj = R
адстазляя (3) с учетом (6) и (7 ) , получаем

на упругой жесткости элемента,

( I I )
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( к )

- вектор поверхностных приведенных к узлам сил; 0. - вектор л
кальных узловых сил, - вектор контурных приведенных к узлам
сил.

Запишем выражение энергии деформации и работы внешних сил
для криволинейного бтержневого элемента

Ч  =  ( 1 з )

Здесь 7  = [Т, М г  М  - вектор внутренних усилий 
стержневого элемента; £ = [£ % 1 % 5 ] - вектор деформаций
стержневого элемента; = [ ^ ] - вектор удельных контур
ных сил стержневого элемента; - работа локальных сил, дей
ствующих на стержневой элемент.

Кинематические и физические соотношения возьмем в виде
¿  = А ц ? Т = Ъ б ? (14)

где

“ ^ 2  ( )

Д'. Д( - .) О ’ £ 2̂ (

о  ги х  + К < К г < )

Ч )х 0 0

А = АС-- 0 0 “ ( )хх

0 0 - (  Ц

.0 0

(15)

для конечного элемента шпангоута и стрингера соответственно, 
ненулевые элементы матрицы В  имеют вид <Узз=(г$
с̂ -Е ^ 2  ’ “ площадь поперечного сечения стержня (рис. 2); ■
максимальный момент инерции поперечного сечения; 3 2 - минималь
ный момент инерции конечного элемента; 3р  - полярный момент 
инерции сечения;(Ц*)г [ У  V  У ] 7  -  вектор перемещений точек
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•Фкпевого элемента. На рис. 2 2,/ | / -  главные центральные оси 
прции стержня. Запишем связь перемещений точек стержневого 
н<1чиого элемента с перемещениями точек четырехугольного конеч- 
|м элемента. Согласно рис. 2 получаем

+ , №  ¿Ш  + +

V» и + е , (16)

" СОб(<зО ; ЯЛ ск ; в  -  эксцентриситет.

и

Рис. 2

В матричной форме
Аи» 1 »V I "•  ии =• в и , и = В Р, и, (17)

е( )3
Й  ) *е<4 ( )х

(18)

Соотношения (14) с учетом (16) запишем в ввде
*"  А

(19)
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где для стержневого элемента шпангоута

’0 Ц  кг ( ) * е о ^

А*Ащ»
-гд 0 -< к ,о <-гк’о - г о ? г ег(()я

0 -И*екг )( ),„  

0 ■¿(.к8 ( ( )х - (  )^+)х^|

мании и работы внешних сил для стержневого элемента шпангоу 
и стрингера: 

для стержневого элемента стрингера

'<  >Х с е( )»х '
А? 0 Ч < (  )х.х

0 0

с ) X X - й ( )хх ♦ е€(

Подставляя (19) ь (13). получаем выражение энергии деф

(М(,)и1г уй М ,  ( Ц1Ш) й ,
4 й т ксй , (АЬ)е =(йс»а<0).й>

Кс = ( Ш рРТМ > Л У ‘т" ’
Ои'С^щВ Р,^'х«4| ’
4с

г(1е‘|.тсВР,^)^г |  
где К(ц , К £ - матрицы жесткости элемента шпангоута и с гр
гера соответственно, Ц  ш  , Ц  с - вектор удельных контуржх
шпангоута и стрингера, приведенные к узловым силам, С и $ 
длины сторон четырехугольного конечного элемента. Суммируя э
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(24)

(25)

гию деформации и работу внешних сил конечных элементов, получаем 
полную потенциальную энергию оболочки

П = |(ЦГ АД*£(’Д-Ар 
п=ф(йтки-а-а1*о?̂ й+Е(йт(к1Ц*кс)-
-йш - ** ®1С ■
Согласно принципу возможных перемещений (¡п ) -  О получаем 

ледукицую систему линейных алгебраических уравнений равновесия: 

(¿Ки^(Ки|’ Кс))й-|(О*С|1*(11)* 
* = о-

Учитывая условие совместности перемещений в узлах 

(26)
конечных

длементов
-  ( -  **“ '1 Га

й>йк ‘ =
ГДЕ! ( й ц ) Т -1 и К Мц М х н  и  к  Мху ] -  вектор узловых
перемещений К -го узла I -го, элемента, преобразуем систему (26)

(27)

к виду 

( К • К щ * Й 0> . (2В)

Здесь К - матрица упругой жесткости оболочки, Кщ -  мат- 
рицс упругой жесткости шпангоутов, К с  -  матрица упругой жест
кости стрингеров, ( II* )Р 5 [ Й Й 2 . . .  Ц . й ,у  ] ~ вектор 
.узловых перемещений оболочки, Ц -  вектор обобщенных узловых

иг оболочки.
Систему (28) необходимо преобразовать, с учетом граничных 

условий. Для этого элементы строк матриц Д , ’ К е » соот
ветствующие заданному перемещению, полагаются равными нулю, на 
место диагонального элемента занозится большое число. Соответ- 
■ твенно граничным условиям видоизменяется вектор 0,

Система линейных алгебраических уравнений решается методом 
квадратного корня по схеме Холенного. После решения системы (28) 
но формулам (8 ) , (14) находим все компоненты напряженно-деформи
рованного состояния оболочки.

      

 

 

 

 

 
 

 
 
 



Полученный алгоритм реализован на машине БЭСМ-6 и пбзволя 
решать задачи прочности оболочек при произвольных нагрузках.

В качестве примера исследована задача прочности круговой 
цилиндрической оболочки, подкрепленной по краям и по середине -
тремя шпангоутами и нагруженная по краям четырьмя радиальными 
растягивающими силами Р = 100 кг. Оболочка имеет длину ,
радиус й = I  м, толщину = 0.0015 м, коэффициент Пуассона 

= 0 .3 , модуль нормальной упругости Е = 0 .7  • 106  кгс/см2 .

Рис. 3

Размеры шпангоута приведены на рис. 4. На рис. 3, .4 показа
но изменение напряжений по окружности и по образующей обо
лочки, проходящим через точку приложения силы. Пунктиром даны |
значения напряжений на внутренней поверхности обшивки, 
сплошной линией -  на наружной поверхности обшивки. Кривые I ,  3 
соответствуют случаям, когда нейтральная ось шпангоута смещена 
относительно нейтральной оси обшивки на 0.01 м соответственно 
внутрь и наружу оболочки. Кривые 2 соответствуют случаю, когда
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тральная ось шпангоута совпадает с нейтральной осью обшивки. 
,но, что величина эксцентриситета существенно влияет на вели- 
у напряжений в обшивке оболочки.

Рис. 4

Л и т е р а т у р а

1. Кантин, Клауф. Искривленный дискретный элемент цилиндри- 
кисой оболочки. Ракетная техника и космонавтика, 1968, т .6 , №6.

2. Ляз А. Математическая теория упругости. М .-Л., 0НТИ,1935.

Полученный алгоритм реализован на машине БЭСМ-6 и пбзволя 
решать задачи прочности оболочек при произвольных нагрузках.

В качестве примера исследована задача прочности круговой 
цилиндрической оболочки, подкрепленной по краям и по середине 
тремя шпангоутами и нагруженная по краям четырьмя радиальными 1 
растягивающими силами Р = 100 кг. Оболочка имеет длину = ! 
радиус К = I м, толщину = 0.0015 м, коэффициент Пуассона

= 0.3, модуль нормальной упругости £ = 0.7 • Ю6 кгс/см2.

Рис. 3

Размеры шпангоута приведены на рис. 4. На рис. 3, .4 показа 
но изменение напряжений по окружности и по образующей обо
лочки, проходящим через точку приложения силы. Пунктиром даны • 
значения напряжений на внутренней поверхности обшивки, 
сплошной линией - на наружной поверхности обшивки. Кривые I, 3 
соответствуют случаям, когда нейтральная ось шпангоута смещена 
относительно нейтральной оси обшивки на 0.01 м соответственно 
внутрь и наружу оболочки. Кривые 2 соответствуют случаю, когда 

 


