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ОПТИМАЛЬНОЕ ПРОЕКТИРОВАНИЕ СИЛОВЫХ КОНСТРУКЦИЙ 
С УЧЕТОМ КОНСТРУКТИВНЫХ ОГРАНИЧЕНИЙ

М атем атическое описание зад ачи  оптим ального проектирования 
.ножных силовых конструкци й  можно с о с т а в и т ь  из т р ех  взаи м о свя­

занных ч а с т е й . П ервая ч а с т ь  -  это  об есп еч ен и е  в ес о в о го  соверш ен- 
<;тва конструкци и , к о то р о е  вклю чает в  с е б я  треб о ван и е  минимизации 
целевой функции. В торая ч а с т ь  -  это  у ч ет  ф изических  и геом етри­
ческих о грани чений , которы е определяю тся требованиям и прочности , 
устойчивости , конструктивными и технологическим и соображ ениями. 
К т р ет ь е й  ч асти  мы будем о тн о си ть  уравн ен ия со ст о я н и я , которые 
пключают в  с е б я  уравн ен и я  р а в н о в ес и я , уравн ен ия  упругой устойчи­
вости элем ен тов конструкции и ф изические зависим ости  между напря­
жениями и деформациями. С огласно [ I ]  с и л о в ая  конструкци я буд ет 
иметь минимальный в ес  и о б л ад ать  при этом  максимальной ж есткостью , 
»ели в  к а ч е с т в е  к р и тер и я  оптим альности при нять у слови е  равном ер­
ного р асп р ед ел ен и я  удельной  эн ергии  деформации по объему силовой  
конструкции. В с о о т в е т с т в и е  с этим первую ч а с т ь  м атем ати ческого  
описания зад ачи  оптим ального проекти ровани я конструкций  м акси­
мальной ж естко сти  буд ет  с о с т а в л я т ь  треб о ван и е  минимизации функ­
ционала эн ергии  деформации. Функционал эн ергии  деформации д л я  
тонкостенной конструкци и , со став л ен н о й  и з обшивки ( Н ) ,  поясов  
!• иловых элем ен тов  ( Р ) ,  стен о к  ( Т ) ,  при линейной зависим ости  
между напряжениями и деформациями буд ет  им еть следующий в и д :

^  = ¡ ^ 3 * 2  > ( ! )

э к ’ < е =<

где И -  толщина обшивки, -  площадь п о я с а , Ь -  толщина с те н ­

ки; "1ТН , , и т  -  у д е л ьн а я  эн ер ги я  деформации в  элем ен тах
силовой конструкции  Н , Г , Т  .
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п им физических ограничений будем рассматривать огра-
и и ч и п и и  п о  прочности, а в качестве геометрических - ограничения, 
11:111 ъ|днн.'п!мне па сечения силовых элементов по конструктивным или 

логическим соображениям.
Для оценки прочности элементов силовой конструкции, находя­

щихся в условиях сложного напряженного состояния, часто исполь­
зуются энергетические критерии прочности - это критерий полной 
энергии деформации или критерий энергии формоизменения [2] .Сле­
дует отметить, что критерий энергии формоизменения достаточно 
хорошо аппроксимирует экспериментальные данные по предельному на 
пряженному состоянию для большинства конструкционных материалов.| 
Поэтому для решения задачи оптимального проектирования целесооб-| 
разно рассмотреть минимизацию функционала энергии формоизменения

Обозначим через 1ГН(р , , и т<р удельную энергию изменения
формы для элементов силовой конструкции Н , Г , Т .

Требования прочности для этих элементов могут быть сформу­
лированы в следующем виде:

_А,р { КР } , Лф {К т } , (2)

где Л, - предельное значение удельной энергии изменения формы,
определяемое по критерию энергии формоизменения, для некоторой 
точки силовой конструкции; К н , [Кр ], {К т }- параметры, значения* 
которых характеризуют отличие требований прочности в элементах 
силовой конструкции от требований прочности, определяемых предел 
ним значением Л  .

Геометрические ограничения могут быть записаны в виде:

П Ы Ч ,  (3)

где Ь„ . минимально допустимые значения проектных
параметров, определяемые из конструктивных или технологических 
соображений. В качестве уравнений состояния будем рассматривать 
основные соотношения метода конечных элементов, который в настоя 
щее время широко используется для расчета напряженно-деформиро­
ванного состояния сложных силовых конструкций [ 3, 4]. В интерпре 
тации метода перемещений разрешающее уравнение метода конечных 
элементов представляется в виде

[ * ] { > }  = {й}, (4)
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гце: [К ] -  матрица жесткости, { г  } -  вектор неизвестных перемеще­
ний, {1}} -  вектор внешних сил. . '

По решению уравнения (4) ( х }  = [К] * } внутренние усилия

(напряжения) в элементах силовой-конструкции, необходимые для 
иоресчета проектных параметров при оптимизации, определяются с 
помощью зависимостей, априори установленных для каждого конечного 
| лемента. Использование метода конечных элементов при проектиро­
вании позволяет не повторять расчета деформированного состояния 
всей силовой конструкции, а лишь проводить некоторые дополнитель­
ные расчеты, корректирующие распределение перемещений (усилий) в 
исходной конструкции в соответствии с изменением значений проект­
ных параметров [ 4 ] .  . .

Все три части математического описания задачи оптимального 
проектирования увязываются оптимизационным процессом, который 
включает в себя метод минимизации целевой функции при наличии ог­
раничений. В работах [ 5 ] ,  [ 6 ]  разработан итерационный метод мини­
мизации функционала энергии деформации (энергии формоизменения), 
который позволяет за малое число итераций получить оптимальное 
распределение проектных параметров в элементах сложной силовой 
конструкции при наличии конструктивных ограничений и ограничений 
но прочности. Для выполнения требований прочности общего вида (2)  
при минимизации функционала ( I )  использовалось модифицированное 
условие постоянства объема силового материала [ 5 ] .  Данное условие 
позволяет получить силовую конструкцию с минимальной энергией де­
формации (формоизменения) при удовлетворении в ее элементах тре­
бований прочности (2 ), но при этом в итерационном процессе лишь 
косвенно отражается условие постоянства объема материала конструк­
ции. Для того чтобы при минимизации функционала ( I )  сохранить ус­
ловие постоянства объема и при этом в элементах силовой конструк­
ции обеспечить выполнение требований прочности, введем вместо (2) 
условия связи

( 5 )

1’ДО

квадраты эквивалентных усилий, возникающих в элементах силовой
инструкции; о(н , , </т  -  упругие постоянные, которые по
критерию полной энергии деформации равны

с ^ р  =  2 Е р ,  с< т = 2 Е т ,

        

 
 

 
 
 

 

 
 

 
 
 
 

 
 
 

 

 

 

 
 



а по критерию энергии формоизменения равны

Ен
енты

, E F , E r ; p H . p F > P r -  модули упругости и коэффишн 
Пуассона для материала элементов Н , F , Т •
Предельное значение удельной энергии изменения формы Л Л  

некоторой точки, например элемента Н силовой конструкции, через' 
эквивалентное усилие определяется по формуле

л
а( к 2Hip п ф

(6)

Неравенства (5) с учетом (6) могут быть переписаны в следую 
щем виде:

Предполагая, что усилия возникающие в элв1
ментах силовой конструкции, не зависят от распределения проектнш 
параметров К , { / ] , {  Е } на каждом шаге итерационного процесса 
минимизации функционала (I), задачу оптимального проектирования 
сформулируем следующим образом: найти распределение проектных па 
раметров Ь , {Е } , { Ь } в элементах силовой конструкции Н , Г 
Т , минимизирующее функционал энергии формоизменения

при заданном значении У а объема материала в силовой конструкции!

= 0  <9 )
5 Зе,

и ограничениях (3) и (7).
В силу того, что требования прочности для значения удельной 

энергии изменения форма в виде (2) или (7) могут быть удов­
летворены при любом значении удельной энергии изменения формы 
пропорциональным изменением значений,проектных параметров Н ,
{$ ) , { Е } на величину отношения , то ограничения по про1
ности в виде (7) могут быть записаны для любого значения удельно* 
энергии изменения формы в некоторой точке элемента Н
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Наличие конструктивных ограничений (3) в значительной степ« 
ни .усложняет минимизацию функционала (8 ). Однако при некоторых 
п|» цположеииях алгоритм оптимизации может .быть разработан и для 
......го случая. Принимая во внимание, что в элементах тонкостенной 
иопегрукпии напряжения по их толщине принимаются постоянными, 
проектные параметры И ( Н  } > {<: 1 можно представить в виде двух 
| лисп с одинаковыми значениями удельной энергии изменения формы:

Ь»(Ь-ь.ьь., {П.И-МЧЫ <Ю)
И Н К И * . ) ,

гце (И *В ») , И  - , {!.-!■,,$- слой, где величины проектных
параметров И > { / )  • {4}  превышают значения конструктивных огра­
ничений; Ио I ( К Ь  { ¿ о )-  конструктивный слой.

Вследствие (10) эквивалентные усилия Л/н » £ А/р {Л/г }» воз­
никающие в элементах Н , Г , Т , могут быть представлены в ви- 
|р‘

^ ^ (Ь-Ьо)*^Ифт/ЧфЬ0, [Л1г} = {1̂ Л>(М-)МАфМ}

!М = 1 » ^ М ) Н ^ М  £п)

Энергия изменения формы всей конструкции может быть разбита 
нп 2 части:

' V  , (12)

где гГо^- энергия формоизменения конструктивного слоя. На основа­
нии (I)  и (10) имеем

5’5« "’ЧЛ.
% - ] ь. 5.2 (к о а г к 51 е. а 5 е

(к е ”  =е
Требования прочности (7) в виде равенств должны выполняться 

для элементов Н , Г , Т в областях ( В - 5О ) ,  ЕКо\  (5 е - $ео ) 
и имеют вид

П-2542
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где:

-  эквивалентные усилия в первом слое,

К = 1/Кн*н_ ,
н '  °<Н<р

Для определения значений проектных параметров И » { /  } > 
.минимизирующих функционал (I).рассмотрим функционал Лагранж

Ь = (14)
1Ск-̂Ко . . 15е-8е»

в предположении независимости усилий ( I I )  от распределения про­
ектных параметров в первом слое элементов Н , Г , Т .

Записывая условия минимума функционала (14) по параметрам 
Ь . I / } , {13 . Ьу , Л , Лн , [Ар], {Лт } с'учетом ограничена 

(13), можно прийти к следующим расчетным формулам для определена 
проектных параметров Ь { Н . { М в  итерационном процессе: 

Следует отметить, что вычисление изопараметрической кон­
станты Л в итерационном процессе может вестись интегрированием 
по областям £ {£'}, {3}  , так как в подынтегральных выражениях 
слагаемые (Н'" Ьо), СТ'Я  £  I , {£ ' - }  автоматически отслеживают
области конструктивных ограничений 80 , {£„}, {$,}•
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Идя того чтобы получить оптимальное распределение проектных 
нпрпиетров И > { /} >  { I } в элементах силовой конструкции, удов- 
11 тноряющее требованиям прочности при предельном значении удель­
ной энергии изменения формы Л <р , необходимо полученные опти- 
мцлыше значения И ; I Н  , {1} по формулам (15) изменить на ве - 
ничину отношения ’у Д ’— в области, где они превышают значения 
.... ютруктивных ограничений Ио , И Д ,  { .  и для нового значе­
нии объема материала У„ возобновить итерационный процесс по 
формулам (15 ). Данный итерационный процесс может быть окнчен, 
■Оли в элементах силовой конструкции получено распределение про- 
■ктных параметров со значением удельной энергии изменения формы 
и некоторой точке элемента Н , равным предельному значению Л ф  , 
пиредеяяемому требованиями прочности.

Так как энергия деформации равна

V  * V ,, * ТГ у  , 

где лгу  -  энергия изменения объема, то уменьшение лишь энергии 
Формоизменения при фиксированном значении энергии изменения 
объема ТГУ на каждом шаге итерационного процесса приводит также 
и к уменьшению энергии деформации V , которая в пределе дости­
гнет минимального значения. Кроме того, принимая во внимание, 
тго удельная энергия изменения формы по определению всегда мень­
ше «дельной энергии деформации'

п результате оптимизации силовой конструкции в соответствии с 
формулами (15) получим оптимальное распределение проектных пара­
метров К , { ,  { £ } ,  удовлетворяющее требованиям прочности 
(2) при.предельном значении удельной энергии изменения формы Л , 
соответствующее пластическому состоянию конструкционного мате­
риала элементов Н , Г , Т в области, где значения параметров 

И . { ,  { I } превышают значения конструктивных ограничений 
Ь , • { Л } • {Ч „}•

В качестве примеров, на которых апробировался метод миними- 
иации функционала энергии формоизменения, рассматривались кессон­
ные конструкции, показанные на рис. 1 1 2 .  Идеализированная кон­
струкция в соответствии с предположениями метода конечных эле­
ментов состояла из поясов ( Г ) ,  работающих на растяжение-сжатие; 
обшивки ( Н ) ,  работающей на растяжение-сжатие и сдвиг; стенок 
(Т ) , работающих на сдвиг.
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Н расчете принималось

, Л -ш" кГ/сгч\ Кн =1, {К Т Н 1 Е

Ь г Л ь ? т г ,К> £ н = Е г Е т= 0 ,7210 ь [ к Г /с п Ч .

На рис. 3 представлена зависимость параметра у Л от числа 
итераций при оптимизации кессоне (рис. I). Кессон имел жесткое 
укрепление по .контуру при г = 0 и в концевом сечении был на­
гружен перерезывающей силой, крутящим и изгибавдим моментами. 
Итерационной процесс минимизации функционала (I) по формулам (15) 
г данном случае сходился за 4 итерации при'невязке целевой функ­
ции 0,1%. Оптимальное распределение толщины обшивки и площадей 
попсов силовых элементов по размаху и хорде показано на рис. 4 и 
. В результате оптимизации крутильная жесткость кессона, оцени- 

нпгмая по углам закручивания поперечного сечения, увеличилась 
ни 37%.

Кессон, изображенный на рис. 2, имел также по контуру г = О 
«псткое закрепление, а в концевом, сечении был нагружен перерезы- 
пнмцей силой и крутящим моментом. Для негоурешалась задача оптими- 
уции по формулам (15) при наличии конструктивных ограничений - 
||„ - 0,12 см, { „} = { 0,4 см }, { ¡= { 0,1 с м }. На рис. 6 пред-
■тпвлено изменение параметра , объёма материала обшивки (Ун),
объема материала поясов (У р ) и объема материала стенок ( У т ) в 
итерационном процессе минимизации энергии формоизменения. На рис.7 
показано изменение области конструктивных ограничений в итераци­
онно^ процессе, оптимальное распределение толщины обшивки Ь , 
и поща ди пояса силового элемента и соответствующие им распределе­
ния эквивалентных напряжений в обшивке и нормальных напряжений 
п иоясе.

Анализируя.эти зависимости, можно отметить, что в итераци­
онном процессе'минимизации функционала (I) происходит перерас­
пределение объема материала У о (рис. 6) между элементами Н , 
I , Т . При этом происходит выравнивание удельной энёргии из­

менения формы в области, где значения проектных параметров пре- 
нишают значения конструктивных ограничений (рис. 7). Кроме того,
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ОЛ 0,2 О -0,2 -0,11 Î

h^’ cx.z-O) h
h"<i, 1=0)

" ' S

tohw x, z -0,5

2 -

//1**(х,г.о,5)

Рис. 5
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Число итераций

Рис. 7



-  411 -пипкунт 11'1'мптит|., ’1'14) и тех случаях, когда в итерационном процес | | 11ОЛП1 т|, конструктивных ограничений последовательно увеличива- <пт!11 1Т итсрнции к итерации, энергия формоизменения достигает ононго минимального значения за большое число итераций.
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