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В ЗАДАЧАХ О БОЛЬШИХ ПЕРЕМЕЩЕНИЯХ

Для и ссл ед о в ан и я  конечных деформаций и с п о л ь з у е т с я  м етод  
п о сл ед о вател ьн ы х  нагруж ений с уточнением  гео м етр и и  н а  каждом 
ш аге н агруж ения . Под гео м етр и ей  (м етр и ко й ) т е л а  понимаю тся фуих* 
ц и и , описывающие положение т е л а  в  п р о с т р а н с т в е . Сущность предла
гаем о го  м ето д а  в  сл у ч ае  с т а т и ч е с к и х  з а д а ч  при о т с у т с т в и и  массовы! 
сил  и неизменны х граничны х у с л о в и я х  зак л ю ч ается  в  следующем.

П усть в  некотором  К -т о м  со сто ян и и  тел о  н ах о д и тся  в  р а в 
н овеси и  под д ей ств и ем  повер х н о стн о й  н а гр у з к и . Для э т о го  с о с т о я 
ния и звестн ы  гео м етр и я  и р а сп р ед ел ен и е  напряж ений. Под действием  
д оп олн ительн о  приложенной силы тел о  п ереход и т  в  новое  (К * 1 ) -о  

со сто ян и е  р а в н о в е с и я , д л я  к о то р о го  о п ред еляю тся  перем ещ ения, 
гео м етр и ч еск и е  парам етры  и компоненты напряж ений. После оты ска
ния указан ны х  функций п роц есс  повторяю т д л я  ( К + 2 )  - г о  состояния 
и т . д . ,  п о к а  не буд ут  д о сти гн у ты  заданны е у с л о в и я  по н агр у зк ам  
или перемещ ениям.

I . Для реш ения за д а ч и  н а  ( К * *1) -м  ш аге нагруж ения преобра
зу ем  вариационное у р авн ен и е  р а в н о в е с и я , полученное в  [ I ] :

гд е
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- 1 „к  - н+1 . к*< « к | к

р а з = р с1 $ -  р а § •
х к 1 к с и Л н “ * ~ к АЗдесь К , V  , о , у , р , 5 , V -  соответственно радиус-вектор, объем, поверхность, плотность, поверхностная нагрузка^ тензор напряжений и оператор Гамильтона в К -том состоянии; £  , р ч и - приращения тензора напряжений,поверхностной нагрузки и перемещения при переходе из ( К * 1 ) - е  состояние. *+1 -  кПодставив в равенство (2) вместо тензора V % чение, найденное в [ 2 ]

- к
7 йполучим с учетом ( 4 ) :

3= е>*б
Л Л
“ 1 • А ,

(5)

К -г о  в
его зн а-

(3)
(7)где

иА-(1с 1г )Е -(М Л й*У й-?й,

/
л « - 1чг»т- -  отношение материальных объемов К *-го  состояния; 1 ( , -  главные инварианты тен зо р а-V Ц ,Соотношение (5) в случае действия на тело распределенной нагрузки, нормальной к его поверхности, примет вид:

(8)
(К + О~го

- |  к К + 4 Л Х+<|„ «♦< м л7*_/<чЙр с Ь  2 -у /V ¿г , (9 ).
8 5  (10) Здесь , Д' -  давление и единичный вектор нормали ' к поверхности к -г о  состояния; й -  приращение давления при переходе из К -г о  в (К +1)-6  состояние.
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Следуя [ 3 ] ,  выразим элемент поверхности

Перепишем равенство (9) с учетом ( 6 ) ,  (8 ) ,

*★1 Ле* .через 0 5

р<|5’, = ( ^ ’ * ^ А - Г ) ^ ’. (Л
Формулы ( I ) ,  ( 7 ) ,  ( 8 ) ,  (12) позволяют для рассматриваемогн 

этапа нагружения вычислить вектор перемещения Ц . После его 
определения уточняется геометрия тела (3 ) ,  находятся напряжения 
( 4 ) ,  нагрузки (5) и (1 2 ). Затем процесс повторяют для 
шага нагружения и т .д .

2. Возможны два пути решения уравнения ( I ) .  В первом вари
анте на каждом шаге нагружения задаем малые приращения нагрузки, 
а  деформации считаем линейными:

л <1 * - * - л£ = * УИ  ) .

Выражения (7 ) ,  ( 8 ) ,  (12) упрощаются:
А л д К л л л к 
0= 2 *6  '-А, А = 1 ,Е -7и , р = с|, N + А • N , (14)

Нахождение решения уравнения ( I )  в данном случае не пред
ставляет принципиальной сложности. Однако для достижения удов
летворительной точности в задачах с ярко выраженной геометричеа* 
кой нелинейностью требуется большое число шагов нагружения.

Во втором варианте на каждом шаге нагружения задаем больший 
приращения нагрузки, а  деформации считаем конечными:

А } К И „  у Х “ Д - Т Ч
£ = + ) .  ( 1 5 )

В этом случае уравнение ( I )  можно решать, например, методом 
Ньютона, в соответствии с которым вектор перемещения й  предсти 
вим в виде суммы:

Й » _ (16) 
где -  вектор приближенного решения, \а/^ -  вектор поправки 
( -  номер итерации).

Погрешность решения уравнения ( I )  определяется по формуле

(IV)

      

 
 

 

 
 

 

 

 

 
 

 
 

 

 
 

 
 

 

 



Составим уравнение для отыскания поправок , для чего 
|тгем из соотношения ( I )  погрешность решения (1 7 ):

V1

Здесь

(19)

иющее более высокий порядок малости по сравнению с остальными 
штаемыми.

Итак, решение уравнения ( I ) , когда деформации внутри шага 
шсчны, ищется в виде (1 6 ), В качестве начального приближения 
|ет быть использовано решение линейной задачи (13 )—(1 4 ). 
‘очнение решения 

юкращается при достижении, например, условия

|и 8 -  допустимая погрешность^
Запишем компоненты тензора А (7) в произвольной криволиней 

й системе координат:

А* = 7, I? * V, и8 >7/иг 75 и8- 7 ,?  7, 1?,

А *»-7,?*У ) и>7>и , - 7,и8 7) и г . (го)
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Следуя [ 3], выразим элемент поверхности

Перепишем равенство (9) с учетом (6), (8),

через as

(I )
Формулы (I), (7), (8), (12) позволяют для рассматриваемого 

этапа нагружения вычислить вектор перемещения й . После его 

определения уточняется геометрия тела (3), находятся напряжении 
(4), нагрузки (5) и (12). Затем процесс повторяют для (К*2)  • г" 
шага нагружения и т.д.

2. Возможны два пути решения уравнения (I). В первом вари 
анте на каждом шаге нагружения задаем малые приращения нагрузки| 
а деформации считаем линейными:

л а к - х - т,£ = |(?и + ?и ).
Выражения (7), (8), (12) упрощаются:

Л Л Л « Л Л А и - К к О - к
0=6’6 - А, А = 1,Е-?и, р = окМ А-А/ .
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Нахождение решения уравнения (I) в данном случае не пред

ставляет принципиальной сложности. Однако для достижения удов
летворительной точности в задачах с ярко выраженной геометричо<г 
кой нелинейностью требуется большое число шагов нагружения.

Во втором варианте на каждом шаге нагружения задаем 
приращения нагрузки, а деформации считаем конечными:
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£ = y(VU*7U  *VU-VU  ).

В этом случае уравнение (I) можно решать, например, 
Ньютона, в соответствии с которым вектор перемещения U 
вим в виде суммы:

где

(и,,
методом 
предсти

“ = -
- вектор приближенного решения, Щ - вектор поправки 

- номер итерации).
Погрешность решения уравнения (I) определяется по формуле

(16)

(17'
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Если для одного шага нагружения удлинения малы по. сравнен«» 
с единицей,Лт .е .  , то выражения для компонент тен
зоров А , Т упростятся:

Л,'* 7а (Л

А*=.-Г<и! *У,и37,и\

Т, « <-?,«* У,1?,
Т‘ »-7,и’*7,и*У,и1. Я

Компоненты тензора ДА согласно (20) е принятой ранее точ
ностью запишутся в виде:

 ДАЧ,»’* 7 ^ * -  7^Ч,и г-Уа и*7,17г,
д - V, и/ ч  и Чи м у  7, и г-у} и/3 V г {аИ
Остальные компоненты тензоров А , Т ’ и^А  получаются | |  

формул (20)-(22) соответствующей перестановкой индексов.

4. В качестве примера, иллюстрирующего возможности предла
гаемого метода, исследовано поведение шарнирно опертой круглой 
пластины толщиной И = I  мм и радиусом Я = 100 мм под действием 
равномерного давления.

Таблица I

Давление

Cj, [ кГ/см2 ]

Прогиб в 
центре

[мм]

Изгибные 
напряжения

в центре
ГкГ/см2 ]

Мембранные 
напряжения 

в центре 
[кГ/см2 ]

Мембранные 
напряжения 
в заделке

[ кГ/см J

0.0487
1.046 ^ - ^

^ ^ 1 . 0 5
1 6 4 . 8 ^ ^

^ ^ " 1 6 5
1 0 1 . 4 / ^

^ ^ 1 0 1

7 5 . 1 4 ^ " ^

71

0.832
2.867

^ ^ 2 . 8 5
378.5 801.2

^ ^ < 8 0 0
632.7 ^ - ^

SOI

4.207 4.923 630.9 2396 1923'

47.92 11 .15 ' -1409 I2I30 9754
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Физические соотношения взяты в форме закона Гуках ;  с мо
дулем Юнга Е = 106 кГ/см2  и коэффициентом Пуассона = 0 .3 . 
«которые результаты расчётов, выполненных на основе второго 
шрианта решения уравнения ( I )  (п . 2 статьи ), представлены в 
иблице I .

Данные расчетов для давлений = 0.0487 кГ/см2  и 
,832 кГ/см2  совпадают с результатами работы [ 4 ] ,  приведенными 
знаменателе первых двух строк.

Вычисления показали, что инерационный процесс на каждом 
jare нагружения устойчиво сходится вплоть до прогибов, сопос
тавляемых с радиусом пластины, оДнако при давлениях, больших 
17.92 кГ/см2  (последняя строка таблицы), результаты лишены р е -  
рьного смысла, так как .здесь следует учитывать физическую 
юлинейность.
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В принципе изложенная методика может быть использована при 
произвольном характере физических соотношений.

 

 
 

 

 

 
 
 

 
 

 
 

 

 

 


