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некоторых сочетаний типовых процессов. То или иное сочетание обоз
начается группой цифр в виде К(Ц). Здесь I , ^ , К
обозначают номер типовой спектральной плотности или корреляционной 
функции в таблице I. Цифры в скобках обозначают соответствующие 
числовые параметры из таблицы 2.

Анализ полученных результатов показывает, что надлежащим 
пыбором числа узлов интерполяции случайных величин неканонического 
разложения можно добиться достаточно точного представления реали
заций узкополосных случайных процессов и случайных процессов слож
ной структуры по формуле (5). Это доказывает приемлемость принципа 
суперпозиции при моделировании реализаций. Для моделирования узко
полосных процессов необходимо брать по два узла интерполяции слу
чайных величин и 8 и восемь узлов интерполяции случайной 
величины СО . В случае моделирования случайных процессов сложной 
структуры необходимое число узлов интерполяции для СО возрастает

Л и т е р а т у р а

1. Путачев B.C. Теория случайных функций и ее применение к 
задачам автоматического управления. - М.: Физматгиз, I960. - 883с.

2. Чернецкий В.И. Анализ точности нелинейных систем управле
ния. - М.: Машиностроение', 1968. - 246 с.

УДК 629.7.02:534.1
А.В.Бобров, Н.И.Гриненко

МЕТОД ОПРЕДЕЛЕНИЯ НЕСУЩЕЙ СПОСОБНОСТИ ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
ПЕЙ КОМБИНИРОВАННОМ НАГРУЖЕНИИ

Задачи устойчивости тонкостенных цилиндрических оболочек 
сегодня остаются наиболее интересными для практики. Этот интерес 
поддерживается тем, что многофункциональность конструкций, их 
структурная неоднородность, связанная с весовой оптимизацией, по
рождает вопросы, ранее не исследованные в теории. Четыре-пять 
нагрузок, одновременно или о определенной последовательностью 
действующих на конструкцию, обычно не рассматривались. Чаще всего 
ограничиваются рассмотрением случая одновременного действия двух 
нагрузок: осевого сжатия и равномерного внешнего (внутреннего) 
давления. Остальные действующие нагрузки приводят к указанным: 
изгибающий момент - к эквивалентному осевому сжатию, а радиальное
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локальное давление - к равномерному с каким-либо коэффициентом.
К таким упрощениям прибегают для удобства использования теоремы 
П.Ф.Папковича о границе области устойчивости при совместном дейст
вии нагрузок. От подкупающей простоты этой теоремы приходится отк( 
зываться, когда исходное докритическое напряженно-деформированное 
состояние оболочки становится существенно неоднородным, отчего 
нелинейный анализ становится обязательным.

Отработка методики, позволяющей определять несущую способном 
тонкостенной цилиндрической оболочки при произвольном комбинировш 
ном нагружении о учетом нелинейности исходного состояния, осущест
вляется в три этапа. В статье приводятся результаты первого: усто! 
чивость оболочки при комбинированном нагружении исследуется в 
классической постановке. Принимается, что в докритическом состоят, 
оболочка напряжена, но не деформирована. Докритические усилия в 
оболочке определяются по безмоментной теории. Основная цель этого 
этапа - алгоритм, пригодный для решения задачи устойчивости с 
любыми граничными условиями на торцах оболочки. Алгоритм должен: 
позволять реализацию необходимой степени дискретизации оболочки, 
не требовать чрезмерно большой оперативной памяти ЭВМ при решении 
задачи, обеспечивать решение задачи с небольшими затратами процес
сорного времени, так как в дальнейшем этот алгоритм будет использо 
ваться для решения задачи устойчивости при нелинейном докритическо 
состоянии, когда обращение к итерационному процессу неизбежно.

Используется вариант статического критерия устойчивости равно 
весного состояния - энергетический: вторая вариация полной дотенци 
альной энергии деформируемой системы при условии безразличного рав
новесия J (1 = 0 /I/ . Когда нагрузка на оболочку равна критичес
кой, для оболочки возможны, и притом два, бесконечно близких поло
жения равновесия. Перемещения, соответствующие тому положению, 
которое в рассматриваемый момент теряет свою устойчивость, обозна
чим через U 0 , V B , V J0 , а перемещения, соответствующие другому 
- через

U = U „ + U < , V 0 + о( V , , ИГ = W 0 + о( W i . ( I )

Здесь Uu^X,^) ,o(V1 (x,y),o(llf1 (X ,y )- те дополнительные пере
мещения, которые нужно сообщить точкам оболочки, находящимся в 
исходном положении равновесия. Функции U, , V, , Ш1 считаются 
конечными, а коэффициент сХ - бесконечно малой, независимой от 
Зб ■ ^ , I  величиной. Компоненты деформации, соответствующие
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второму положению равновесия, получим через компоненты деформации 
исходного положения равновесия и дополнительные перемещения из 
выражений дая деформаций нелинейной теории упругости /2/:

£(f = £ + U  £ w н
£2г= £°гг + и £'гг + и ге2г

£<г = 8  iz + U  £ 1г + U 2 £ 4

92 = ж  ̂  36 ̂  + с/ эе ̂

36 — 32 22 *36 22 + ̂  ^22

36 ̂2 ̂  + U X  п  * оС 3&22 >
- ° о . »

где с ij, , X  ij. , i  , J. 3 1,2 - линейные слагаемые компонентов
деформащгё в исходном положении равновесия (совпадают по ферме с 
/2/); £ ^  , 32-^ - параметры, зависящие от цроизводных U„ , Va , 
Ш 0 и производных U., , V, , Щ  (так как рассматривается задаг- 
ча с напряженным, но недеформщюванннм исходным состоянием, то 
выражения для £ у  , эе -д. получаются из 8 ij. , эе ̂  заменой 
нижнего индекса 0 на I);

с 1 J _  ди^ . 1
А, ’ * «  А? Эо<2 ’

£ ( = jL 3 V l + W l ; зб' + (3)
22 Ал 3o<2 R 22 А| ЭЛ* R

/  _ ± 9 V L + ±_ЗУ 1 . *>'
<2 Д. А, ЯЛ, ’ )2 =

Эг,иг<

А< dUi Аг ЭЛг ’ 12 А̂ Ал ЭЛ<ЭЛл
£-g. , Эе - - параметры, зависящие только от производных U1 , V, , 
UT1 и содержащие притом только квадратичные члены
с" J  Г(< Эц< Л  ( * 3Vi \2 . ,  \ Эиг, Na 1 .

11 ЭЛ/ '  Ai ЗЛ/ ^Ai ЭЛ/ J ’
С» Эи« \2 / ( 3v, . itf/2 Н Эад v,42i

ЭЛ/ ̂ а7 ал! R*' (Гл -^Гг r ) J -
_ \ Эи, 1 3Ui ^ J _  3vt_ / f jhA . .
. . , • . - - V Эв<ж R '

12 о<лг лг aos2
• " \ Эи< i Эи< ] 3V 1
' ,2 Ai ал, a4 алг a, эл,

+ J_ Зад. ( < 3Wj v<\
A| Зо(( Ал ЭЛл R (4)

16-5859
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ге ' =__— c _f_ 3vi 1 ди, ад \
 ̂ Ai дЛ* Аг ddz A, ЭЛ, R '

V  = _  * ! к . + Ш )  +
А г д a( 2. Аг ЭЛг Аг Э Л )  R

+ М  / _3_ Эи, _2^ ЭИ, W, \
R V Аг З Л а А, ЭЛ, R

эр " = _ _2 Э2иг, / j_ э_ад j_ 3u, ад, ч +
А , А г  Э Л , Э Л 2 '  Аг Э Л г А, Э Л ,  R

■+ J_ -L dV i , Эи, иг, ч
R hi ЭЛ, ‘A, r / ‘

Подставив •(2) в формулы закона Гука, будем иметь: 
дая напряжений

* Ы е [ у с ( г& 1} ; i ' j ,  = 1 , 2 
дая усилий и моментов

T i i - T t i + c t T l ^ S  Tlj.

Mt>- м ’ .̂ * л « ^  + <лгм ' ^ .
С учетом введенных обозначений энергия деформации оболочки 

запишется в виде
О 3° / э* /г о" /3 э»' /.* - ,У3 = о + Л Э + Л о < - Л Э  + Л  Э . и.

Для решения задачи устойчивости достаточно рассмотреть слагав-- 
мне только до <Л2 включительно /I/:

Э- э\ и  э\с<гЭ"
  z _ II

Величина Л  3 пропорциональна второй специальной вариации 
полной потенциальной энергии деформации, поэтому дая состояния без
различного равновесия будет Э " =0. Запишем через усилия и дефор
мации:

(5)



-  jlI 9  -

Из этого вариационного уравнения устойчивости находим пара
метры нагрузок и функций, описывающих форму ободочки в момент пе
рехода ко второму положении равновесия. При_зздаяном сочетании 
известных нахрузок Рк неизвестная сила Р определяется функ
ционалом I j . I I I j Л Л «—I р. I. н I I
р ! (в)

*• H f " d x d ^  J
s 0

Значение неизвестной критической нагрузки подучается миними
зацией по параметрам перемещений U, , V, , W ,  .

Для перехода от бесконечномерного функционала к его конечно^ 
мерной аппроксимации перемещения U < , V, , W, представим в виде 
произведения двух независимых функций:

U, (X, lj. ) = ^(Х)- U ( y )

V, (Х,^) = J  (X) • tftip (7)

щ  ( х , ^  ) =  у  ( х )  • ги- (^) .

Разобьем оболочку вдоль оси на кольцевые элементы длиной „а" 
и функцию от осевой координаты представим как сумму произведений 
кубических интерполяционных полиномов Эрмита от переменной X  на 
перемещения и утлы поворота краев колец i

уСх) = 1ГНо1(х) Pi + Hti ( x ) p Xi ] ,

где p-L - перемещения ( U, , IT, , Ш-, ) на l -ом краю кольца; 
J3*.- углы поворота ( и Ж) , VXf , Ш * /  на L -ом краю кольца;

СХ). H ii (x ) - полиномы Эрмита,

Н 0 1 ( х )  = ( 2.х3- З а х г + а 3) / а 3 

Н0г. Сх)  = - ( 2 х 3- З а х  ) / а  

Ни (х )  = ( х 3 -  2 а х %  а гх)/ссг 

Н12 (х )~  ( х 3 -  а х  2 ) /  а \

Для функций, зависящих от окружной координаты, удобны ряды 
лурье. Из бесконечного ряда выделим диапазон от И, до Пг :

%
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u ( 9 ) - j s , u » C M " 4

nz ч
V  (  и ) =  2 V„'4LH n-f а к

чШ  (^)= Z  UTH СОбП •
11 = 11!

После подстановки перемещений (7) в (3), (4), а затем в (6) 
интегрирование проводим по квадратурным формулам Гаусса-Лежандра 
(трехточечная схема) , а минимизацию - методом сопряженных направ
лений Пауэлла /3/. Минимизация проводится относительно параметров 
перемещений и углов поворота на краях кольцевых элементов и коэф
фициентов в рядах Фурье при заданных и П-г .

Описанный алгоритм удовлетворяет ранее сформулированным тре
бованиям. Конечномерная аппроксимация позволяет получать различные 
граничные условия на торцах оболочки и требуемую степень дискрети
зации для учета особенностей конструкции и нагрузки. Возможно и
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решение нелинейных задач, для чего в выражениях дая деформаций и 
Кривизн учитываются нелинейные слагаемые. При решении задач не 
требуется большой оперативной памяти ЭВМ и чрезмерных затрат машин
ного времени (алгоритм реализован на СМ ЭВМ).

В качестве цримера построена область устойчивости для гладкой 
изотропной оболочки с L/Ц = 1 и  R/h. = 200. Оболочка нагружалась 
осевым сжатием Т и внешним давлением р . Докритические усилия

т;=-т, т;2=-pr, т;2 = о
M I * '  п о 

граничны е условия на торцах соответствовали шарнирному закреп
лению U, = V '1 * UT* « = 0.

По дайне оболочки оказалась достаточно^ разбивка на три эле
мента, а в рядах Фурье - удержание пяти членов ( П 1 = 8,Пг= 12). 
Даже при такой малой размерности задачи численные результаты доста
точно хорошо согласуются с аналитическим решением. На рисунке пока
зана область устойчивости. В точках пересечения с осями получены 
значения безразмерных нагрузок Тр с 0 = 1,008, р т=0 =0,98, хорошо 
соответствующих известным классическим решениям. Неплохо отслежива
ется и ферма искривленной поверхности оболочки. Обнадеживающие 
результаты позволяют рассчитывать на успех в задачах устойчивости 
оболочек, дополнительно нагруженных по части боковой поверхности 
произвольно распределенным давлением.
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В пределах линейной теории устойчивости анализируются особен-


