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обшивке находился двутавр, на первой пластине также двутавр и на 
третьей пластине подкреплянщим элементом являлся составной профиль!

За счет структурной оптимизации критерий V ( Р )  уменьшился на 1 
12 %, при этом оптимальная структура стала типа ^ г  = {4 ,5 ,9 }  , даль-3 
нейшая параметрическая оптимизация функционала VCx ;  привела к 
дополнительному уменьшению критерия еще на 21 %. Отметим, что пара
метрическая оптимизация на постоянной структуре г  = {2 ,6 ,9 }  сни
жает критерий на 18 %.

В заключение заметим, что рассмотренная методика при ряде j 
дополнений, касанхцихся поэлементного задания вектора ъ  ( т . е .  зада
ния не типов профилей, как в рассмотренной задаче, а их элементов 
и способов их совмещения), может быть распространена на более широ
кий класс задач структурно-параметрической оптимизации конструкций.
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КОЛЕБАНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЖ 
С МАЛ)1Ш  НЕКОНСЕРВАГИВНЬШ СИЛАМИ

В задачах динамики упругих летательных аппаратов приходится 
учитывать различные возмущения, возникающие в результате взаимо
действия колеблющейся конструкции с дру'-ими средами к системами 
(аэродинамическими силами; кориолисовытлт силаш относительного 
движения компонентов жидкого топлива и истекащих газов; реактив
ными силами т.я1'и двигателей; гироскопическими силаш вращающихся 
роторов; управляющими силами системы стабилизации). Эти силы зави
сят от параметров движения конструкции и, как правило, являются 
неконсервативными. К возмущениям можно также отнести силы внутрен
него деипфирования и силы, обусловленные изменениями массовых и 
упругих характеристик базовой расчетной модели конструкции. Во 
многих случаях указанные выше возмущения можно считать малыми по



(11)авнению с упругими и инерционными силами базовой системы. Тогда 
для расчета динамических характеристик неконсервативной системы 
можно применять метод возмущений, используя в качестве опорных 
|)вшенйя для базовой консервативной системы. Такой подход использо- 
11/1ЛСЯ для расчета модифицированных систем (при малых изменениях 
млсс и жесткостей) и гидроскопических систем в работах / 1/ ,  / 2/ .

Рассмотрим автономную тганейную систему с конечным числом сте
пеней свободы. Предполагая, что возмущающие силы и изменения масс 
и жесткостей системы малы, запишем уравнения колебаний в виде

( N - £ y ^ ) ^ -  £ J ) ^  - ( К - г а ) 9 , =  О,  ( I )
|'ле (j_, -  вектор обобщенных координат; & -  малый параметр; М , «  -  
симметричные матрицы инерции и жесткости базовой системы; А  , D  »

5  -  квадратные вещественные матрицы. Однородная система (I )  имеет 
частные решения вида

(2 )

|’Де Z , Я "  комплексный вектор и комплексное собственное значение. 
О учетом (2) уравнение ( I )  приводится к виду

[ - £ Д )  - jU B  £ б ) ]  г  = О . (3)
Решение этого уравнения получим методом возмущений в виде раз

ложений по степеням малого параметра:
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(о) .  (4)

Подставляя разложения (4) в (3) и приравнивая нулю группы чле
нов, содержащих в качестве множителя параметры I ,  £ , £ по
мучим:

С Л ' " ' м . - к ] г ‘ “ ' - 0 ,  (5)

(6)

[ Г  А * Г в . & ]

.  [ с J 2 .  2 л .  л ‘" в  ] Н о,  (7)

Найдем приближенное решение, близкое к К -ой  собственной фор
ме ко7хебаний базовой консервативной системы. Это решение далее
I. 1708



- з а 

будем обозначать нижним индексом К» . Из уравнения (5) в нулевом 
приближении следует, что

2к° ’ = х к ,  (8)

где , 60,̂  -  действительный вектор и частота к -ой формы собст
венных колебаний базовой системы. Собственные фориы колебаний этой 
системы удовлетворяют условиям ортогональности:

х > х „ - о ,  Х ^ , К Х „  = 0  Щ.Ц

Г „ м х „ ~ т „ ,  х > х „ - т „ ы 7
Решение для первого приближения ищем в виде 

и)  _

^  к ® км ^  И •Л ^  К

(9)

к км
Подставим (8) и (10) в уравнение (6 ) :

г  ^  а
•км[ Д ‘”’ м * К ] 2  с : ’ х „ * [ 2 0 > * Д : ' А * Д Г е * Б ] Х «  - 0 .  ( I I )

ПФК
Умножая его слева на , получим с учетом (9)

к ' ' к  '' и ^  кк  ^ кк  

где использованы обозначения

a „ „ - x l A X „ ,  d „ „ = x 5 l ) x „ ,  6„ „ = х : в х „

Из уравнения (12) с учетом (8 ) получаем
с _  d кк +  ̂ ^кк ~ ^ к  Qkk 

к 2 г п к ~  2 ( 0 к т к

(13)

(14)

Умножая уравнение ( I I )  слева на Xj „  при т Ф К , получим 
с учетом (9)

а
с о Л  , ,  2 . ,  о? о Q Е  п

откуда

С Вщк ~ к Mik _ ; dfrjK   CTF'l
= --------------- 5 Г Т "  +  С 7 , . 5 , . 9 ч *

Для второго приближения полагаем

h ' ” = z c 7 x „ .  (16)
M.t к

Подставим выражения (8 ) ,  (10 ), (16) в уравнение (7) :



-  39 -

J  ( У Г м ^ ю  + С ( г г ;  я :  м  ̂ я ; "  a  .  я : d   ̂ в  j  x ,  

I ( я f .  2 с  С )  М + 2 2  Гя^;^А  ̂ я  ] X к = о .

Умножая это уравнение слева на Х1 » получим

, (о) .X (1)

II/ к (17)

'■'У ,  т
У  G кп  ̂ ^

I I  t к
«7^

( 0 7 “

К КП 
(о) л (2) 

К Як к d кк = О ) 
•ткуда с учетом (8 ) , (14 ), (15) находим
\ (^кк^кк dun ~ 6J к ^пк ^+ dfiK (^/<ti~ СОк ^кп) _

••'к ■*■ / ч 2 ч ■*■

( ЯЯ" ^ 2 Я 7 Я к г я ,  я

2 т к 2 т л с о ; -  б о р

/ rdKK ( ^ hk~G1k ^ kk7C8 î k + ЗСдк Оки)
(л)/̂ к Циз1

(18)

0̂  к d кп d^K

ПФ к
Умножим уравнение (17) слева на при т / К

Z (2) ^. ( о ; ^<77 л CY7 ,
Получим

tn ' '"171 '' Km 
,(0) (Y7

; В с : С 2 Л : Л > „ < ? „ „ а Г а „ „ . Л Г < 1, „ Л „ „ )  = 0 .

' .и© ^тп~ 9 при П /  m и S/rin-  ̂ при п = m . Из последнего 
У11.'1вненйя с учетом (8 ) ,  (14) и (15) находим 

1^5 ((лЗ m ) d тк  d кк ^
Km т ^ г п ,(с о ^ - (д З ^ ,)^

/ «ЦТ (6hK~^i;^aK)^8mn~63K^mn)~63KdnKdmn _
ал Z

пвк (19)
/ ,  r d K K l 6 m K j i W ^ 0 ^ >  ,  (0) ̂  ̂  СО jd L 6  к к :iu ) | i l i^ d  т к  _

т ^ Г С к  Ссо^- с о р ^  2m,f,niK / О к С ^ т '^ З к ) ^

/  V  C b M K - / '6 K d r ^ K > d n if i_ ^ 4 . iL i i i^ iM l  .

/П„;(аз^ ,̂- 03,̂ ) п.к “    т ,  (03 А  к )
Ограничимся вторым приближением. Согласно способу выделения в 

У1>пвнении (13 малого параметра £ и структуре полученного решения 
II форме (4) с учетом (8 )-(1 9 ) оно не зависит от величины £ , и 
поэтому для удобства можно положить £ = I .  Найденные собственные
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значения и собственные векторы неконсервативной системы 
являются попарно комплексно сопряженными. Полученные формулы позво
ляют легко проанализировать влияние на них как по отдельности, так 
и в комбинациях различных возмущающих сил: а) инерционных ( Д^=А);  
б) диссипативных ( В  = Б ) ;  в) гироскопических ( В = - В ) :  г ) потенци
альных (В ^ = 8 ) ;  д) циркуляционных ( В  ~~ВХ

Для оценки точности метода возмущений сначала рассмотрим из
вестную неконоерватиБную задачу о колебаниях консольной балки по
стоянного сечения, нагруженной на конце следящей сжимающей силой Р 
/ 3 / ,  Перемещение балки описывается двзпля низшими формами собствен
ных колебаний при Р = 0 . Критическое значение Р , вычисленное на
основании этой двухстепенной модели, равно 20,08 ЕГ/ £  . При 
Р < собственные значения данной неконсервативной системы яв;1яюТ“

 ̂г  л •
оя чисто мнимыми ^ ijiy ;), собственные формы колебаний -  дейст
вительными. На рис.1 сплошными линиями показаны точные значения 
р . / с О у и г д е  (Of= а пунктирными линиями -  зна-

В качестве второго примера рассмотрим колебания абсолютно жест
кого стабилизатора, который может поворачиваться относительно оси 
за счет упругости проводки управления и относительно оси z  -  за 
счет упругости узла крепления, рис.З. Уравнения колебаний тонкого 
монолитного стабилизатора в сверхзвуковом потоке / 4 /  для случая 
треугольной в плане формы с углом стреловидности рС по передней 
кромке и с ромбовидным поперечным сечением (рис.2 ) приводятся к

виду \
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где б  = 5E. = -/0p a ^ /C jD , 6 ; ^  = 20р а ^ , /С Д  8 ^̂ ;
ф , фо -  плотности невозмущенного потока и материала стабилизато

ра; С •“ относительная тол
щина профиля; , GOgg- пар
циальные частоты крутильных 
и изгибных колебаний соответ
ственно. Примем следующие па
раметры:© = I ,  00 .̂,= 203 сек“ ,̂

0)22= 2,640),^ ,ав = 0 , 1 0 8 (0 ,̂  ,
0,371 (Ofy . При этом соб

ственные частоты колебаний 
стабилизатора в пустоте равны 
0)  ̂= 188 сек*"  ̂ и 03 = 579 сек“ .̂

Таблица

М/Мсрл 0 ,4 0 ,5 0,6 0 ,7 0,8

fii , точи. 283 282 301 321 344
jbl , при£л. 259 274 288 301 312
f i z ,  т о н н . 549 .539 529 517 502

550 542 533 524 515

Критическое значение числа Маха и частота колебаний, при которых 
возникает флаттер, равны М<рл= 5,12 и 03срл= 431 сек"^. В таблице" 
сравниваются мнимые части собственных значений = при
докритических числах Маха, полученные на основании точного решения, 
и решения по методу возмущений во втором приближении. В рассмотрен
ном здесь диапазоне чисел Маха действительные части обоих корней 

o/j^(K = 1, 2)  равны значению -  10,9 , которое получается на осно
вании как точного, так и приближенного решений.
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