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К РЕШЕНИЮ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ ТЕРМОУПРУГОСТИ 
ДЛЯ МОНОЛИТНОГО КРЫЛА

Определение температурных напряжений и деформаций монолитно
го крыла, как известно [I], можно производить отдельно от симмет
ричного те и обратно симметричного Та нагрева. Обычно 
ограничиваются расчетом только изгибннх напряжений [4], вызванных 
действием обратно симметричной составляющей Та • Между тем, 
определенный интерес вызывает величина мембранных усилий, возни
кающих в результате воздействия симметричного температурного поля. 
В развитие ранее опубликованных работ [2, 3] по расчету крыльев 
на изгиб здесь предлагается методика решения плоской температурной 
задачи применительно к монолитному крылу. Как и в [3],в качестве 
расчетной схемы принимаем конструктивно-анизотропную пластину, 
состоящую из толстой верхней и нижней обшивок, подкрепленных реб
рами жесткости (рис. I). Условия крепления крыла к корпусу произ
вольные: полная или частичная заделка по корневой хорде, наличие 
шарнирного опирания в отдельных точках. Температурное поле предпо
лагается стационарным. Изменение механических постоянных материала 
по температуре учитывается при подсчете жесткостннх характеристик 
пластины.

I. Крыло относим к косоугольно-полярной системе координат 
2 ^ $  , переход к которой от декартовой Z \ j  ̂  осуществляется 
по формулам;
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Рис. I Рис. 2

Рассматривая рис. 2, можно установить связь между усилиями и 
деформациями в косоугольно-полярных и прямоугольных координатах

иг н,х,

z  ̂ } 

ц 4 <1г . г 2м > .

(D
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где %  =. У
riv%( Ь | 2)

Для изотропной пластины закон Гука в косоугольно-полярной 
системе координат с учетом температуры запишется:

« [ • 5Л * , * . Р . ‘ г Л ] Г ч ] - М т .



{ ■ w t 'Гг Г ц  ]- K t o(', ,

N 4  = Р * № а  ♦ Я » ] Г И ] + К *  ^  Т. (3)

Здесь t е( , Т  ~ толщина, модуль упругости,
коэффициент линейного теплового расширения и температура плас
тины, 5 s -2- i  J—

У-ju*

Получим физические зависимости для пластины, анизотропия 
упругих свойств которой создается сходящимися продольными и па
раллельными оси ОХ поперечными ребрами жесткости.

Выделим из этой пластины трапециевидный элемент лучами 
I - I ,  I  + I и вертикальными линиями j, - I, J. + I (рис. I).

Для упрощения рассужде
ний положим, что в рассмат
риваемую область попали 
только одно продольное ребро, 
совпадающее с лучом, и одно 
поперечное, ось которого 
совпадает с сечением J. (рис. 3)
Площади подкрепляющих эле
ментов в их нормальных сече
ниях обозначим f. и f соот- 
ветственно. Очевидно, что 
для ребер жесткости зависи
мости "усилия-деформации" 
будут иметь простой вид:

(4)

где Й Д  и Я Д  - осевые сосредоточенные силы в ребрах i , I 
(рис. 8 .  р р *

Вводя погонные усилия A/g , А/j по граням элемента, статически 
эквивалентные силам A|g , N j , выражения (4) перепишем как
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В (5) используются обозначения 'It.г . <t *----- ,
г ,. "  Е Ч V W

E V i f e . - S w )
Между Д/£ , и , А/г очевидна следующая связь 

\/?,  Йй Л/? = Л/
-%.<)%’ N i sNi KSi.i-Si-i) ' (6)

Для обшивки, как для изотропной пластины, физические зависи
мости определяются соотношениями (3).Складывая уравнения (3),(5) и 
разрешая их относительно £g , £ г , , устанавливаем связь между
деформациями и усилиями в конструктивно-анизотропной пластине:

+ А/г £ *A/z^ 2 £j ] + £ Г ,

]Гл|г5 [ Н ^ у г£г 'NiP i J+£ T^ 2.
Здесь для упрощения записи введено предположение, что коэф

фициент линейного расширения е< одинаков как для обшивки, так и 
для ребер жесткости. В соотношениях (7) введены суммарные усилия 
по граням рассматриваемого элемента N r H W ,  N ^ - N l  
j)s g  ~ вел0Чина• обратная жесткости обшивки на растяжение,

6т=с<(T)T(l,t) - относительное температурное удлинение.
Кроме того, в (7) используются обозначения:

**[()•■ г ()((*г,)-_р;г{ г,]х, t “У4? г г>

г |"Е< > ^ { =

Рассматривая равновесия бесконечно малого анизотропного 
трапециевидного элемента dldt; и предполагая, что по его граням 
действуют суммарные погонные усилия , А/| , А/2£ , можно 
получить три уравнения равновесия:

(г ) ♦ - * £ « . ( » fcy-o.



-  13 -

V V  (8)
Если ввести функцию усилий 1р(1,£) так, чтобы

то уравнения (8), очевидно, удовлетворятся тождественно.
2. Разрешающие уравнения для отыскания усилий получим на 

основании принципа минимума дополнительной потенциальной энергии, 
которая для линейно упругого тела равна потенциальной энергии 
деформации И  :

П > о .  т
Потенциальную энергию деформации крыла представим в виде 

суммы:

где̂  U энергия обшивки, вызванная мембранными усилиями /уг , 
A/j , /Vjj ; U  , Jll - потенциальная энергия ребер, создавае
мая осевыми силами /Vj. и N^r .

Энергия деформации обшивки в декартовой системе координат 
определяется известным выражением

{  J J ( <  « , ♦  Н ” £у f y )  dxdy. (II)

Пользуясь Соотношениями (1)г (2) и переходя в интеграле к 
переменным Z , ^ , получим выражение для энергии деформации об
шивки в косоугольно-полярных координатах:

и05ш‘ у 11( ^ £ 2 * л £ е * * * ч Г » | )  (12)
Энергию деформации продольных и поперечных ребер можно запи-

элементов соответственно.
Заменим сосредоточеннне силы в элементах погонными усилиями, 

действующими в пределах двух соседних координатных линий.Переходя 
в соотношениях (13) от переменных , St к I , £ и заменяя сумм 
соответствующими интегралами по всему крылу, будем иметь выражения
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где /у? и Л/£ определяются формулами (6) .
Складывая (12) и (14), получим для всего крыла:

1 Ь у Ш М г + N t & t + N n J t l U d l d s .  (15)

Здесь , А/| , Л/2ij - суммарные погонные усилия.
Выражая теперь деформации £ г , б ̂ > Л>| через усилия с 

помощью физических соотношений для конструктивно-анизотропной 
пластины (7), будем иметь

*Гз Wi( w e*)«T } х“ (К)
Если заменить А/g , A/t , A/g| в соответствии с (9) функ

цией усилий ф ( | (|) , выражение (16) преобразуется к следую-

U 4  j  J i  5 [е ,г( | / , ) 1-К«4( | р ) г+ к г* f p r  i p  + fV  н ( 4 1 | ) к 

х Й " К« 1р ) + 1тУ * ̂  "Kt|  Ktrf i  Ct Ц-)]  ̂Л
где введены обозначения:

К 44 = ̂ < К П  = |* ( $ Ч Р ) ’ К Ь | - ^ Т г

K| S 0 * $ * ) £ * ,  к n  = Z ( i  + } ! + Z i l ) l 4 .

3. Операции и порядок получения разрешающих уравнений сохра
ним в соответствии с работам [ 2, 3 ]. Из точки перемещения перед
ней и задней кромок проведем " к  " лучей с переменным шагом 
^  = ̂ „ Г  | i . j (рис. I). В качестве неизвестных примем функция 
усилий if (!) вдоль этих прямых.

Вычисляя интеграл по хорде в (17) с помощью какой-либо ин
терполяционной формулы, можно записать

и  * h r  <1. U;, (18)Uf г i, <• >
где - весовые числа, определяемые выбранной интерполяционной
Формулой; h= - средний шаг между координатными лучами.К - 1
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Производные по переменной § выразим через значения функции 
tfKl) в фиксированных точках с помощью центральных конечно
разностных формул.

Рассматривая в качестве вариации напряжений любое изменение 
функции усилий ipci) , возможное с точки зрения выполнения стати
ческих граничных условий» в соответствии с (10) получим:

а) систему дифференциальных уравнений

| ttF; * • р/г» (U2^ Tf) • (I9)
б) естественные краевые условия на закрепленном участке по 

корневой жеоде при Ъ - t  (рис. I).1
1*1 - ы

(20)& t F^ 4 ' V Pi l . . e ' 0 ' р £ / <(9+Р^ и » е я0 с и г , р )
!* В выражениях (19), (20) введены обозначения:

PfSR,i? * R t4 ' * R y ,  F ^ W ' B s V'+Rb V 11,

штрихом обозначены частные производные по 2 .
Величины Rep ( £ = 1.9; p ~ i -  Z , l  + Z ) определяются жесткост- 

ными характеристиками и геометрией крыла; p ft , р^.  , Р у ха
рактеризуются температурным полем8''.

На свободном торце г а а необходимо удовлетворить стати
ческим краевым условиям А1̂  = 0, Мхи -  0 или согласно формулам 
перехода (I) Л1* = 0, А/ц = 0. По-видамому, эти условия с
точностью до несущественного линейного слагаемого будут выполнены, 
если полонить .

ft са) s О, у “ ( а ) , 0  ( I W , * ) .  (21)

При 1 = 2  на свободном от закрепления участке краевые 
условия будут такими же:

ft се) - о, | | ( е ) * о  а *гГр). <22>

яедостатка меота формулы для вычисления;R иР не приводятся.
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Аналогично по продольным кромкам должны выполняться условия:

и Ч к ) ,  (23)

Из первого краевого условия (23) вытекает, что по крайним 
линиям уравнения вырождаются в элементарные 1р. = 0. Второе 
условие (23) дополняет систему до полной.

4. Для численного решения системы дифференциальных уравнений 
(22) используем, как и в [2, 3], аппарат интегрирующих матриц [5]. 
Приведем уравнения системы (19) к интегральному виду, для чего 
проинтегрируем их по г дав раза от 2 до L . В  итоге получим

е  [р,-fF.dj* P3i*Qiсе-»)*« i , <«>
t г гг гЕ г с,  .где обозначено: ч ь ■ ь, Л '1

0 1 1 * 'Л У <  * ' F *  V *  '  Р А  1м  .  W l * 1 V ’  ' P > 1  • < 2 5 )

Постоянные интегрирования Q  ̂ и И ■ для заделанного участ
ка торца крыла в соответствии с краевыми условиями (20) равны 
нулю, а для свободных участков на торце g г £ пока неизвестны.

Выразим ф^(1) и tpt(l) в (24) через if'1 (g) . С учетом крае
вых условий (21) будем иметь

» г ! Ь . ,‘1гг. « >
аа а

Записывая уравнения (24) с учетом (26) в " И  " дискретных
сечениях с помощью интегрирующих матриц [5], получим систему раз
решающих уравнений в матричном виде:
1‘!. .

где

{p,h-[*,з,!*«»v • * , h  1 1 ;), № } -  к ■ i , ^  * p,i.
В системе уравнений (27) - интегрирующие матрицы

первого и второго типов [5]; - диагональные матрицы значений
соответствующих жесткостннх коэффициентов в расчетных сечениях по
L -ой линий; { ф ”} , {P*Jl • {Р|}^ - столбцы искомых функций
и нагрузочных членов по L-ой линии; {I >= {£-2 } ~ СТ0ЛЙеЧ коорди
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нат расчетных сечений, начиная с торца 2 = i  .
Уравнения (27) можно объединить в одно матричное

[ А Н ч > " Ы а ] { 8 ) Ч Р ) .  ( 2 8 >

Если выражение (28) дополнить условиями на свободном участке 
торца 2 = е : ф.(е)= о и ф!(е)= О, то получим замкнутую систему
алгебраических уравнений для нахождения К * П вторых производных 
[ф."} и 2 х ( р - г  + 0  неизвестных констант Q , М  . Далее, поль
зуясь формулами (9), (7), (5), (3), (2), (I), можно польностью 
пределить напряженно-деформированное состояние конструкции.

В заключение подчеркнем, что дифференциальные уравнения (19) 
по своей структуре полностью идентичны уравнениям поперечного 
изгиба крыла [3]. Кроме того, характер граничных условий по тор
цам is а  и 2 = 6 в плоской задаче и задаче изгиба для консоль-
3-7623
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ной пластины позволяет в единообразной форме привести дифференци
альные уравнения к интегральным. Жесткостные и нагрузочные коэф
фициенты в этих двух задачах вычисляются по однотипным формулам. 
Отмеченное соответствие между уравнениями и краевыми условиями 
для плоской задачи и задачи поперечного изгиба находится в полном 
согласии с положением о статико-геометрической аналогии [6, 7]. 
Очевидно, при численной реализации обе задачи могут быть решены 
по одной и той же программе.

В качестве иллюстрации на рис. 4 приведены эпюры напряжений 
б х , б у для трапециевидной консольной пластины в сечении 
^ = 100 мм. Температурное поле по координате £ имеет одинаковый 
закон распределения.
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