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шт. На рио.5 представлено влияние относительной ширины накладки
ъ = на значения наибольших напряжений'в системе для значения
фаиетра Ш = I .

Аналогичные результаты приведены на рис.6 ~ 8 для случая дейст-
i)i на кронштейн изгибающего момента М  £ . На этих графиках напря-
)ния отнесены к Ь+  = rj^ X —. . При действии изгибающего момента 
,и  a  yRK

вцд подкрепления сравнительно слабо влияет на наибольшие напря-
ишя в системе.
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539.3
..Калугин
(СТРОЕНИЮ МАЛИЦ ЖЕСТКОСТИ 
ШЛЕЙНОМ КОНЕЧНО ЭЛЕМЕНТНО! АНАЛИЗЕ

Рассматривается метод построения матрице жесткос
ти в нелинейной конечноалементном анализе. Покаг- 
зано, что применение традиционного подхода приво
дит к необходимости вычислять линейную и нелиней
ную составляющие матрицы жесткости с помощью раз-

юсы прочности и долговечности элементов
шионных конструкций. Куйбышев, 1390
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лечйкх лрограah . Предлагается мсднфвдарааанвый 
метод построения линейной составляющей, позведя! 
щай устранить указанный недостаток. Для клада эти 
ции рекомендуемого подхода приведен конечна! ад 
мент дня трехмерного пространства.

В нелинейном анализе уравнение рашоаесня конечного элемента 
мсано записать / I/  в виде

i K WL) V - t+AtP - t F r. ( I

где Р , F - матрягщ-отолбцы внешней узловой нагрузки ж упруг га 
с ял ооотввтотаеяно; V  =t ’ At,/ - t V  - матрица-ст сшбец приращений 
узлошх перемещений за промежуток времени A t  ; верхним левым 
индексом обозначается момент времени, в который определяется вели
чина. Лннейная с а наашэйнак K WL матриц-' жесткости находя 
он / I/  К8 соотношений

Здесь и далее двумя точками обозначается свертка, правым вор* 
ннм индексом *  - транспонирование, нижним левым X - момент нр 
пени, относительно которого величина определяется. Буквой V обо  
начаетоя объем конечного элемента, 5  - второй тензор напряжена
Писла-Кирхгоффа, £ - тензор четвертого ранга, компоненты которо
зависят от физических констант материала.л А

Выражения для определения линейной £ и нелинейной _>7 
составляющих приращения тензора деформаций Грина-Лагранжа <?ужут 
даны нике. Отметим, что при использовании общего лагранжввого под 
хода / I/  Т  = 0 , а при использовании модифицированного лагранкево 
подхода V  *  t .  ъ

Для вывода формул, определяющих К L , традиционно использу 
ся следующая схема. Записывая (2) в матричной форме:

£ у * \ у = |  &z e*C.L £ Xd v  (.
Т' у

I
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я выражая матрицу-столбец ^ 0  через приращения узловых перемещений

t e ' h  V> <5)

ж*но прийти к выражению для определения линейной матрица жесткости

Ч "  «)
<"•< ty ft

Здесь С ь -  матрица, содержащая компонента тензора С 
Ниже будет доказано, что дал матрицы ^ К п о л у ч а е т с я  формула

/ Уюдобная (6) ,  в которой элементы матрищ С ^  вычисляются по игре—
(«»ле иному ̂ правилу с помощью компонентов тензора и метрического
'оиэсра £ . г

При традиционной схеме вычислений: матрищ А  и А NL имеют 
этичную структуру и размерность, что приводит к необходимости 
рименять различья© программы для жх вычисления, В настоящей статье 
ре,платается подход, позволяющий устранить этот недостаток.

Тензор деформации Херина-Лагранжа определяется /2 /  соотношением
t  Д t i  Ч л. *  А

. £ = С V fcR • V Ч  - Е ) / 2 ,  (8)X
до точкой обозначено скалярное умножение тензоров, -  радиус- 
иктрр, у  ~ символический вектор яабла—ояератора Гамильтона:

гг х о  к 3V *  R — у*  • (9)

к
Здесь о -  материальные координаты, R к -  векторы базиса,

залмного с базисом

t R K = r R ,K (К =1,2,3), (10)

Для упрощения запятой обозначается дифференцирование по мате- 
зальной координате и принято обычное правило суммирования по повто- 
пощемуся индексу.

Обозначая через и приращение радиуса-вектсгоа точки
_ t+  д-fc t

•1209 u *  R- R (IX)



и учитывая, что
Л Л t+At * -fc*
& \ 1 -  г6 % £ - <1
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х •ct' г г
л л __

носке о прийти и выражениям дня в  , о и их вариацийТ г ь»■с Т
П П . 17 t R* + • Ч  U * )  ( I

т е - 0,5( 7 й  • 7 R * 7*Й-7U

Д  = 0,5 7U  • 7U  *, ( I

£  е  -  0 , 5 ( J f l u  • v bR * +  v b R * V # й * (]

<Уд - 0,5 (7<£ы ■ VU* + VU- ). (2
Подставляя (13 ), (15 ), (16) в (2) и (3) ,  приходим к соотноше-

дням:
< ?У * * К Ь V - J  8 cl : J .  : си Td V , О

1  -

t v

й у * * * ы и  V  = J  V < S u # : ( t S -  V U ) * d v  , С

где
Л t  - f  ^ If
a,  *  v  u  • V  R . с

В компонентном виде (17) и (18) выглядят следующим образом:
1>к-6

« V * ‘ K b v - j i a i.i c w  a . / d v ,  (j

’s ' ' " l|(» L V - J 7 i i u i s '' 3 * p« ue dvty
Здесь соответствующие компоненты определяются выражениями

Л
a =  a . - V V ,  E = ^ l \ TR e

£ u  = V t U - V V ,  *S = S'-K V * K ,

r D Гр
A j- К *
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Из анализа соотношений (20) и (21) очевидно, что их можно дред- 
п-.'шить танке и в матричном виде;

£ v ' \ v - J  rfa*Cba Tclv, (23)

i f

( 2 4 >

ьV
д« O' и § -  маорицы-стодбвд, составленные из ковариантннх компо- 
юнтов тензоров CL и VU соответственно.

Выражая а  и £  через приращения узловых перемещений

CL fi iV,  2̂5)
кашо прийти к выражениям (7) для . а для вычисления ^К, долу-
ить формулу

( 26)

Для выяснения структуры матриц JbL и J b NL необходимо рассмот- 
ють вид компонентов тензоров а  и ^ Q .

Из формулы для вычисления компонентов произвольного тензора /2 /

'(вдуют выражения

Q , : « r R , . Q . TR: (27)

Видно, что при применении модифицированного лагранжева подхода 
Т ■ t  ) & lj. = V^Uj ,  , откуда следует CL= h  , что в свою оче- 
одь влечет p NU = . При X  = 0 соответствующие компоненты
сличаются лишь множителем, для вычисления которого в одном случае 
;рвменяются текущие, а в другом начальные координаты. Структура же 
юрмул полностью совпадает, откуда и следует совпадение структуры
fil. * f i * L -

Для иллюстрации вышесказанного приводится конечный элемент 
рехмерного гространства. Текущий радиус-вектор и приращение переме
рший даются формулами
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*R  - Ь ( к е к , й = и к е к? (29

где в*  - орты неподвижной декартовой системы координат.
Пусть выражение для приращений перемещений имеет вид 

м
V „ ( К = 1,2,3) , (31m-ч т  м

где к т  ~ Ж  -ая функция форш, I/ " - К -тое приращение пере
мещения узла Лп , N - число узлов в элементе.

Тогда, вводя ыатрицы-стаябщ

V- с W <  v ;  1/2г 1/3\ .. V ?  <  <  Г ,  (з:

« . - [ а * а „ а Л а 1га гга зг а 13а г2а 33 ] \  (з:

^ • [V 1U1Vi U ,V 3U1 Ч и 4 7а иг 7аи А 7( из\7г из 7з и3]* ,  (3: 

можно получить матрищ рц и в блочном виде

где элементы соответствующих подматриц определяются соотношениями
-t W/. . Т

{JS- ; t j C  J y .  ■ Ь . Л . »

Матрищ CL и Cffb в этом случае имеют вид

C l - { 0 . C / a ' f O .

{ С  V S V "
Таким образом, как уже отмечалось выше, матрищ и

можно вычислять одной программой, меняя лишь во входных параметр 
текущие координаты на начальные и С L на С NL . При X  s  t  мс
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игшслять сразу сушарную матрицу жесткости до формуле (26),  взяв 
место матриц* € L сумму матриц С и и C NL , что приводит к 
•кондаши времени счета.
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.И.Столяров, С.Х.Хазанов
АС ЧЕТ НЕОСЕСИЫМШТИЧНОГО НАНРЖЕНН0-ДЕФ0.РМЙР0ВАШ0Г0 
ОСТОЯНЙЯ ОБОДОЧЕК ВРАЩЕНИЯ С УЧЕТОМ ГШШТРИЧЕСКОЙ И
ИЖЕСКОЙ незшнеШости

Математическая модель строится на баз© деформа
ционной теории пластичности ж учитывает квадра- 
тичную геометрическую нелинейность. Расчет реа
лизуется полуаналитическим методом конечных 
элементов, в котором за основные неизвестные при- 
ншаются коэффициенты разложения перемещений в 
ряд до окружной координате.

При расчете оболочек вращения часто применяют разложение аско
их величин в тригонометрические ряда по окружной координате. Если 
печет ведется в линейной постановке, то црж этом задача распада- 
тоя на ряд менее сложных задач дая отдельных гармоник, к кавдой из 
оторых можно приманить метод конечных элементов (МКЭ). Такая про- 
рдура обоснована Зенкевичем / I /  и названа им долуаналжтическим 
КЭ. Ослу аналитический МКЭ в пршеяеоти к оболочкам вращения шало- 
он з работе /2/, в которой оболочка вращения разбивается на коЕеч- 
ие адаманты, имеющие вид усеченных конусов.

опросы яре хости ж долговечности элементов
итационнюг конструкций. Куйбышев, 1990
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